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ELOSZO

Konyvinkkel a tobbvaltozés fliggvények és a vektoranali-
zis témakorével ismerkedd Olvasdk szamara kivantunk segitsé-
get nyujtani. Olvaséinkrdl feltételezzik az egyvaltozos fuggvé-
nyek analizisének és a vektoralgebranak bizonyos szintl isme-
retét.

Konyviink felépitése a Bolyai-sorozat els6 kiadott kony-
veinek felépitését koveti. A rovid elméleti bevezetSk soran csak
arra torekedtink, hogy a lényegesebb fogalmakat definialjuk, a
fontosabb tételeket (bizonyitas nélkiil) kimondjuk, A feladatok
soran igyekeztink e tételek sziikséges és elégséges feltételeit
megvilagitani. Sok olyan feladatot is talal Olvasénk, amelyek
a gyakorlati felhasznalas lehetdségeire utalnak — a fizikai latas-
méd igényével —, bar e terlleten sem toérekedhettiink teljes-
ségre.

Reméljiik, hogy konyviink elérte céljat, sikeriilt az Olvasoé-
ban a témakor mélyebb megismerése utani vagyat felébreszteni
és az alkalmazashoz sziikséges alapvetd ismereteket megadni.

Végil koszonjik a lektornak rendkivil nagy segitséget je-
lentd, minden résaetre kiterjedé munkajat.
A szerzdk



I. KOORDINATA-RENDSZEREK

A feladatok megoldasa soran leggyakrabban a térbeli
Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert fogjuk alkal-
mazni, amelynek egymasra meréleges tengelyei jobbrendszert
alkotnak (1. abra).

Egy tetszbleges P pont helyzete egyértelmien jellemezhetd
egy valds szamokbdl all6 rendezett szamharmassal. Ha felvesz-
szlik a tengelyek iranyaba mutatd i, j, k egységvektorokat, ak-

kor a P pont O/-helyvektora a kovetkezéképpen irhatéd fel:
AP=xi+y\+zk.

Természetesen e koordinata-rendszer mellett a feladat jellegé-
nek megfeleléen mas koordinatakat is alkalmazunk.



Bizonyos esetekben (pl. kétvaltozos fuggvények hatarérté-
kének meghatarozasanal, sikbeli tartomanyok megadasanal stb.)
célszerld a sikbeU poldrkoordinatdk alkalmazasa. A sik pontjait
ekkor az origdtdl vald tavolsaggal és az x tengely pozitiv ira-
nyaval bezart szoggel jellemezziik (2. abra).

71 3e
Ha a gsre a.(pf T g~
transzformacid, az origd kivételével, kolcsondsen egyértelmd.
A 2. abrardl leolvashatjuk, hogy
je=rcos (p
y—7rsin <
az inverz transzformaci6 pedig

megszoritast tesszik, akkor a

arctg ¥, ha x=>0

arctg T, ha x<0
cp=

7 ; A tér pontjait hengerkoordindtdkkal is jellemezhetjiik, és
, hax=0 és ekkor a pont helyzete a pont xy sikra vald vetiiletének polar-
2 koordinataival és a pont xy siktdl valé tavolsagaval adhatd meg
n ha ;c=0 és >>=0. (3. abra). A z tengely pontjaiban gnem egyértelmd.
Hasznalni fogjuk a gombi koordindtdkat (térbeli polarkoor-
Az origd esetén ¢>nem egyértelmdi. dinatakat) is :

10 11



Egy tetszbleges P pont helyzetét az OP vektor abszolut ér-
tékével, e vektornak a z tengely pozitiv iranyaval bezart szogé-
vel, valamint az OP' (ahol P' a P pont xy sikra vett merdleges
vetiilete) és az jc tengely pozitiv iranyaval bezart szogével jelle-
mezzlik (4. abra), {p, jelentése a f6ldgémbon szokasos hosz-
szusagi, ill. szélességi korhéz hasonld, ha az északi sarkot te-
kintjik a 0. szélességi kornek.)

A 4. abrardél lathatdan:

x=rcos(psin §,
y=rsin{@sin &
Z=T COs
(A hengerkoordinatakhoz hasonldéan a z tengely pontjaiban <

nem egyértelmd.)
Esetenként (pl. feliiletek targyalasanal) az el6z8ektil eltero

koordinatakat is bevezetiink.

12

II. KETVALTOZOS FUGGVENYEK

1. A kétvaltozos fuggvények értelmezési tartomanya

A tobbvaltozds fliggvények témakorében elsGként a kétval-
tozos valods fliggvényekkel foglalkozimk. Mint a bevezetGben is
emlitettiik, sem itt, sem mas fejezetekben nem torekedhettiink
az elméleti alapok részletes targyalasara, csak a leglényegesebb
fogalmakat emeltiik ki.

Definicidéink «-valtozés esetre is kénnyen altalanosithatok.
Els6ként RXR=R " részhalmazainak néhany tulajdonsagat de-
finialjuk, amelyek e fejezetben, ill. a késGbbiekben sziikségesek
lesznek.

Egy pont r sugari (r=>0) kérnyezetét azok a P pon-
tok alkotjak, amelyekre

\'m ~r,

tehat:

A PQpont egy D e R” halmaz torlédasi pontja, ha minden kor-
nyezetében végtelen sok D-hsz tartozo pont van.

A PQpont egy DczR? halmaz hatdrpontja, ha P* minden
kornyezetében van D-hez és Rp\D-hez tartozo6 pont is. A hatar-
pontok halmaza D hatdrdt alkotja. Ha D minden hatarpontjat
tartalmazza, zdrt halmazrol, ha egyet sem, nyilt halmazrol be-
szélunk. (Mindkét tulajdonsag igen specialis; a halmazok nagy
része se nem nyilt, se nem zart!)

A D halmaz korldtos, ha létezik az origénak olyan véges
r sugaru kornyezete, hogy

D(zKo~rC:R\

A korlatos, zart halmazt kompakt halmaznak nevezziik.)
Az /| fuggvény Rétvdltozds valds fiiggvény, ha értelmezési
tartomanya a valds szamsiknak, tehat ii*-nek részhalmaza, kép-

13



halmaza pedig R :

[ értelmezési tartomanya tehat az xy sik részhalmaza, azaz:

[ x,y)  (x,3) (x, DHE€DCZR

tehat a Df halmaz minden pontjahoz (mas széval az e pontba
mutatd helyvektorhoz) egy-egy valds szamot rendeliink hozza.

A figgvény csak értelmezési tartomanyaval egytitt adha-
t6 meg.

Gyakorlé feladatok
1, Hatarozza meg JR™nek azt a legb6vebb részhalmazat,
amelyen az
1

kifejezés értelmezhetd!

Mivel a tort nevezdje nulla nem lehet, ezért a kifejezés nem értelmez-
heté az 1kor pontjaiban.
Az értelmezési tartomany igy:

Megjegyzés: Az ezen a halmazon értelmezett
1
xN+y'hX
fliggvény grafikonjat az

1
2-1

fuggvény grafikonjanak z tengely korili forgatdsiaval szarmaztathatjuk (5.
abra).

14

2.  mely részhalmazan értelmezhet6 a
Vaxn -y,

ill. az
In(x*-y)

kifejezés?

a) Mivel a négyzetgyok alatt csak nemnegativ szam 4allhat, igy az

azaz
XA /\y
egyenlétlenségnek kell teljestilnie.
Az értelmezési tartomany tehat:

D="{(x,yKR" "\ x""y}.

Ezt a zart, nem korlatos halmazt a 6. 4bran vonalkazéssal jeloltik.
b) In (x"—y) esetén az értelmezési tartomany nyilt halmaz, hiszen D
hatarpontjai, amelyekre y~x" " nem tartoznak e halmazba.

15



6. 4bra

3. Hatarozza meg R-nek azt a legb8vebb részhalmazit,
amelyen az

1
arcsin (Y x2+y2—2)

kifejezés értelmezhetd !

Mivel x2+y2=0 mindig teljesiil, igy az érteimezési tartomany meghataro-
zasakor két dolgot kell figyelembe venniink :
Egyrészt a nevezd nem lehet nulla, tehat

Va2t y2-220,
azaz
X2+ y2¢ 4,
Masrészt, mivel az arcsin fiiggvény értelmezési tartomanya a
[~1; 1]intervallum, igy
WaP+y2-21=1,
amelybdl
1=x24y%=9.
Az értelmezési tartomany tehat egy korgyird, amelybdl az r=2 sugarl kor

pontjai hianyoznak (7. abra),

16

7. abra

D {(x, )ERY | 1=x2+32=9, x2+y254)
tehat korlatos, de nem zart halmaz.

4. Hatdrozza meg R2-nek azt a legb8vebb részhalmazét,
amelyen az

1 1
-

Vxy  Vi—|x+y]

kifejezés értelmezhetd !

Kiilin-kitlon megallapitjuk a két tag értelmezési tartoményat, majd
vessziik e két halmaz kozds részét.

1
a) -F akkor van értelmezve, ha xy>0. Bz az els6 és a harmadik
xy

siknegyedben igaz. A tengelyek pontjai természetesen nem tartoznak bele
a halmazba, hiszen azokra xy=0.

b) A mésodik tagban
Jx+yl<1

teljesiilése sziikséges, amely
—l<x+y és xty=<l1

17



8. dbra

egyiittes fennallasét jelenti. Ez az
y=1l-x ¢é8 y=-1-x

parhuzamos egyenesek kozotti nyilt sav.
c¢) A kbzds megoldés a 8¢ abran lathato korlatos nyilt halmaz, a két

részmegoldas kozos része:
D={(x, y)ER*| xy=>0, |x+yl=1}.

5. R? mely pontjaiban értelmezhetd a

2x
\/ In cos —
y

kifejezés?
Mivel a négyzetgyOk alatt csak nemnegativ szam allhat, fey
. 2mx
In cos —=0,
Y
amelybdl az In fliggvény monotonitasa miatt kovetkezik a

2nx
cos —=1
y

egyenlGilenség,
A koszinuszfiiggvény értéke viszont egynél nagyobb nem lebet, tehat:

2mx
cos —=1,
y

18
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9. abra

Ez csak akkor teljesiil, ha

2nx
—y—= k2, ahol kezZ.

Az értelmezési tartomény tehat a 9. abran lathatd egyenessereg, amelyre
x=kyly=0 kcZ.
(Az origb nem tartozik bele e tartoményba !)

Megjegyzés: A Kifejezé A0y mi y
ey a2 gy jezés értéke a tartomany minden pontjaban nulla,

] / 2
Si(x, )~/ Incos =X (x, Y)ED
y

fliggvény értékkészlete egyetlen elembdl all,

6. Hatirozza mege R2-nek . i
amelyen a g ek azt a legbSvebb részhalmazst,

sin zx sin oy

kifejezés értelmezhetd !

19



N

A A

A Ap /2 x
N/

10. abra

Mivel a négyzetgyok alatt negativ szam nem éllhalf, e
sin @ x sin = y=0.
Vizsgaljuk meg, mikor nulla ez a kifejezés!
sin x=0
esetén
nx=kn keZ,
azaz
x=k.

Az elBjelvaltasi pontok tehét az egész koordinatéji helyeken vanna?c xéy
esetén egyarant. Mivel az egységnégyzetben mindkét tényezd pozitiv, igy
az értelmezési tartomany a 10. dbran lathaté sakktiblaszerG nemkorlatos

zart halmaz:

D={(x; y)€ R?| sg sin x=sg sin wy}.

7. Hatérozza meg, hogy R® mely legb8vebb részhalmazin
értelmezhets a

Vz—x2—=y2+Vz+x2+y*—4
kifejezés!

20

Az
4
,"—--“\
// T ~
y
x
11, abra
A z=x21y2

ésa

z=4—x2—yl=4— (x2+2)

egyenl6tlenségeknek egyszerre kell teljesiilniiik,

Az elsd feltétel egy forgisi paraboloid (1. a 11.2. 1. feladatat!) feletti
pontokra teljesiil — a hatarolé feliilet pontjait is beleértve.

A masodik feltételnek megfelel6 pontok egy forditott forgasi parabo-
loid alatt helyezkednek el (11. abra).

Az értelmezési tartomany e két halmaz kozds része, korlatos zart hal-
maz:

D:{(x,y, 2)ER3| x2+y2§z§4—x2—-y2}.

2. A kétviltozés fiiggvények szemléltetése

Az
f1G—~f(x;9)  (x;y)€D,CR?

kétvéltozds fuggvény grafikonja a hiromdimenziés térben a
P={(x,7,2)€ R | z=f(x, ), (x, »)E D}

halmaz. E pontok dltaldban (de nem minden esetben) egy felii-
letet alkotnak.

21



E feliiletet a z= f(x, y), (x, y)€ Dsegyenlettel jellemezhetjiik.

Szemléltetése torténhet a feliiletnek a koordinatasikokkal
parhuzamos sikokkal valé metszésvonalai alapjin szerkesztett
axonometrikus képpel. A masik szemléltetési mod — a térkép
készitéséhez hasonlban — a z=4llandd sikokkal torténé met-
szésvonalaknak (az tin. szintvonalaknak) az xy sikba torténG
vetitése.

A gyakorl6 feladatok sordn mindkét 4brazolasi médra mu-
tatunk példat.

Haromvaltozods fiiggvények esetén a szemléltetésre csak a
szintvonalas szemléltetési méd 4ltalanositasa, a szintfeliiletekkel
torténs szemléltetés kindlkozik. Ennek lényege : az f(x, y, z)=4l-
Iandé egyenlettel jellemzett szintfeliileteket 4brazoljuk, paramé-
terként feltiintetve a fiiggvényértéket.

Gyakorlé feladatok

1. Szeml€ltesse az
Fip)—»x24+y2  (x, y)ER?
fiiggvényt!

a) Végezziik ¢lBszor a szemléltetést a koordinatasikokkal valdé met-
szetek alapjan!
Haa

z=x24y?

feliiletet elmetssziik a zy sikkal, amelynek egyenlete x=0, akkor a metszet-
gorbe a z=y? parabola. Hasonloan a zx sikkal valo metszéskor is parabola
a metszésvonal.

Az xy sikkal parhuzamos sikkal tortén3 metszés esetén tehat, ha

z=r2:

ri= 2+y2,

a metszésvonal egy r sugari kor. A feliilet tehat a z=x2x€ R parabola z
tengely koriili forgatisaval ad6dé forgasi paraboloid (12. dbra).

b) Ugyanezt a feliiletet szemléltethetjiik a szintvonalas Abrazolasi
mbddal is.

22

ey

12. abra
ég
=5,
Z=3
\ 2222:1
Al NN
e v\» _
1 2l y=0 x
13. abra

Az a) részben lattuk, hogy az xv sikkal parhuzamos sikokkal valéd
metszésvonalak kordk. E metszésvonalakat az alapsikra vetitve kapjuk a
feliilet szintvonalas képét (13. abra). (A vonalakon a z paraméter, a »ma-
gassag” értékeit adja meg.)

23



¢) Sok esetben sziikséges az el6zd szintvonatas képrol zx sikbeli, ill,
ezzel parhuzamos sikbeli metszet képét el6éllitani, amelyekben y a parame-
ter. E metszésvonalak pontjait megkaphatjuk, ha a szintvonalak y=c¢
(¢ allandb) pontjait Abrazoljuk az xz sikon (14. &bra).

zA

Y

14. 4bra

2. Szemléltesse a
2=x3+y?  (x,y)ER?
egyenlettel jellemzett feliiletet !

Ha a feliiletet elmetssziik az x=0 egyenletll yz sikkal, a metszésvonal
x2=y2, azaz két egyenes:

z=y, ill. Z=—J.

Hasonloan az xz sikkal valoé metszéskor is két egyenest kapunk.
Az xy sikkal parhuzamos sikmetszet, amelyben z=r, ahol r kons:ans,

az r*=x%+y? kor.

A feliilet tehat egy kettéskip (15, abra).

Megjegyzés: E feliilet az

fiiGey) = Ya2+p2 (x,0)ER?
ésaz

S @ =Vx2+y2 (X, )ER?
fiiggvények grafikonja.

24
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15, abra

3. Szemléltesse metszetei segitségével a
Z?=x*+y'—=1 (5 NERN(x, p) | ¥*+y*<1}
egyenlettel jellemzett feliiletet !

Az xz sikkal (y=0) metszve a metszésvonal az

x2—22=1

egyenlet(i hiperbola.

Hasonléan hiperbolametszet adddik, ha a feliiletet az x=0 sikkal
metssziik el.

Az xy sikkal (z=0) metszve a metszésvonal az

x2+3%=1

egységsugart kor, Hasonldan kirok adodnak a z=c (¢ konstans) sikokkal
valo metszéskor is. A feliilet tehat egy egykopenyii forgashiperboloid, amely
az x> —z2=1 hiperbola z tengely koriili forgatasaval adodik (16. abra).

25



16. abra

Megjegyzés : A feliilet tartalmazza az

y=1l;z=x
és

y=1;z=—x
egyenletrendszerii egyeneseket, amirdl behelyettesitéssel kdnnyen meg-
gydzddhetiink. A feliilet szirmaztathatd e két egyenes z tengely kortili for-
gatisaval is. Ebbol kénnyen belathatd, hogy e feliilet minden pontjan at-
halad két olyan egyenes, amely illeszkedik a feliiletre.

4. Szemléltesse metszetei segitségével a
22=x2+y?+1 (x,y)ER?
egyenlettel jellemzett feliiletet !

Ha a feliiletet az xz sikkal (y=0) metssziik, akkor a metszésvonal a
22— x2=1 hiperbola. Az yz sikkal torténd metszéskor is hiperbola adédik
metszésvonalként. i

Ha a z=c egyenletii sikkal (|c|>1), metsszilik el a feliiletet, akkor a

metszésvonal kor.

A feliilet tehat egy forgasfeliilet, amelyet a 22— x2=1 hiperbola z ten-
gely koriili forgatasaval szarmaztathatunk (kétkdpenyd hiperboloid) (17.
abra).

26

——
- —

X

17. 4bra

5. Szemléltesse az

[ixp)-x—y*  (x,y)ER?
fiiggvényt!

Ha a z=x2—3? feliiletet az xz sikkal metssziik, a metszésvonal a
z=x? parabola. Az yz sikkal vald metszéskor a z= —y? parabolat kapjuk.

A feliiletet Ggy képzelhetjiik el szemléletesen, hogy a z=x2 parabolan
wvégigestiszik” a z= —y? parabola. fgy adodik a 18, 4bran lathatd nyereg-
felitlet, amely az xy sikot az x=y, ill. x= —y egyenesekben metszi.

| 2

<

X

18. abra

27



Megjegyzés: Ha bevezetjiik az

u=x+ty

p=x—y
1j valtozdkat, akkor a feliilet egyenlete
z=uw

alakban irhato.

A transzformaci6 1ényegében az xy sik z tengely koriili 45°-os elfor-
gatasat jelenti, Ugyanis « sz0g( elforgataskor az 0j koordinatik a kovetke-
z0k:

x'=xcos a+ysin o,
y'=—xsinatycosa.
a=—45° esetén:

X (x—»),
2
y’=l/2-— (x+)).

A z=uw feliilet esetén az

= uo
és
v=1 (1o, 1y allando)

sikokkal valé metszésvonalak egyenesek, igy a feliilet minden pontjan 4t-
halad két-két, a feliiletre illeszkedG egyenes. (Természetesen ugyanez igaz
az eredeti nyeregfeliiletre is, hiszen ennek forgatasaval adbdott a z=uw fe-
liilet.)

6. Szemléltesse a

z=x2+y  (x,y)ER?
feliiletet !

28
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19. abra

Az yz sikban (x=0) a metszésvonal a z=y egyenes.

Az xz sikban (y=0) ad6d6 metszésvonal a z=x2 parabola.

A feliiletet a z=x2 parabolinak a z=y egyenesen valo ,,cslisztatisa-
val” szarmaztathatjuk, és igy parabolikus hengert kapunk (19. abra).

7. Szintfeliiletei segitségével szemléltesse az

fi(%y, 2=x*+y*+22 (x,2,2)€ER?
haromvéltozés fiiggvényt !

A szimtfeliilet az f(x, y, 2)=c¢ (c konstans) egyenlettel jeilemzett felii-
letet jelenti.

¢=r?=0 esetén a feliilet egyenlete

rP=x24 y2+ 22,
ami egy origokozéppontil r sugarl gdmb egyenlete; f szintfeliiletei tehat
g0mbok (20. abra).
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3. Szemléltesse szintfeliiletei segitségével az
fi0ep, 2)>x2+y2—72  (x,3,2)ER?
fiiggvényt!

a) f(x, v, 2)=0 esetén a szintfeliilet egyenlete
7%= x24- y2

Ez a feliilet a 2. feladatban targyalt kettSskip.
b) f(x, y, 2)=1 esetben a szinifeliilet
P=x2+y2-1,

amely a 3. feladatban targyalt egykdpeny(l hiperboloid. f(x,y, 2)=c>0
esetében mindig egykdpenyi hiperboloidot kapunk.

c) f(x, ¥, 2)=—1 esetén a szintfellilet
2=x2+y2+1,

amely a 4. feladatban targyalt kétkopeny( hiperbeloid.
A szintfeliileteket a 21. Abran lathatjuk.
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21. abra

3. A kétvaltozés fiiggvények batarértéke, folytonossiga

Legyen a P, pont az

fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlédasi pontja! Az f ha-
tarériéke a Py(xg, y,) pontban A, ha minden &>0-hoz tartozik
Pynak egy olyan 6 sugarii kdrnyezete, hogy

lf(.P)—A]-‘:S ha P€ Dfﬂ KPD,G\{PO}‘

(A hatarérték létezésének vizsgilatakor tehdt P, kornyezetének
csak az értelmezési tartoményba tartozo pontjait kell figyelem-
be venni!)

Az elozdvel egyenértékil a kovetkez8 definicié : A P, pont-
ban csak akkor van hatarértéke az f fliggvénynek, ha tetszSle-
ges, Py-hoz tartozé {P,}, nc N (P, P,) pontsorozatra, amelyre
P, ¢ Dy, a fiiggvényértékek sorozata A-hoz tart. Tchat, ha két
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kiilonboz3 pontsorozaton kozeledve Py-hoz a fiiggvényértékek
sorozata két kiilonbozs szamhoz tart, akkor a fiiggvénynek biz-
tosan nincs hatarértéke e pontban.
wWe A hatarérték létezéséhez azonban nem elegendd, hogy tet-
szbleges Py-hoz tartd egyenes mentén mindig ugyanazt a hatdr-
értéket kapjuk.

Az

fiiggvényt folytonosnak mondjuk egy P, pontban, ha * P,c Dy,
¥ Pyban létezik f-nek hatérértéke (tehit Py Dpnek torlddési
pontja),

* f(PY=lmf.

E definici6 alapjan a II.1. 5. feladatidban szerepl§ fiiggvény az
értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban folytonos, mivel
értelmezési tartomanyanak minden pontja torlédasi pont, a ha-
tarérték &s helyettesitési érték e pontokban egyarant nulla.

Az egyvaltozds fiiggvények korében megismert Osszeg-, kii-
16nbség-, szorzat-, hinyadosfiiggvény folytonossagira vonatko-
z6 tételek a kétvaltozos fiiggveények korében is érvényesek.

Gyakorlo feladatok
1. Igazolja, hogy az

x sin -l~+y sin%, ha xy=0
fiep~y 7 (x, y)€R?
0 ha xy=0
fiiggvény folytonos az origéban!

Mivel az origdban a fiiggvényériék nulla, azt kell belatnunk, hogy a
hatérérték is ennyi. A tengelyeken a fiiggvényéri€k azonosan nulla, a ten-
gelyeken kiviil pedig :
= x|+ [yl

1 1 .1 .1
xsm—+ysm—[é‘ xsm—l+ ysin—
¥ x ¥y x
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hiszen
1
| sin — lé 1,
x
viszont
lim (Ix{+1yD)=0=/£(0; 0),
amivel megmutattuk, hogy a fiiggvény az origdban valéban folytonos.

Megiegyzés:
a) Adott >0 esetén az origb mely kornyezetében teljesiil az

[ f(x, ¥)| = ¢ egyenlBtlenség ?
Lattuk, hogy

1£Cx, W)= x] + 1yl

Mivel

[x]= Y x2+y3,

€s
[PI=V 242,

ahol ¥ x2+y2 az origb és a P(x, ) pont tavolsiga, igy az
|/ p)=2F x4 y2<e

egyenlbtlenség biztosan teljesiil akkor, ha a P pont az origd g sugarn kor-
nyezetében van.

b) Az x és y tengely mas pontjaiban a fiiggvénynek nincs hataréric¢ke,
itt ugyanis az dsszegnek csak egyik tagja tart nulldhoz, a méasikban a szinu-
szos tényezd erdsen oszcillal.

2. Van-e hatarértéke az origdban az

[ ()~ (x, »)€RA{0; 0}

fiiggvénynek ?

2xy
x2+y2
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K ézeledjiink az origdhoz az
y=mx (mER) egyenesen!
Az egyenes pontjaiban a fliggvényériek

2m
Clm’

Sf(x, mx)

amely — m értékétdl fiiggben — minden egyeﬁesen mas és mas, tehat f-nek
az origbban nincs hatarértéke.

3. Igazolja, hogy az

2
_y_. . ha y;ﬁ 0
x4 e y4 y 0
[ (x, »)€R\{0; 0}
— ha y=0¢&s x=0
X
fiiggvénynek nincs hatdrértéke az origébz;m, béar tetszc’ilege’s egye-
nes mentén kozeledve az origéhoz mindig ugyanaz a hatdrérték

adodik.
a) Az y=mx méR\{0} egyenesen kozeledve:
m2x2 2
Srmiad X1 +m?’

flx; mx)=

ami + se-hez tart, ha x nulldhoz tart. (Ugyanez adodik m=0 esetén az x’

1
tengely pontjaira is, mert f(x, 0)=;5 J

b) Kozelitstink az origbhoz az y=x4 gorbén! Ekkor
X8 x4

x4+x16— 14+ x12°

f(x 5=

aminullahoz tart, ha x nullihoz kozeledik. Tehat f-nek vaioban nincs hatér-
értéke az origoban annak ellenére, hogy tetszlleges egyenes mentén ugyan-
azt az értéket kaptuk.
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4. Igazolja, hogy az
F:Geap)~0  De={(x, y)e R¥xpeQ)]

fisggvény az értelmezési tartomdnya minden pontjiban foly-
tonos!

A fiiggvény az xy siknak csak azon pontjaiban értelmezett, amelyek-
ben az xy szorzat racionélis szam. E pontok mindeniitt siir(in helyezkednek
el a sikon, de ugyancsak siirtin mindeniitt vannak olyan pontok is, amelyek
nem tartoznak hozza Dehez. Mivel D¢ minden pontja torlodési pont, a
fiiggvényérték minden pontban nulla, igy tetszGleges P€Df esetén

lim f=0=£(P),
P
azaz f valbban folytonos D, minden pontjaban.

5. Igazolja, hogy

lim [lim sin ]# lim [ﬁm sin _“i_] !
XFeo \p-reo 2x+y y".">m X3 o0 2x+y :

Vizsgaljuk elébb a bal oldalt:
X

lim sin —————=0,

Yo oo 2x+y

mivel a szinuszfliggvény argumentuma régzitett x esetén nulldhoz tart.
Tehat

. .. @y .
lim | im sin = lim 0=0.
2x+y

X—+oo \p—soe x=>c0

Hasonldan a jobb oldal:

ax

Hm sin
X+ oo Y

tehat a két oldal értéke valoban kiilonbozs.

. T
=gin—=1,
2
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6. Igazolja, hogy az
Xy RA\{0; 0}
f:(x:y)'—’m (x3y)€ { s
fiiggvénynek az origéban van hatérértéke!

A bizonyitashoz polarkoordinatakra tériink at; ekkor:
x2y P cos? psin @
x2+y2 r2(cos? p+sin? p)

=rcos? g sin @.

Ez utdbbi viszont » nullahoz tartisa esetén nulldhoz tart, @ értékétdl fiigget-
leniil.

Tehat
lim f=0.
©;0) -
Megjegyzés : Hasonloan lathat6 be, hogy a
r %\(0; 0}
(%)~ (x, YERZ\{0;0
g(xy) x4+y4 {’

fiigevénynek az origéban nincs hatarértéke. Ekkor ugyanis polarkoordiné-
takra attérve :

xy? cos? ¢ - 'sin? p
x4yt cost ptsint @’

aminek, ha r nullahoz tart, nincs hatarértéke, hiszen ¢=0 esetén értéke
nulla,

™ esetén pedig -
=— edig — .
p= csetén pedig 5

7. Igazolja, hogy az

_}.C—Z:-’EJ—;EZ-F_Z‘{, ha x2+y2+227£0
frxy-)" 7 (x, y, )€ R?
: 0 ha x2+y24+z2=0

fiiggvény folytonos R* minden pontjiban!
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Az allitas bebizonyitasihoz elegendd az origobeli folytonossagot iga-
zolni. Egy tortfliggvény ugyanis, amelynek szdmldl6ja és nevezdje is foly-
tonos, folytonos minden olyan pontban, ahol nevez8je nem nulla. Hatiroz-
zuk meg a fliggvény hatarértékét az origdban ! Gémbi koordinatakkal:

xyz . Psindcosbeospsing

x24+y2422" 12[sin B (cos? p+sin2 g)-+cos2 ]

=rsin? # cos & cos @ sin @,

amely az origbhoz kozeledve nullihoz tart. A fliggvénynek tehat van az

origoban hatarértéke, ez egyenld a fliggvényértékkel, tehat £ az origdban is
folytonos.

8. Brtelmezze a g kétvéltozés fiiggvényt tgy, hogy az

So *=5m) z:;m . , ha x—y#0
S (x, )~ (x, y)ER2
(x, ») ha x—y=0

fiiggvény fdlytonos legyen R? minden pontjiban!

Alakitsuk at a szamlalot a kdvetkezGképpen ;

x-+y x—y

sin x —sin y=:2 cos sin 3

ekkor:

xt+y . x—y
. . cOS 5 sin 5
sin x—Ssin
lim ————-—-—}-'— = lim =COS X,
(x—yy»0  XTY (x—y)~0 x—y

mivel
. sin¢
lim —=1.
o 1
Tehat a
g:(my)y>cosx  D={(x,y)¢R?| x~y=0)

valasztas mellett £ az R? minden pontjaban folytonos lesz.
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9. Ertelmezze a g kétvaltozés fiiggvényt tigy, hogy az Tehat, ha g-t a kivetkezGképpen valasztjuk :

cos;;?-cgsz, - ha x2— 20 ' __% sin x  hax=-byés xy0

- x

i (x, »)—~ Xt=y (x, ¥)ER? g:(x, )~ ) D,={(x, ER? | 2=y}
(x, ) ha x2—y2=0 - ha x=y=0,

fiiggvény folytonos legyen R? minden pontjiban ! akkor £ a sik minden pontjaban folytonos lesz.

Az ¢l6z6 feladathoz hasonldan atalakitjuk a szimlalot :

., Xty . x-—y
€O8 x—COs y=—2 sin sin 5
Ezt alkalmazva :
Lox+y | ox-y
sin sin
cos x-—~cosy 1 2 2
x2—y2 2 x+y x=y
2 2

ahonnan latszik, hogy a fliggvény az origbban folytonossé tehetd, ha ott a

1
fiiggvényértéket (—E]mek vélasztjuk, a tobbi pontban pedig

x?-p2=0, ami x=y, ill. x= —y teljesiilését jelenti.
Ha x=y, akkor
x-+y _
2
masreszt

X,

. XY
s ——
. 2
im — =1.
x—y)=0 *7Y

2

-nek valasztani.

3 ) ., 1 sinx
E pontokban tehat g-t célszer(i =3
p.o

x—

Ha x= —y, akkor Y x, s a szorzatalak masik tényezdjének a ha-

tarértéke egy.
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L. A KETVALTOZOS FUGGVENYEK DERIVALASA

1. Parcialis derivaltak

A parcidlis derivaltakat az egyvaltozds fiiggvények deri-
valtjat dltaldnositva, kiilonbségi hanyados hatarértékeként de-
finidljuk, s megmutatjuk, hogy geometriai jelentésiik bizonyos
esetekben érint8k irdnytangenseként adhaté meg.

Tekintsiik az

f:Dp~R D, CR?

kétvaltozés fiiggvényt! Legyen a Py(x,, yo) pont a D, torlédasi
pontja!

Ekkor, ha rogzitett (4llandé) y mellett 1étezik és véges a .

f(xo'l' Ax; yo)—f(xo, J’o)
Ax—»o dx

ill. rogzitett x mellett 1étezik és véges a
m {&e Yot D)= fGo 3o)
Ay-»o dy

hatarérték, akkor ezeket az f fiiggvény P, pontbeli parcidlis dif-
ferencidlhdnyadosainak nevezziik.

Jelolésiik :
3 ’ H a ’
fo_l =fl(xe ¥o)» il 7{711» =f,(¥0: ¥0)-

Ha egy T D,tartomény pontjaiban léteznek a parcidlis diffe-
renmélhényadosok akkor az f; : T— R fiiggvényt, amely minden
(x0> Yo)E€T-hez az fi(xg, ¥,) értéket rendeli, az x szerinti parcidlis
derivdlt fiiggvénynek nevezziik.

Hasonléan értelmezhet6 f; is.

A feladatok sordn megmutatjuk hogy a parcidlis derival-
tak adott pontbeli 1étezése még a fiiggvény adott pontbeli foly-
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tonossagit sem feltételezi, de a folytonossig nem mindig biz-
tositja a parcialis derivalt 1étezését.

Az eddigiekb8l mar vilidgos, de kiilon is kiemeljiik, hogy a
parcialis derivaltak kiszdmitasakor az egyvaltozos fiiggvények-
nél megismert differencialasi szabdlyokat kell alkalmazni, figye-
lembe véve, hogy az a valtozd, amely szerint nem differencia-
lunk, konstansnak tekintendd.

Tegyiik fel, hogy az f filggvénynek a Py(x,, y,) pontban 1é-
tezik az x és y szerinti parcidlis derivaltja! A P, ponton atha-
1adé, xz sikkal pArhuzamos y=y, egyenleti sik a fiiggvény gra-
fikonjat alkoté feliiletet a z=f(x, y,) sikgérbében metszi. Ha
ennek a gdrbének az (x0» ¥os f(x0» ¥0)) pontban van érintSje, ak-
kor az ¢rint8 iranytangense :

f;(xm Yo)=tga,
hasonléképpen:

fi(xo yo)=tg B
(22. abra).

A parcidlis derivaltak 4ltalaban tovabbra is kétviltozos
fiiggvények. Amennyiben ezek is parcialisan differencidlhatéok,
képezhetjiik mindkét véaltozo szerint Gjabb parcidlis derivaltjai-

kat. Igy a mdsodrendii parcidlis derivdltakat kapjuk. Ezek je-
10lése:

R P N )
ox 0x o0x? I dy ox  oydx ¥
Qo _ 0¥ —f 0 of of —f
9x dy oxdy T By dy 9y
o€t & fy -t tiszta, £, és f,.-et vegyes mésodrendii parcidlis

derlvaltaknak szokas nevezm Elég altalanos feltételek mellett
igaz, hogy:

" __pv,
xy—Jyx>?

azaz: a vegyes misodrendii parcidlis derivaltak megegyeznek,
a derivélas sorrendje felcserélhetd. Bizonyitas nélkiil kozoljiik
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22. abra

ennek elégséges feltételét. Ha a Py(x,, y,) pont egy kornyezeté
ben £y, és ) 1éteznek és a P, pontban folytonosak, akkor:

(X0 YO =1%o, ¥0)-
Hasonl6an értelmezhetSk a harmadrenddi parcidlis derivaltak
amelyekre példaul az
o’f 2%f ¥

29y dydx:  Oxdyox
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egyenlGség 4ll fenn, az el6z6ho6z hasonlé feltételek teljesiilése
esetén.

Az elmondottak altaldnosithatok hiarom, négy stb. valtozd
esetére is, minden lényeges viltoztatds nélkiil.

Gyakorlo feladatok

1. Hat4rozza meg az

fix,p)~x3+y3-3xy  (x,y)ER?

fiiggvény els6rendii parcidlis derivaltjait !

Ha x szerint derivalunk, akkor y allandd, tehat y* derivaltja zérus.
i )—3x2=3y  (x,)ER,

£y =3P =3x  (x, NERE

2. Hatdrozza meg az

f:(x,y)~x*  yeR, x€R*
fiiggvény elsSrend{i parcidlis derivéltjait !

Az x szerinti parcidlis derivalt kiszamitasakor y aliandonak tekinten-
db, tehat hatvanyfiiggvényként kell derivalni:

£l ey (x,)€Dy.

Az y szerinti parcialis derivalaskor x allando, tehat a fiiggvényt exponen-
cialis fiiggvénvyként kell derivalni:-

Sy @)= Inx  (x,»)ED;.

3. Hatarozza meg az
f:(x,p,2)—x""  x€R*, yeR+, z€R*
fiiggvény parcidlis derivaltjait !
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Az el6z8 feladathoz hasonldan jarunk el:

fii@xp, "1

oGy, 2" (Inx)zy",

fi1 Gy 2)=x" (Inx)y* (Iny).

Mindbirom parcidlis derivalt értelmezési tartomanya azonos
D fel.

d A tovébbiakban csak akkor fogjuk feltiintetni a parcidlis
derivaltak értelmezési tartomanyat, ha ez az eredeti fiiggvényé-
t81 kiilonboz6.

A kovetkez§ feladatokban is az elsérendii parciélis derival-
takat kell meghatarozni:

4.f:(x, y, 2)~(xyF=x7y"  x€R*, yeR*,  z¢R.

¥

£ (x, 3, D yfzx T,
£y 1 (x5 y, Dy 72y,

£l (x, 3, D> (xy* In(xp).
x 2
5.f1 (9 € xER\{0}, ye R\{0}.

1 ls ¥ Yr1 1
f;‘ : (x,y)»—»; €x+'—£€f[——y—]me" [_—-__.) s

E]

, —x 2 x X1 Z(l x
fy:(xsy)""—;f"f +-—;e ;=e [——-—2].-
. X X
6. g : (x, y)—-arcsin 5 D, = {(x, )€ R? \;-é 1} ;

1 H

1
2 Y =

g (X, y)—~

—X —X

27 .
R s

y2

g, (x>

gy és g, értelmezési tartomanya sziikebb, mint g-¢, hiszen y2=x? feltétel
esetén a derivaltak nem léteznek. (E feltétel a D, halmaz hatarpontjait je-
161i.)

7.f:(x,y)~y*In Vxy+arsh (xy)  x€R*,yeR*.

Derivalas el6tt alakitsuk atIn J xy-t!
!, 1,
i (x,y)»—»iy In x+5y In y+4-arsh (xy),
2
¥y ¥y
fx' : (X, y)"_*a"""'—"“'—'_ *
1+ x%y?

yz X
£y (6 Py I x+yIn ptiat————=

Y ey

y
=yin(xp)+-+ .
2 Y1+ x2%y2

x3e¥

8. f:(x, y)Hm (x, )€ RA\{(x,y) | y*= —sin x}.

Az y2=—sin x feltételnek eleget tevé pontok halmazat a 23. 4bran
lathat6 gorbék adjak.
3x2e” (sin x+y2)—x3e” (cos x)
(sin x+y?)2

[z (6 p)—~

’

£y X3 (sin x+y%) — x%e?2p
y B (sin x+y2)?
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yi

y’= -sin x

N
S~

ol |

T Tt

23. abra

9. f: (x, y)—Vsin x sin ¥y+sin In x In sin ,
Dy: x€ R*\{x | sin x<0}, y€ R*\{y | sin y=0}.

ub

24. 4bra

A feltételnek eleget tevd pontok az elsé siknegyedben egy sakktabla-
szerli elrendezést adnak. (A Dg—hez tartozd6 hatarpontokat vastagitassal
jeloltiik.) (24. abra)

cos x cosinx

—— sin V;+
2¥sinx

s i (% p)—> In sin y,

cos cos
Vy+sinlnx - d .
sin y

foi(xp) r—»]/s1—n::
¥ 2}/;

(f, értelmezési tartoméanya azonos DAfel, Jfi-€ ennél sziikebb: nem tartal-
mazza a hatarpontokat.)

10. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az
X

x2+ yZ ?
0, ha x%2+y2=0

ha x24+y2=0
06,9~

fiiggvény nem folytonos az origéban.

Igazolja, hogy ¢ fiiggvény parcidlisan differencidlbaté az
origdban !

A definici6 szerint: (x4=0, y,=0).

£(4x,0)~1(0,0) _

£40, 0)=lim
0

Ax
Ax -0
. (4x)*+40
= l]m —————rs
0 Ax

Hasonléan £,(0; 0)=0.

A parcialis derivalt adott pontbeli l1étezéséhez tehat valoban nem sziikséges,
hogy a fiiggvény e pontban folytonos legyen.

11. Hatirozza meg az ¢16z0 feladat mintajira az

Os ha x4+y4=0

ha x4+ y420
f: (xsy)'_"

fiiggvény tiszta masodrend(i parcidlis derivaltjainak értékét az
origéban!

Az eldz0 fejezetben lattuk, hogy a fiiggvény nem folytonos az origh-
ban.
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Az origb kivételével :
2xp2(x* + yH — 4yt _ 2xy5 —256%y2

fx 1(x, Py (x4+y4)2 = (x4+y4)2

Az origbban a definicié alapjan £,(0, 0)=0.
Legyen
2xy0 - 2x5y2
g=fl:(x, ] #F+yH2 7
0, ha x*+3*=0.
Arrél, hogy g sem folytonos az origdban, kbnnyen meggydzOdhetiink, ha az

y=2x egyenes mentén tartunk az origdbhoz.
Ekkor

ha x*+y*=0

y 128x7 —8x7 1,mlzoanﬂ i 120
m =11 = ,
o (11632 289x8 T 289x

ez utdbbi viszont nem korlitos, igy g valéban nem folytonos az origoban.

Szamitsuk ki g origdbeli parcialis differencidlhanyadosait!

g(0+ 4x,0)—g(0,0)
- dx -

240, 0)=1,.(0, 0)=lim 0.
V]

mivel a szamlalé azonosan nulla.

Hasonloan lathato be, hogy
A szamitast nem részletezve : £7.(0, 0)=0.

Megjegyzés : A feladat nem tesz eleget a vegyes masodrend( parciali-
sok egyenlBségére felirt elégséges feltételnek, a vegyes parcialis derivaltak
mégis egyenl6k az origbban.

Az emlitett feltétel tehat elégséges, de nem szitkséges feltétele a vegyes
parcialis derivaltak egyenlGségének.

A kovetkezd feladatokban a vegyes parciilis derivaltak egyeniOségét
kell igazolni.

12.
F1)-In(x+e)  Dp={(x,»)ER?| (x+e)=0}.
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25, abra

' Az értelmezési tartomany az 4bran lathatd nyilt halmaz (25. abra).

, 1
T xrer’
L ey
Y xter’
= ——,
(x+e”)?
A
Y (x+e”)?’

A vegyes parcidlis derivaltak tehat valoban egyenl6k Dy minden. pontjaban.
Megjegyzés : Tekintsiik a

g:(x, y)>In |x+e”] (x, »)ERN\{(x, y) | x+€”=0}
fiiggvényt! Koénnyen igazolhatd, hogy g parcialis derivélijai formailag
aanosak f megfelell parciilisaival, de Dy Dy, €s Dgs= D, miatt f=g} nem
teljesiil. (xq, 7o)€ Dy esetén f1(xo, ¥o)=gi(*xg, o)

13.

fi(xy)—x*  x€R*,  yeR

L=y,
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fy=x"Inx
fo=x 14y~ 1 x,

1 - -1
f;;:yxy"llnx-l'xy;':yxy Bl

14. f: (x, y)y—arctg -;CT x€R, yeR\{0}.

01 1y

x2 ¥y x2+y2’

’ 1 —X —*
fy=——3" 2 tyr’

2
x2+y2--y -2y _ xz—y

o —

TR ((PyHY

. (-0 #2-y?

IR

Tehat a vegyes parciélis derivaltak Dy fnjnden pf)ntjéban m;giii:n;k:
(A parcialis derivaltak értelmezési tartomanya. te’rmesze?tesen n; e é
nél bévebb halmaz. Bar latszatra csak e?z ’or_lgoban nincsenel .
de ahol a fiiggvény nem értelmezett, derivaltja sem lehet.)

15. Tgazolja, hogy az

242
xy xﬂ ‘ yz » ha x2+y2#0 5
x“+y ' (x,y)ER-

D (x, )
73 0, ha x24+y2=0

fiiggvény esetében

£2(0,0)=f,.(0, 0).
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(
x2—32 4xy2
4
= + , ha 2 #=0
=ty P g (x2+y%2 7
LO’ ' ha x2+y2=0,
)
x'*’--y2 4ch2
'__ . 2 2
fy"1xx2+y2—xy(x2+y2)2 v BaxtHyT=0
0, ha x243y2=0,

[£0,0), ill. 0, 0) értékét a 10. példahoz hasonléan a definicié alapjan
szamolhatjuk.]

Azt, hogy f, f1, f; az origbban folytonos, egyszerfien igazolhatjuk po-
larkoordinatikra valo attéréssel,
Ekkor ugyanis :

Bt yrer?

a szamlaloban viszont » magasabb hatvinya szerepel, tehat a hatarérték
valoéban nulla.

A definici6 szerint:

" . A0, 4y)—£(0, 0)
fxy(o, 0) = ]l;n Ay =

(Ay ———0_(Ay)—+o] ~0
I

0+ (Ay)2
0 dy

=-—1,
Hasonlc’)képpén
f;;(O, 0O=1.
A vegyes masodrendii parcialisok értékei tehat az origoban kiilénbozoek.

Ennek oka az, hogy nem teljesiilnek a tétel elégséges feltételei: a masodik
parcidlis derivaltak nem folytonosak az origdban, ugyanis

-39 = 20 3% | 12022+ ) — 163D
fo= (2+y2)2 ‘ Grey?R
xy

ha x2-} 320

-1, bhax24+32=0.
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Itt is polarkoordinatakra ttérve: a szamlalo megjeldlt tagja +° szerint, a
nevezd r® szerint tart nulldhoz, igy Fay ” nem korlatos.

16. Igazolja, hogy az

fitoy)arctg  XER,YER()
fiiggvény kielégiti az
Lt fy=0
parcidlis differencidlegyenletet! (Sikbeli Laplace-egyenlet.)
"E fiiggvény elsﬁrehdﬁ parcialis derivaltjait a 14. feladatban mAr meg-

hatdroztuk.
A tiszta masodrendi parcidlisok:

2xy s 2xy
(x2+y2)2 ’ yy (x2+y2)2 )
Tehat f valdban kielégiti az
fex +f;'y =0
egyenletet.

]
fxx= -

17. Igazolja, hogy az

1 3 0
1 (%, p, 2)— (x, y, 2)€R\{0, 0, 0}
f ]/x2+y2+22

fiiggvény kielégiti az

ety H1=0
parcialis differencidlegyenletet (Laplace-egyenlet).

_8
fi= —% (2 +y2+22) 22x,

5 -2
| f;;;(-—-l-][-—%] (+y*+22) 2 4x2-% A4y B
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3x2 (x2+y2+ 22)

(x2+y‘°'~l~zz)2

Mivel f szimmetrikus a hirom valtozojaban £, és f;, hasonl6 alaki.
Osszegezve a tiszta masodrendi parmélmokat :

3x2— (x4 y2+ 22+ 3y? (xz-f-y2+zz)+3z2 (x2+y2+22)

( x2 + y2 -+ 22)2
fgy f valoban kielégiti az egyenletet.

18. Igazolja, hogy az
£ (x, Dy>A sin o [z—%] (x, )€ R?
fiiggvény (4, o, ¢ allandok) eleget tesz az
=11
parcidlis differencidlegyenletnek (hullimegyenlet)!

ed(-2)m).

x
[} =Awcos @ [t—-—] R

c

o) . x
f;,x= —A (—c'] S @ [f—-c—] ’

14 . X
fy=—Aw?sinw [t——] .

4

Megjegyzés : Konnyen belathatd, hogy barmilyen kétszer differencial-
hat6 f fiiggvény, amelyre tetszbleges f(x, )€ R? esetén teljesiil az f(x, )=

=g [t—-i] egyenl8ség, eleget tesz a hullimegyenletnek.
C

19. Hatarozza meg az f,; fiiggvényt, ha

Xzy

f: (JC, ) 2 Z)"’exyz (x’ Yy, Z) € R3,
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Mivel a fiiggvény is és parcialis derivaltjai is folytonosak, igy a deri-
vélas sorrendje tetszlleges

fi=eyz,
fey=eVxyzt+&Viz= e (xyz*+2),
Fip =V xy(xy2?+ 2)+ €V 2xyz 4 1) =%y 2+ Ixpz+1).

Megjegyzés : Varhatod, hogy fyy; szimmetrikus hirom valtozbjaban,
hiszen fis ilyen tulajdonsagt volt.

20. Hatarozza meg a
ontf
oxT oy

derivalt fiiggvényt, ha

[0 »)(x—ay(y—by*  (x,»)ER2

Mivel fis és parcialisai is folytonosak, igy a derivalas sorrendje tet-
szbleges.

—’2}—‘=m(x—a)’"“ Yy —by,
ox

L ——
3m+nf B 3m+nf

I XTI

=minl.

. ¥
21. Hatirozza meg a ey filggvényt, ha
f:(x,y)=x*siny+ytcosx  (x,y)ER?
34
oyt
és mivel sin y y szerinti negyedik derivaitja Gnmaga,
%
Ox9y?

=x%gin y+4!cos x,

=41 (sin y+cos x).
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22. Igazolja, hogy az

x2

e %%  xcR, t¢RH\{0}

filx, )~

2aymt
fliggvény, ahol a0 4llando, kielégiti az

Pfi=t!

parcidlis differencidlegyenletet (linedris hdvezetés egyenlete)!

xZ
fm— = (),
2a'/; da-t

x? N2 X%
PR
B Vot 4a% 402t

2al nt
_.x2 o] .
:-.l 1 e datt ’ _l .
@ 2V 4a%2 2
3 x2 —x2 2
(A
2a) nt 2 2a]/nt 4ot

X2 2
Sl
1 4 212 .
2aq) nt 2 a
Tehat az ffiiggvény valoban kielégiti a linearis hdvezetés differencialegyen-
letét.

2. Teljes differencial. Hibaszamitas

A parcialis derivaliak a fiiggvény megvaltozésit csak a fe-
lilletb8l az y, ill. x tengelyre merSleges sikokkal kimetszett sik-
gorbék mentén jellemezték. E specialis sikgorbék esetében az
egyik valtozé rogzitett érték volt. Ahhoz, hogy a fiiggvény meg-
valtozasat tetszGleges iranyban vizsgalhassuk, definidlni kell a
differencidlhatosig és a teljes differencidl fogalmat.
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Tekintsiik az f: D/~ R D,C R? kétvaltozos fiiggvényt !
Legyen a Py(x,, ¥o)€D; pont a D, torlédisi pontja,
P(xo+ Ax, yo+ Ay)e Dyegy Py-t6l kiilonbdz8 pont, és

Af=f(xo-+ Ax, yo-+ Ap)—f (x5, Yo)

jelolje a fiiggvény megvaltozasat.

Az f fiiggvényt a P, pontban fotdlisan di ﬁ‘erenczalhatonak
nevezziik, ha léteznek olyan A4,, A4, valés szdmok, amelyekre

Af—Alx—-Azy
Vs

ha a nevezd nulldhoz tart.
Tehat, ha f differencialhaté a Py pontban, akkor

Af= A dx+ A, Ay + e(dx, Ay)Y (4x)*+ (M),

abol &(4x; Ay) nulldhoz tart, ha a P ponttal Py-hoz kozele-
diink; igy fa P, kornyezetében egy lineéris fiiggvénnyel koze-
lithetd.

A P, pontbeli totalis differencidlhatosagb6l mar kovetke-
zik a parcléhs differencialhdnyadosok létezése a Py-ban, és az

A=fi(xp ¥o) 1ll. Ay=F,(xq, yo) is fennéll. A parcidlis de-
rivaltak létezése a P, pontban azonban nem elégséges feltétele
a totalis differencidlhatésignak. Elégséges — de nem sziiksé-
ges — feltétele viszont a parcidlis deriviltak folytonossaga az
adott pontban.

A P, pontbeli differencialhatosig egyben azt jelenti, hogy
a z=f(x, y) feliiletnek az (x,, ¥q, 2o) pontban létezik érintdsikja.
E kérdéssel bGvebben a IV.3. szakaszban foglalkozunk.

A 26. 4bran az f feliilethez a P, pontban hizhaté érintési-
kot lathatjuk, amelyet az x=2x,, ill. y=y, sikok altal a feliilet-
bé1 kimetszett sikgorbék érint8i hatiroznak meg.

Mivel ezek irdnytangensét a Py-beli parcidlis derivaltak ad-
jak, igy az abra jelolései szerint :

a=1,(xo; yo)4x,
b=f,(xo; yo)dy
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26. abra
és »
Af=f(P)—f(Po)~a+b=f[xq3 yo)4x + (%03 yo)dy.

Természetesen a kozelités annél pontosabb, minél kisebb a PP,
tavolsag:

PPy=Y(dx)*+(dy)~

Az egyvaltozés fiiggvények differencidljdnak megfelelGen defi-
nidljuk a kétvaltozos fiiggvény Py-beli teljes differencialjat.
Haa

g: x»g(x) xER
fiiggvény differencidlhat6 az x, helyen, akkor differencidlja :
dg=g'(xo)dx.

E fogalmat 4altalanositva:

Ha f'a P, pontban differencidlhatd, akkor Py-beli teljes dif-
ferencialja
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df=f%o Yo) A%+ f(X0» y0) AP,
azaz f-nek P, pontbeli érintSsikjaig valo megvaltozasa.
Tekintve, hogy az
f=x  (xy)ER?
fiiggvény esetén
df=dx= Ax,
fgy a teljes differencidl szokasos alakja:

df=1(xps ¥o) dx+£(X0 ¥o) dy.
Ha fa T< D,tartomdny minden pontjaban d_ifferenc‘ifil‘haté, ak-
kor T-ben differencidlhaténak nevezziik, és differencidlja a

af : (x, p)~frdx+fydy (%, ))€T

fiiggvény. o
Hasonléan értelmezhet hirom-, ill. tobbvaltozds fiiggveé-

nyek differencialhatésiga is. ) o
Sok esetben sziikséges a kovetkezd kérdés eldontése : Tel-

jes differenciél-e a
Of=p dx+q dy

kifejezés, ahol p és g egy T R? tartomanyban differencialhato
fiiggvények. (A 8-val jelezziik, hogy ez nem biztos.)
Annak feltétele, hogy 8f teljes differenciél legyen, az, hogy

Pi=4,
teljesiiljon T’ minden pontjaban. Ugyanis, ha teljes differencial,
akkor

fi=p &  fi=4
igy a vegyes parcidlis derivéltak egyenlGségébdl:

Pt __
Py=Jx= yx“qx

kovetkezik.
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A teljes differencial lényeges alkalmazisi terilete a hiba-
Szamitds :

Minden mérés elvégzése egy névleges értéket ad (legyen ez
x), meghatdrozott hibakorlittal (legyen ez Ax). A mért mennyi-
ség valodi értéke tehdt az [x— dx; x+ 4x] intervallumba esik.

Elnevezések :

Ax abszolat hiba (korl4t),

x#0 esetén % relativ hiba (korlat),

f‘;f. . 100 sz4zalékos hiba.

x, y mért értékeibsl valamilyen f kétvaltozods fiiggvény értékét
hatirozzuk meg. Mivel x és y nem pontos, igy f(x, y) sem lesz
az. Ha f totdlisan differencialhaté az (x, y) helyen, akkor ab-
szolit hibaja (hibakorlatja):

Af=|x, ) Ax|+ | f(x, ») Ayl

(Megjegyzés : feltételezziik, hogy nem mind a két parcialis
derivélt értéke nulla. Ekkor ugyanis 4f=0 adédna, ami hiba-
korlatra lehetetlen. Ezzel az esettel a III.5. szakaszban foglal-
kozunk.)

Az 6rokiott hiba meghatarozasinil gyakran hasznélhatok
a kovetkez8 szabalyok :

1. Osszeg és kiilonbség hib4ja egyenl§ a tagok hibdjdnak
Osszegével

A(fLg)=Af+ 4g.

2. Szorzat és hianyados relativ hib4ja a tényezdk relativ hi-
béinak dsszegével egyenld (ha ezek 1éteznek):

A(fz) _ Af + Ag

£ f g’
g
g
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3. Hatvény relativ hibaja az alap relativ hibéjanak és a ki-

tevének a szorzata:

Af_ A

e (a €R).
T )
- Gyakorlo feladatok

1. Igazolja, hogy az

XYy
f: (xs y)"'"’ x2+y2 ’
0, ha x2+y?=0,

fiiggvény folytonos az origoban, léteznek.a'parciélis derivaltak,
de a fiiggvény nem differencidlhaté az origdban !

ha x24+y?#0,
(x, »)ER?

a) A folytonossagot polarkoordinatak segitségével kdnnyen belathat-
juk:
. PcosZpsing
lim T3 lim 5
©,0 *1T¥ o0 r

=0=/(0, 0).

b)
f(4%,0)~£(0,0) _
Ax

£(0, 0)=lim 0,
0

hiszen a szimlalé mindkét tagja nulla.
Hasonloan

£40,0)=0,

2xy3
£l ey (24 yH2’
0, ha x2+y*=0

2 2 0
ha x<+y~# G, y)ERz.

Az a) alatti modszerrel kbnnyen igazolhato, hogy fi nem folytonos az ori-
goban. o
¢) Vizsgaljuk meg, hogy differenciélhato-e az origdban!
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i 4% )10, 0~£(0, 00dx—£,0, 04yl _

©.0 V(d0)2+(4y)?
(4x)*4y l
2 2
- lim (4x)*+(4y)

@0 V(2o +(ay?

Szintén polarkoordinatakra attérve, a kovetkezd hatarértéket kell vizsgil-
nunk :

r3 Isin @ cos? @]
1m - .
#esg P (sin? p+cos? @)

=lim |sin ¢ cos? gl.
r—+Q

Ez a hatarérték viszont nem létezik, mivel @ értékétol nem fiiggetlen.
Tehat a fiiggvény nem differencidlhatb az origbban,

2. Igazolja, hogy az

XY, ha xy raciondlis
fi(x J’)'-’{ 4 Y (x, y)ER?

0, ha xy irracionalis

fuggvény differencidlhato az origdban!

a) A fiiggvény folytonos az origbban, mivel
if1=1xyl,
xy hatarértéke viszont itt nulla.

b) A parxciilis derivaltak értéke az origdban nulla, mivel mindkét ten-
gelyen azonosan nulla a fiiggvény értéke :

740, 0=£,(0,0)=0.
¢) A differencidlhatdsighoz a

. [AxAdy|
llm ——— et £ 0
©.0 Y (d0P+(dyP

egyenlOség teljestilése sziikséges. .
Ennek teljesiilése polarkoordinatakra valo attéréssel azonnal lathatd. Vagy

61



mas modon:
| dx Av| - | Ax 4y _leAyl

Vi @y Y@ree |

ez utébbi viszont az origbban nullahoz tart. A fiiggvény tehat valdban dif-
ferencialbat6 az origdban.

Megjegyzés: E fiiggvény parcialis derivaltjai nem folytonosak az
origb kornyezetében (és méasutt sem).

Legyen pl. Py(x,, yo) olyan pont, melyre x; és y, racionalis (x> 0).

Ekkor
FGrot dx, yo)—f (%, ¥o) _ [¥o ha 4x racionilis

Ax XgYo
Ax

, ha 4x irracionélis,

tehét e helyen az x szerinti parcialis derivalt nem létezik.

Az origébeli differencialhatosaghoz tehat nem sziikséges feltetel, hogy

itt a parcialis derivaltak folytonosak legyenek.

3. Legyen
f10x,)-x2+3*  (x, »)ER%

Hatérozza meg a z=f(x, y) felillethez a P, (4; 3; 25) pontban
huzhat6 érint8sik egyenletét !

A fiiggvény differencialhato a P, pontban, tehat létezik érintésik.
Meg kell hataroznunk az érintSsik norméalvektorat. A 26. abra sze-
rinti két specidlis gorbe érintSinek iranyvektorai:

71(1 ; 051, ,:(xo, J’o)),

v(0;1; f;(xo, o))
Az érintosik normalvektora e két vektorra meréleges, tehat valaszthatd
ezek vektorialis szorzatanak :
i j k
n=v,Xv,=[1 0 f(xp¥p)]|-
01 f;(xo, Yo
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A determinéns értékét meghatarozva:
n —f(%p 70); — £ (%0505 1)
esetiinkben n(—8; —6; 1), az érint6sik egyenlete tehat:

—8(x—4)—6(y—3)+z—-25=0,
azaz

8x+6y—z=15.
4. Hatirozza meg az
%2
[ y)»; x€RAy€ R\{0}

fiiggvény esetén a lehetséges megvaltozdsok pontos értékeit, ha
Xo=yo=100 &  Adx=dy=1.

Hatarozza meg Af kozelits értékét teljes differenciallal is, majd

hasonlitsa 6ssze a kapott eredményeket ! :
a) A lehetséges megvaltozasok :

FQ01; 101)—£(100; 100)= 1,

S(99;99)—£(100; 100)=—1,
S(101; 99)—£(100; 100)= 3,04,
£(99; 101)—f(100; 100)= —2,96.

A maximalis érték tehat:
Af=3,04x3,
b) Differenciilassal megkeresve f hibakorlatjat :
Af=1f(xg: Y AX] + 1 (o, o) Ayl =

[rabiF ol

tehat lathatd, hogy a két modon szamitott érték igen jo kozelitéssel egybe-
esik.
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Megjegyzés: A Af értékét miveletek hibaira vonatkozo szabalyok
alapjan is meghatarozhatjuk :

=TT T =0,03,
f x y
tehat Af=f(xg ¥o) - 0,03=3.

5. Egy anyag torésmutatdjat az

sin o« wy . k2
n—m OLG(O, ?) :ﬁé(os 2)

Isszefiiggésbdl szamoljuk.
Hat4rozza meg n névleges értékét és hib4jat, ha a mért
adatok :
T

a=, ‘8;_471 , 6s a mérés pontossidga mindkét szog esetén
0,01 (radidn)!

A névleges érték:

a hibakorlat:
An=|f1(a, B)Act| + Tfé(% £ A8l=
__cos 60° sin 60° cos 45°
" sin 45° sin2 45°

481=0,019,

1 értékébb] tehat maximalisan hérom tizedesjegyet érdemes figyelembe
venni.
A 1orésmutatd értéke igy:

n=1,22510,019.

6. Ellenilldsok névleges értékei
R=150Q, R,=500 Q.
Mindkét érték 29 pontossigi, azaz
AR=3 Q, A4AR,=10Q.
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Hatdrozza meg soros, ill. pirhuzamos kapcsoldsok esetén az
ereds relativ hib4jat!
@) Soros kapesolas esetén a névleges érték ;
R;=R;+R,=650 Q.
Mivel 0sszeg hibaja a tagok hibainak Osszegével egyenld, igy :
AR=13 Q,
a relativ hiba pedig:

25 o0,
R

tehit az eredd cllenallas ugyancsak 2%/ pontossagi.
~ b) Parhuzamos kapcsolas esetén :

BB saa
%o Ry+R, T

AR =g, (Ry, R)AR |+ | fz,(Ryy R)AR,| =
- Rz(Rl"l'Rz)—'Rle A RI(RI—I- Rz)— Rj

R,
ARy,
(R;+ Ry)? TN R

rendezve:

R2AR,+ RAAR
Rpm._.%.__l__sz_=2,3 0.
(R1+R2)

A relativ hiba
AR
p
—==0,02,
R,

tehat az eredd ellenallas most is 2%, pontossagi. Lassuk be altalanosan is,
hogy ez nem véletleniil egyezik meg az dsszetevék pontossigaval !
Alakitsuk at a ARp-re kapott alakot!

r2r, 2R +R%R ARy
2 2 24 1142
(R(+ R,)? (R + Ry)? ’
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ha
ARy 4R,

Ry Ry
tehat R, és R, azonos pontossagl, akkor e koz0s tényez6t kiemelve :
4R, RyR{(Ry+Ry) 4R

AR == = .
P Rl (R2+R1)2 Rl Rp -

fgy
4R, AR
R, R,

Azonos pontossagli elemekbdl tehét soros, ill. parhuzamos kapcsolasokkal
ugyanakkora pontossigu ereddt kapunk.

7. Megmérjiik egy derékszogti hdromszog befogoit :

a=80 m,
b=60m;

a mérés pontossiga mindkét befogd esetén 1 m. Hatdrozza meg

az 4tfogd és a haromszog egyik hegyesszogének abszohit, ill.

relativ hib4jat ! (Feltéve, hogy a derékszdg pontosan 90°.)
c=Ya2+b>  acR*, bERT,

Ac=|c(a, b)Aal+|cy(a, b)Ab|=

b
L P — Ab=14m,
Y a2+ b2 Va2 +b?
Yald
—=0,014.

c
Megjegyzés : Ugyanezt kapjuk, ha a
c2=a?+b?

implicit fiaggvény (1. IIL.4.) differencialjat képezziik :
2cAc=2ada+2bA4b,
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ebbdl
1
AC:E (ada+bAb)=1,4 m,
ami az elézdvel megegyezik,

a=arctg§ atRY, bc R,

Ae={u (a, b)dal +|a(a, b)db|=

1 1 a
= - da+ 2

Ab] =0,014
3 U149,
1 b b

B2

Ao

——=0,0151.
o

Megjegyzés :
a
Atgo=-—
b
implicit fligevény differencidljat képezve :

1
cos- a b

4
Aazcosza[—a+ aAb]= 1 ﬁ‘.’;.,.a‘db -
b b 1+tg2a L & B2

_ 1 [Aa+aAb
b b2 ]

a
b2

+ 4b

b2

Az eredmény tehét az elézdvel megegyezik,

8. Matematikai inga hosszit és lengésidejét méréssel 4lla-

pitjuk meg. A mért adatokbdl sziamoljuk ki évl .
és hibakorl4tjat ! J g névleges értékét
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Az adatok:
T=1s AT=5. 10—4 5,
I=O,99 m Al = 10—3 m.
Mivel
‘/ 1
T==nll -,
g

7l 2
g=-ﬁﬂg’77 m/s 2

g relativ hib4jat a miiveletek hibaira vonatkozd dsszefiiggések segitségével
szamitjuk ki:

-3
dg_24T 48 10 o107,
g’ T l 0;

ahonnan

Ag=9,71(2 - 10-%)=1,95 - 10~3~:0,02 m/s?,

tehat g értékét 2%, pontossaggal tudjuk megillapitani.

9. Hatarozza meg az

3
= ics (x,y,2)ER*3
VyVz
fiiggvény relativ hibajat, ha
—Al: 0,02 —A—Jis 0,04; —A-z—= 0,03.
X ¥ z

Melyik véltozé pontosabb mérése csokkentené lényegesen u re-
lativ hibajat?

A miiveletek hibaira vonatkozo dsszefiiggések alapjan:
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Au
—=0,09.

u

Au )
— alakjabol latszik, hogy x relativ hibajanak csdkkentésével érhetd el
i

du ) N
- lényeges csdkkenése.

10. Téglatest éleit méréssel allapitjuk meg.
A mért értékek :

a=50 cm; b=30 cm; c=40 cm.
Az adatok hibakorlatai :
a=1cm; b=0,5 cm; ¢=0,5 cm.

Hatérozza meg a felszin és a térfogat hibakorl4tjat!

A névleges értékek:

A=2ab+2ac+2bc=9400 cm?,
V=abe==60 000 cm?,

A felszin abszolit hibaja

04 04 04
dA=|—Ada|+| — Ab |+ | —=— dc|=
oa a_ ob ! dc ¢
=2+ o)da+ 2(a+ ) b+ 2(a+ b)de,
A4=310 cm?,
tehat
44 310
—=—=0,033=3,3%.
A 9400 0.033=3,5%

A térfogat esetében célszeriibb el8szor a relativ hibat meghatarozni:

4V da 4b A :
V a b ¢

Innen az abszolit hiba értéke:

V=¥-.0,049=2940 cm?>.
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11. Egy henger sugara &s magassiga:
M=20cm, R=15cm.

Mennyivel csokkentsiik a henger sugarat, hogy a felszine lehe-
tleg ne valtozzék, ha a magassiga AM=1 cm-rel ndvekszik?

A=2R2n+2RnM,

Ad=Ay(R, M)AR+ A} /(R, M)AM =
=(4Rn+2aM)AR+ 2R7AM.
A feladat feltételei miatt A4 =0, amibdl kivetkezik, hogy

(A felszin nem pontosan egyezik meg az eredetivel, de valtozasa M és R val-
tozasinil jéval kisebb.)

12. Tekintsiik a kévetkez8 differencidlhato fiiggvényt :
i,=i,(U, Up,) U,6R?, U, £R*,

Hogyan viltoztassuk U, véltozdsitol fiiggden U, értékét, hogy
i, valtozatlan maradjon?

(A feladatban a tridda racsfesziiltsége, anodfesziilisége, anddirama
valtozasai kozdtii osszefiiggést keressiik.)

i {
Ai":_a% AUQ+§§; AU,=0.
Ezt atalakitva (feltéve, hogy AUg;ﬁO)
di, . di, AUa%_ di, ] ou,
U, ouU, AU, 93U, 93U’
Megjegyzés : Bz az Un. Barkhausen-egyenlet. A parcidlis deriviltak
fizikai tartalma:
8,
au,
Athatas,

5
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2, 1

aUa_Fb

*

ahol ry, a belsd ellenallas,

=t

erosités,

13. Teljes differencidl-e az alsbbi kifejezés ?

siny  siny
Of=(3x% * —xe *jsiny)dx+
siny ‘

+x% * cosydy  x&R\{0}, y€R.
akkor és csak akkor teljes differencial, ha
P=0,  Y(x,3)€DpND,
esetén, feltéve, hogy P, s Q| léteznek.
A feladatban

siny
P=e * 3x2—xsin v),

siny
Q=x% * cosy.

siny siny siny
Plmex S8V 30 g x = .
= —-x——(Sx —xsiny)—e * xcosy=e * (2x-siny) cosy,

—sin y]
cos y=

siny siny
, siny
0.=2xe * cosy+xe * [

siny
=e * (2x—sin ) cos v,

azaz az értelmezési tartominy minden pontjiban Pi=0y, tehat a kifejezés
teljes differencial.
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Megjegyzés : Az f fiiggvény meghatarozisaval a VILI1-ben foglalko-
zunk.

14. Teljes differencidl-¢ az alabbi kifejezés :

8f=(2x sin y—6x) dx+(x2sin y+x+6)dy  (x, p)E R*?

E feladatnal
P=2xsin y—6x,
Q=x?siny+x+6.
P=2xcos y; Q,=2xsin y.
Tehat
P=0Q,
ezért nem teljes differencial.
15. Hatdrozza meg a
¢:y—p(y)  yER
fiiggvényt Ggy, hogy a
df=q(y)sin y & ~*(2x—1) dx+ 2p(y)e*’ ~*cos y dy
(x, »)ER?
teljes differencidl legyen!

P=g(3)sin ye* 2x—1),
Q=2p(3)¢" "*cos y,
P= @’ ()" "X 2x— 1) sin y+ g()(2x— e cos y,
Q! =2¢(»)e* " (2x~1) cos y.
A P! =0’ egyenlbség mindkét oldalat osztjuk e"z”";é()-val, és rendezziik a
¥y X
kifejezést, igy azt kapjuk, hogy
@'(») sin p(2x—1)=g(y) cos y(2x—1).

1
(Mivel a két oldal azonosan egyenld, tehat nemcsak x:E esetén) ;
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#’(y) sin y=@(y) cos y.
Feltételezve, hogy
o(»)=0,

és
sin y=0,
') _Ccosy

@(») siny’
azaz.:

Inlp()=Inlsinyl=Inc  c€R*,
Tehat:
@:y—csiny  yER,

amelyrdl helyettesitéssel 1athato, hogy y=km esetén is megoldasa az egyen-
letnek.
Megjesvzés : A kapott kifejezés az

f=csin?ye” % (x, y)ER?
fiiggvény teljes differencialja, ugyanis helyettesités utan

df=c sin? yexz_x(Zx— 1) dx+ 2¢ sin y cos yexz—x dy.

16. Hatarozza meg a
@ : x—>p(x) x€ER
fiiggvényt tigy, hogy
2
6g: — xy<p(x) dx+ (p(x) dx (__x, y)ER+2
1+ye* 1+ye*
teljes differencial legyen !

A feladatban
TR )
1+ye* 1+ ye"2

73



Ahhoz, hogy J¢ teljes differencial legyen, a PJ’,=QJ'c azonossagnak kell tel-
jesiilnie D, minden pontjaban;
, (+ye)—ye?®  2xp(x)
P =2xp(x) " = .
(42 (149672

B go’(x)(l +ye* ) (p(x)z;\:ye"2
1+ ye"z)2
A kettd egyenlBségébil:

28

<p’(x)(1 + yex2)= cp(x)nye"z-I- 2xp(x) =2x¢p(x}(1 + ye"z}
adodik, amib6l
P _ »
P(x)
€s igy
In |@(x)|=x*+Inc
kovetkezik. Vagyis:

@: x> p(x)=ce® x€R,
amelyet az eredeti feladatba helyettesitve a

2xyee® x?
s N -dy (%, )ER?

dg -
1+ yech 1+ ye*

kifejezést kapjuk, ami a
g=c1n(l+yex2) (x, y)ERT?2

fiiggvény teljes differenciilja.

3. A tobbvaltozos dsszetett fiiggvények derivaldsa

Tobbvaltozos fiiggvények korében az Osszetett fiiggvény
el§éllitasara tobbféle lehetSség nyilik. ElGszor az altalanos ese-
tet definidljuk, itt vizsgiljuk a differencidlhatésagot, majd kii-
16n-kiilon targyalunk néhdny specidlis esetet.
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a) Adott n szimu m-valtozos fiiggvény, értelmezési tarto-
manyaik kdzos részét jeldlje D R™:

p,:D->R i=1,...,n,
tovabba egy
f:D~R DR

n-valtozoés fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya minden
P(xy, ..., X,)¢ Desetén tartalmazza a Q(@,(P), po(P); - . .. P(P))
pontokat. Ekkor ¢értelmezhetd a

g:fo((Pla RRT ‘Pn) : (xl’ vees xm)'—"
'—’f(‘pl(xb MR ] m)! LR q)n(xh ey m))

osszetett fuggvény, amelynek értelmezési tartomdnya DC R,
Tovabb4a, ha a ¢,(i=1, ..., n) figgvények totdlisan differen-
cidlhatok egy Py(xy, - - -, X,,)€ D pontban, akkor az eldz6ekben
€rtelmezett g is totdlisan differencialhaté a P pontban, €s par-
cialis derivaltjai :

g | _ L of

dx lp 5 Oy,

op;
— k=1,...,m.
ank‘P

Megjegyzés : a mondott feltételek g differencidlhatésdgdnak
elégséges, de nem sziikséges feltételei. Nézziink néhdny specid-
lis esetet !

b) Legyen

f: DR, D, R egyvaltozos,

¢ :D-R, DC R? pedig kétvaltozés fiiggvény.

Ekkor, ha D, tartalmazza a ¢(x,y) pontokat minden

(x, )€ D esetén, és teljesiilnek a differencidlhatésigra vonatko-
z6 a)-ban tett kikotések, akkor:

dg=d(fop)=(x,y)~(fop)dp  (x,»)eD.

¢) Legyenek

p;:D~R DR i=1, 2 egyvaltozés,
f:D~R D, R?pedig kétviltozés fiiggvények.
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yi

27. abra
Ha az a)-beli kikotések teljesiilnek :
\
dglro2 d(fo (15 ‘Pz))| o=
=flp1(t)s p2(10) )o'y(t) dt -+

+1(pi(te); pt))ete) dt 1€ D.
d) Legyenck
¢,:D>R DcR  i=1,2

és :
f:D/~R Dy R?kétvaltozos fiiggvények.

Az a)-beli feltételek teljesiilése esetén :

g=fo(p,, p,) : D—R kétviltozos fiiggvény differencidlhato
és:

dg= _08 - du+—=> og do (4, 0)ED.

ou ov
A parcialis derivaltak :
Og | _of | oy l LU 97 l

3’4 P 335 Bu
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ahol P(u, v)€D és Q(py(u, v); @1, v))€D;. (Hasonléan irhatd
fel a v szerinti parciélis derivalt is.)
e) Vizsgaljuk meg c) egy specialis esetét! Legyen adott az

f:D—~R D/ =R?
kétvaltozds fiiggvény €s egy rogzitett Py(xo, ¥o)€ D, pont, tovab-
ba legyen

X:t>xy3-tcosa tER,

Yit—>yot+tsina IER,
azaz haladjunk a rogzitett P, pontbdl egy egyenes mentén, és
vizsgaljuk f viltozasi sebességét! (A ¢ paraméter abszolit érté-
ke a PP, tavolsag.) (27. abra)

Ha létezik a

g=fo(x,y): R~R
filggvény ¢ szerinti derivaltja, akkor ezt az f fiiggvény P, pont-
beli irdnymenti derivdltjdnak nevezziik :

d , , .
d_{ » =f(Xos ¥0) cOS &+ f1(%0s Vo) sin .

% , 111 g{ jelolés is hasznaila-
tos, amellyel azt hangstalyozzuk, hogy a derivalast az e vektor
iranyiban végezziik. Ha f differencidlhatd a P, pontban, akkor
az irAnymenti derivalt tetszGleges « érték mellett 1étezik. A P,

Azirdnymenti derivalt jelGlésére a

pontbeli parcialis derivaltak specidlisan az «=0, ill. m:%z irdny-

hoz tartozd iranymenti derivaltak, ezek létezéséhez nem sziiksé-
ges az f Py-beli differencialbhatdsiga.

Gyakorlé feladatok

1. Legyen
fiu—~Yu  ucR¥

4

cS
p:(x, p)-x2+yr  (x, y)ERL
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Hatirozza meg a g=fog fiiggvény teljes differenciljat !

1
dg=(f"o p) d@\, n=———"2xdx+2ydy) (x,DER?{{(0,0)}.
N e

2. Legyen

f1(6)»¥¥+y?—6x (X, p)ER?
és
@,:t—~3cht teR
@y t—>Ssht t1€R;

hatérozza meg a g=fo(p;, p,) fiiggvény derivaltjat!

dg
E;;_f;o (915 ng)‘P{’f‘f_‘V’O (91 92) ‘Pz'=

=(3(3ch)®>—6)3shr+2(5sh ) -5chi=
=(27ch?¢t—6)3sht+50sh¢che=
=sh #(81 ch? - 50 ch ¢— 18).

Hatarozzuk meg g’ értékét mas Gton is! A helyettesitést elvégezve

git>27ehd1+25sh?7—18cht  (€R,
gyt+>81 ch? tsh 2450 sh tch t—18 sh t=
=gh #(81 ch? 450 ch ¢—18),

ami az elozdvel megepyezik,
Megjegyzés: A kapott eredmény 7gy értelmezhetd, hogy vizsgaljuk

fvaltozasi sebességét az

x2 y2

9 25
hiperbolan elmozdulva.

3. Hatarozza meg g derivaltjat, ha

x
fi(x,p)=x%>  x€R,yER\{0},
@, p>In(1+1Y)  t€R,
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@, (24 1)3 tER,

g=fo(p1, p2)-

Mivel @,(¥)>0 minden # esetén, és f, ¢y, p, az értelmezési tartoma-
nyaik minden pontjaban differencialhat6k, igy g is differenciélhatd minden
tER esetén:

g’ =110(9y, PIPLHS0(P1 PP

x X1 x x
fr=2xe¥+x%¥ —=xe¥ [2+—] ,
¥y ¥y

X x3 X
L —X - _ -
e

3
, A

Py= @y=3(2+1)22¢,

14147
A g’ képletébe helyettesitve kapjuk, hogy

In(1+£%) " 3

3 In(1-+2%)Y 4r
g'=e(+r) In (144 [2+——— e
) (1+223 J 1+

3 In(l+29
I (+rY e Gt(t H)
(+2)P

Megjegyzés : Ha elvégezziik a helyettesitést és a kapott fiiggvényt kiz-
vetlentil derivéaljuk ¢ szerint, természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk.

4. Legyen
; 1, ha ¢ racionalis
P t»{_ 1 hatirracionalis <%
tovabba
2x2p2
B h 4 4_2()
PO = I e 2
1, ha x4+y4=0 (x, ¥)ER
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Hatarozza meg g’(0) értékét, ha
g=fo(p, P2)-

@, €s @, schol sem folytonosak, f az origdbban nem folytonos, igy a differen-
cialhatdsagra kimondott elégséges feltételek nem teljesiilnek. g’(0) 1étezése
egyben azt mutatja, hogy ezek a feltételek nem sziikségesek.

Ha a helyettesitést elvégezziik, akkor azt kapjuk, hogy

g1 teR,

amelynek derivaltja azonosan nulla, tehat g’(0)=0.

5. Hatdrozza meg g parcialis derivaltjait, ha

g=fo(p1, P2)s

ahol:
fi(x, pyoxpext? (x, y)ER?,
@, : (u, v)—~tg (u2+0?),
(u, ©)E R\ {(1, v) | cos (u*+0v%)=0},
@,:(u,v)~usinv (4, b)ER™L

33__3f.3‘P1L_3£.3‘P2___

u ox ou  dy du
" 2u
= (yex YA+ X xm g,y tpz)cosz (2 + v2) +

H (XA D) gy ym ) SR 2=

2u

___usinv-Ftg (¥4 v?) 21+ B u sin v ———5—5+
=e {[1 g @+ cos? (u2+v2)

+sin o(1--u sin ) tg (W2 u2)} .

Hasonloéan a v szerinti parcidlis derivait:
% _o om O 0w

v 9x dy v
2v

=(}’ex+y(1 +x)lx=w.y=wz) cos? (@2 + ) +
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F (% (1Y) g, yom g JH €OS 0=

— (P4 businn [ oy 2, .2 . v
=g +tg (=4 v) e sin v —p——0nn
{[ 8 ( )l cos? (2 + v2)

+{1+u sin o1 tg 42+ v?)u cos v} .

(Ugyanerre az eredményre juthattunk volna a helyettesités elvégzése utin
kapott filggvény u, ill. » szerinti derivalasaval is.)

6. Igazolja, hogy ha a
g : R—R fiiggvény differenciilhaté, akkor:
yh,=xh,

ahol h=g(x*+y?)  (x,y)ER2
Az Osszetett fliggvény differencialasi szabalya szerint :
H=2xg"(u),

H,=2yg’(u),

igy a h fiiggvény valéban eleget tesz a felirt parcialis differencialegyenlet-
nek.

Megjegyzés: Az f: x—~f(x) x¢ Dyfiiggvény grafikonjanak z=f(x)-nek
z tengely koriili forgatisakor keletkez3 feliilet a z=#(x2+ y2) fiiggvény gra-
fikonja.

7. Igazolja, hogy ha g, és g, differencidlhaté egyviltozods
fliggvények, akkor

Bl — 2k, +hl,=0,
ahol h=xg,(x+y)+rg.,(x—y)  (x,y)ER>
B=g,+xg{+ 53,
hr =2g1+xg| +yg2,
h,=xg\+ 8+ ¥g3
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hy,=xgy +2g>+ 5,
h;y=g'1+ xg{ +g5+yes.
Behelyettesitve a parcialis differencialegyenletbe :
(2g}+xg{ +yes)— Agi+&r+ xey +yea)+
+ (xg] + g5 +2g5)=0,
tehat A-ra valdban teljesiil az egvenlet,
8. Fejezziik ki az
f D f—" R .ch: R2
fiiggvény parcidlis derivaltjait polarkoordinatdkkal!

A polartranszformacid egyenletrendszere :

n 3w
X=rCOS p reRY, tpE[—" ;__._] s

2 2
y=rsin g,
r=¥x2+32  (x,»)ER?{0;0},
arctg X , ha x=0
x
y
arctg =+ 7, ha x<0
X
P=\m '
=, ha x=0, y=0
2
s 4
5 ha x=0, y<0.

(Az origd eseién ¢-t nem érteimezziik, de azt kizartuk.)
Ertelmezziik a g fiiggvényt a kdvetkezéképpen :

n 3z
glr, @)=f(rcos ¢; rsin ¢) réRT, rpe[-—? 7)

ekkor:
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I e e

Eldszor kiilon meghatarozzuk az r és ¢ fiiggvények x, ill. y szerinti parciali-
sait

or X x

ST =—=C08
Ox ]f_—“‘x2+y2 r

or ¥y ]
So=—————="~=sing,

ox x2 ) x24+y? r
5
X
dp 1 1 x x cosg
P X 2 r g2
Y 142 X x<ty r r
x2

(Latjuk, hogy az origo kizarasa lényeges volt; az y tengely origotol kiilon-
boz8 pentjai esetén viszont parcialisaira a fenti értékeket kapjuk. Fzt kiilon
nem igazoljuk.)
Ennek alapjan:

og 1 og
fx_'é;c - '5;8111 Ps
r og .
J;,—““a**;"s Q-+ B—-COS @

9. frjuk fel a

O S
axtt g0

sikbeli Laplace-egyenlet polirkoordinatikban kifejezett alakijat !
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A megoldashoz felhasznaljuk az el6z feladat eredményeit
A g fiiggvényt a 9. feladatban mér érielmeztiik. Ezzel

Megjegyzés: Ez az atalakitas olyan parcialis differenciblegyenletek
megoldasakor hasznos, amelyekben a peremfeliételek hengerszimmetriku-
: sak.
¥ _ 9 f] o 2 (af) dp 9 [ag 05 @
ax2 ar\ax) ox op \ox)ox aror 4 10. Mely irAnyokban létezik az
L 2 sin @ cos ] 9 (Bg cos 1 % sin ] ! sin @ =
r ap 4 4 dp \ar ? r op P)yome ._%J_Q’__n ha x24 20
2 2 F106 p)-x24p27
3 g co! -+ ! % sin @ Cos 1 9% sin @ cos ’ 2 2 (x’ y ) € R?
S —_—— —— —_ —_—
=12 Phg G, SmECOSPT oo s g ces ¢ 0, ha x?4y?=0
92 oz 1 9% filggvény irdAnymenti derivéltja az origéban?
__[3 5 sin ¢ cos 9:—!——3—- sin? g+ -5-;_;sin2 P+
P r ¥
) e ? Aziranymenti derivalt definicidja alapi4n azt kell vizsgalnunk, hogy &
1% s psin (p) , milyen értékeire Iétezik az alabbi hathrérték:
r op )
. S(xg+t cos e, yoi- sin &) — f(xy, ¥g)
hasonl6an lim ; .
=0
Pf 8 (og 1 9¢ . hol xy=0, yo=0
—=— sin @+~ —-cos ¢ | sin p+ 0= Yo=U-
2 or [ ar NPT gy g’) v a A
2 (0 10 cos 2
_3__[ 2 gin qo—}-——gcosqo] ?_ i 2cosesine 1 . sin 2«
r oy r 10 12 (cos?a+ sinZa) ¢ oo 1
2
_ﬁ in? @ g 2% sinpcos g +1 g sin ¢ cos tp]-{- hatarérték csak akkor létezhet, ha
2 3;13 ¥ Btpar - e
dg 1 9% sin 2¢=0, azaz, ha a=k— k=0, =1, .
sm ¢ o8 P+—— OS2 p+— ~—cos p—
or r dp?
1 3 1 Ez azt jelenti, hogy az irdnymenti derivalit csak a tengelyek iranyaban 1éte-
— e sin @ cos tp] -. zik, ezek pedig a parciilis derivaltak. Az irAnymenti derivaltak tehat bizo-
rop r nyos iranyokra létezhetnek anéikiil, hogy a fiiggvény differencialhaté lenne
A két eredmény Osszegzésébdl
7 0 & 10¢ 11. Hatarozza meg az
—S—5=—=(cos? ¢+ sin? p)+~ —-{cos? p+sin? p)+ .
Ix? 92 3r2( 4 ?) r or ¢ v ?) [ (x, v)—~(x—y)? (x, Y)ER?
2g
2 2
+— irys e (cos @+ sin® p).

fiiggvény iranymenti derivaltjat a P, (2; 3) pontban az a=—-
Végeredményben tehat : iranyban!
> I 1 1 3
i 97 97 f e + dg 9z 1 _Bi .
x2 9y a2 r ar 12 g2

f minden pontban, igy a P, pontban is differencidibato, tehit létezik
az irAnymenti derivaltja:
84
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d ’ o
o =f{(2; 3 cos a+f,(2; 3) sina,
da |p,

df

do.

=2(—1) cos =+ (~2)(—1) sin —=}3—1.
. 3 3

12. Hatarozza meg, mely irdny esetén nulla az
[y +y =3xpt+e”  (x,p)ER?
fiiggvény iranymenti derivaltja a P, (2; 0) pontban!

Mivel faz R? minden pontjaban differencialhatd, igy a P, pontban tet-
szbleges & esetén 1étezik az iranymenti derivalt :

FU2; Oy=(3x%—3y)lp, =12,

2 0=(3y?—3x+e”)p,= —5.

Az iranymenti derivalt:
ar .
—=12cos ot— 5 sin «=0,
de

amibdl

t 12 2.4
0= 4,4,
85T

a=arctg 2,4+ knx, k=0, +1,....

13. Hatirozza meg, mely irany(ok) esetén maximalis az

€l8z6 feladatban szerepld fiiggvény P, pontbeli irdnymenti deri-
valtja!l

Az el6z6 feladatban lattuk, hogy az iranymenti derivalt a Py pont-
ban: ‘
giar12cos—5sino «€[0; 27

Ennek azon értékei esetén lehet maximuma, melyekre derivaltia nullaval
egyenld:

g(e)y=—12sin x—5 cos a=0.
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{g x= >
AT

Szélsbérték tehat az
5 .
u:arctg[—a]-{-k:m (k=1,2)

iranyokban lehet.

Valdban maximuma van g-nek, ha ezen a helyen a masodik derivalt értéke
negativ: k=2 esetén

g'=—12cosx+5sina,

5
—12-5—

’|arct _5—L2 " |aret 3 —-—-~—-——~—12 1)
] = —_—— = =—\1.
g |arctg— g" |arctg| -5 =
- T
12

5
Tehat az e=arctg [——1—2~J helyen maximum van. Ez az irdny az el6zé fel-

adatban kapott irAnyra merdleges. Azt, hogy ez ltalanosan is igaz, a gra-
diens-vektor értelmezésénél mutatjuk meg. (Megjegyzés: k=1 esetén g-nek
minimuma van.)

14. Hatarozza meg az

) 25x%y
fix, }’)"*W
fiiggvény irAnymenti derivaltjat a Py(2, 1) pontban az x4 3y=35
egyenes iranyvektora irdnyaban!

(x, MERA{(x, ) | x2+y3=0}

Az egyenes iranyvektora :
v(—3;1),

a v irAnyaba mutatd egységvektor :
3 i
€| —— Md )
[ V1o Vﬁ]
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3
tehat cos 4= ——, sin g=—o

Y10 Y10
af 2xy(x2+ ¥y —x2y2x

f o x2+h-xHy?
5B Ty SeD=s,

tehat az iranymenti derivalt értéke a P, pontban:

of .—3|81_4_21/f6

o lp, 70 }[1—0“ V10 T s
15. Hatarozza meg az

fi -2’ (x,y)CR?

fiiggvény irdnymenti derivaltjit a Py(2; 0) pontban, az a (3; 4)
vektorra merGleges irdnyokban!

Az a-ra merdleges vektorok : b(—4; 3) és ¢ (4; — 3). Egységvektoraik:

4 3 4
e, —-5- 3 , tehat cosﬂ——-g,smﬁ=—

. 4 3) tehat 4 3
—; —={, tehat cos y=—; sin p=——.
\5° 75 YIS EETS
A parcialis derivaltak értéke a P, pontban :

fU2;0=4,  f/=(2;0=4,
4

5

3

dp ip,

4
=3

dy Po

ami természetesen nem véletlen, hiszen y=m+ £ és cos (- ﬁ)——cos 5,
valamint sin (z+ £)= —sin 8.
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16. Hatarozza meg az

[ %24y (5, 0)ER?
forgasi paraboloid P, (3; 1) pontjdban az irinymenti derivalt
értékét a feliilet P, ponton athalad6 szintvonaldnak Py-beli érin-
t6je irAnyaban!!

A szintvonal az xy sikkal parhuzamos sikban fekszik, tehat érintdje is
parhuzamos az xy sikkal, igy az iranymenti derivalt értéke nulla lesz (1. a
12, feladat megjegyzését!).

Ellen6rizziik szamitassall

A szintvonal egyenlete:

x2+y2=10.
(28. abra).
Az OP, (3; 1), egy ra merdleges vektor a (—1; 3), igy az egységvektor

1 3)
el =i —|;
“\ 10’ 10

1435 D=6,

£3; D=2,
tehat az iranymenti derivalt értéke:

Y _¢ ! +2 3 0
- 10 10

amint azt vartuk.
| U
O
1 ~._\a

28, abra
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4. Implicit fiiggvények és derivalasuk

Sikgorbék megadhatdk az
F(x, y)=0

egyenlettel is.
Legyen példaul
Fi(x,p)»y—x* (x,»)ER?,

ekkor az F(x, y)=y—x?=0 egyenletet kielégits (x, y) koordina-
t4ji pontok halmaza a sikon egy parabola. Ez a parabola az

X% XER

filggvény grafikonjaval azonos.
Altaldban is érdemes vizsgalni azt a kérdést, milyen felté-
telek teljesiilése esetén létezik olyan

egyvaltozds fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy
F(x,f(x))=0  minden x€D,esetén.

Szemiléletesen : az F(x, y)=0 egyenlet annak a sikgirbének az
egyenlete, amelyet a z 1 =F(x, y) egyenletii feliiletbd] a z=0 sik
metsz ki. Természetesen megtorténhet, hogy nincs metszésvonal,
vagy tobb metszésvonal van.

Példau! a
z=x%4-y?4.25 (x, y)€ R?

feliiletnél nincs metszésvonal (hiszen zz=25). Lattuk, hogy a
z=x2—3?  (x,y)ER?

feliilet esetén a metszésvonal az y=x, ill. y= —x egyenes. Iga-
zolhatd, hogy ha F-re egy (X, yo)€ D, esetén teljesiilnek a ko-
vetkezs feltételek :

F(xg, ¥0)=0,
F az (x,, yo) kérnyezetében folytonos,
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Fy létezik és nemnulla az (x,, yo) pont egy kornyezetében,
akkor van az xg-nak olyan D, korayezete, amelyben egyetlen
olyan

x-—»f(x) X .Df
fiiggvény 1étezik, amelyre f(xg)=y, és
F(x,f(x))=0  minden x€Dyre.

Tovabb4, ha F differencidlhato a P, pontban, akkor y is diffe-
rencidfhatd az x; helyen és:

— Fi(%¢, o)
F) (%0, Yo)
Hasonldan az F(x, y, z)=0 egyenlet bizonyos esetekben egy
z :=2z(x, y) felilletet definidl, amely egy haromvaltozds fiigg-
vény szintfelilletének tekinthetd (1. I1.2.1). E kétvaltozés impli-

cit fiiggvény l8tezésére és egyértelmiiségére az eldbbihez hasonld
feltételek teljesiilése sziikséges. A parcidlis derivaltak:

Fy(xgs Yo» Zol
F;(xo, Yo ZO)

Y (x0)=

Z;(.XO, Yo)=—

__E!'z(x05 Yo ZO) .
F;(xos Yo» Zo)

Konnyii megmutatni, hogy amennyiben az implicit médon
definilt fiiggvények 1éteznek, a derivaltjaikat valdban igy kell
meghatarozni.

Vizsgaljuk meg ezt az egyvaltozds esetben !

Tegyiik fel, hogy F-re teljesiilnek az implicit fiiggvény 1éte-
zésének elégséges feltételei az (xg, ¥o) pontban, tovabba, hogy
fis differencidlhaté az x, pontban. Ekkor a kézvetett filggvény
differencialasi szabalya szerint :

Fo(x0, 7o)+ Fy(Xps Yo)f (x0)=0,
ahonnan

Z;(x o Yo)=

v F;c(x()i yO)
Xo)=—7 -
S 0= = y0)
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A parcidlis derivaltak altaldban ismét kétvaltozos fiiggvé-

nyek, igy, ha az eléz8ekben emlitett feltételek teljesiilnek, to-
vabb folytathatjuk a differencidlast, meghat4rozhatjuk y” érté-
két is.

Differenciljuk x szerint az elGbb kapott

F.+Fy'=0
egyenletet !

Fot Foy +(Fo+Fly W + Fy"=0,
a masodik derivalt;
v L 2Ey

FJ’

Hasonléan szamithatok ki kétvaltozds fiiggvény esetén is

a magasabb rendii parciilis derivaltak.

Gyakorlé feladatok

1. Hatarozza meg y’ ériékét a P, (2; 4) pontban, ha |
x¥=y*,

Legyen
F:(x,py>x>—y*  (x, y)CRTZ
A P, (2; 4) pont a gbrbe egy pontja, mivel =42 F pontban Fj#0, igy e
pont kdrnyezetében létezik egy olyan fiiggvény, amelyre F(x, y)=0.
Derivaltja :

, F; yxy;lwyxlny

F,  xInx—xy=1°

Felhasznalva, hogy x¥=y3"%,

yx¥=1 y*lny y

- ]
,_ X »* x 7
¥ Plhx x1 x | ’
——— —=Inx
x¥ bl y
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s 2—-In4

¥'(2)= 1 .
~—1In2
2

2. Allapitsa meg, milyen feltételek mellett hatiroz meg az
F(x, )= x2+y2—r?=0 (x, y)€ R? egyenlet egy differencidlhato
fiiggvényt és adja meg a derivaltjat!

=Y

-r r
29. abra

A feladatban egy origd kdzépponta r sugar kor egyenlete szerepel.
Ha y =0, akkor az egyenlet egyértelmiien definialja az

vix=lri-x?  x€(—np
fliggvényt (29. abra).

E félkor Py(xg, vo) pontbeli érintlje merdleges az adott pontba hizott
sugarra, amelynek irdnytangense :

tg p1=.y_0 .
*0

igy az érintd iranytangense:

x ?
Yo

Természetesen ugyanezt kapjuk implicit fliggvényként valo derivalassal:

r
’ Fx X

y=——=——

Fy ¥y

.
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3. Hatarozza meg y’ értékét, ha xy=y,70 és F(x,, y)=0,
ahol F(x, y)=x3+y’—3axy=0. '

A feladatban
F:(x, yy—>x3+y*—3axy (x, MERN[(0; 0},

. Fy 3x2—3ay _ xZ—aqy

Y =_P—;:_ 32-3ax  yi—ax

Mivel xp=y,, igy y'(xg)=—1 [Behelyettesitéssel ellentrizhet, hogy a

3a 3a -
P, [—:2—, -—2-) pont kielégiti az egyenletet, és a0 esetben teljesiilnek a de-

rivalhatOsagra vonatkozd kikotések, hiszen ekkor y2—ax#= 0.]

r_r

4. Hatdrozza meg, mely pontokban nulla az el6z6 fel-
adatbeli

F(x, y)=x34+3y3—3axy=0
egyenlettel definidlt y fiiggvény derivaltja!

Az elbz8 feladatbol
2
ay—x
= ;) yr#ax.
yt—ax

2

Ha y’=0, akkor aymxsz, tehat y=— . Ezt az értéket az eredeti egyen-
a

letbe helyettesitve :

6 2
X X
X +——3ax —=0,
a a
vagyis

x3 (1+iz-—3]=0,
a

amely egyenlet gyokei:
X 1 = 0,

3
Xp= aﬁ-
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Az xi{=0esetben: y =0, igy F,=0, tehat az implicit fiiggvény Iétezésére ki-
mondott tétel kikdtésel nem teljesiilnek. (Specialisan, ha a=0, akkor az
egyenlet az y= — x filggvényt hatarozza meg, amelynek origdbeli derivaltja
nemnulia.)

3_ 3
Xy= al/z eseteben y,= a]/Z
€s
y%#axz, igy ¢ helyen y"=0.

Megjegyzés: A 3. és a 4. feladatban szerepld implicite adott fiiggvény
képe, az un. Descartes-féle levél. (a=20 esetben 1. a 30, abrat )

yi
AN
\\ A
N
\
N\, -
\\ X
N
N
N
AN
N
N
AN
\ X+j= -G
30. dbra

E gbrbe paraméteres alakban is megadhato:

3az - Jat?

=——— = t —_ .
Tl 71 €R\{-1}

Amint a grafikonbdl lathaté is, igazolhatd, hogy az origd kivételével a
gOrbe minden pontjanak van olyan kérnyezete, amelyben egyetlen olyan
x+>p(x) xeD,

fiiggvény van, amely kielégiti az egyenletet. Az origdban a koordinataten-
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gelyek érintik a gdrbét. Mivel a gdrbe szimmetrikus az y =x egyeneste, igy
az

3a 34 . .
A ) 4 o) pontbeli érintdje erre merdleges.
™

5. Hat4rozza meg y’ értékét a P, [1, —2~] pontban, ha

F(x, y)=x sin y—cos y+cos 2y=0.
A P, pont koordinatai kielégitik az egyenletet :
F,=siny,

. - 2 T
F,=x cos y-+siny—2sin 2y &s F,l1, 0 ?‘50,

igy az egyenlet P kornyezetében egy fliggvényt hatiroz meg.

, —sin y

7 ~ xcosytsiny—2sin2y’

y()=-L ‘

Megjegyzés : Ha sin y=0, akkor az F(x, y)=0 egyenlet egyértelmiien
meghataroz egy x->x(y) fiiggvényt, amelyre

€os y—cos 2y

JO—*T yER\{y | sin y=0}.
Derivaltja:
cosy—cos2y) (—siny+2sin2y)sny—(cosy—cos 2y)cosy
{ siny ]= sin?y '

ﬂ » r ’ - w ”
Ennek értéke az y=7 helyen: —1, amint az varhatd volt, hiszen az el6z0

fiiggvény inverzének derivaltjat szamitottuk ki, ami a most kapott érték
reciproka.

6. Hatarozza meg
0%z
9x0y |p,
értékét, ha
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X448 -32=0
Py(—1;1;0).

CFi(x, y, >3+ y3 483z (x5, 2)€R
A beveretSben lattuk, hogy

IO e e o e,

Mivel ¥ mindeniitt folytonos és differenciathato,
Fj(~1;1;0)0,
igy z;, ill. z, létezik a P, pontban,
A keresett masodrend( parcialis derivélt :
9%z =3z;, 0z  2zx%?

—

axdy oz ax (1—z2p°

amelynek az értéke a P, pontban
¥z |

9x 9y lp,

0.

7. Igazolja, ho_gy Iétezik olyan y : x—yp(x) x€ D R fiigg-
vény, amely az origé kornyezetében egyértelmii megolddsa a
2ye*— xe’ =0
egyenletnek !

Az origé koordinatai kielégitik az egyenletet;
- Fim)lyet—xe” (xR
mindeniitt folytonos és differencidlhat6 ;
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F=2e*~ xe¥
folytonos és az origoban nullatol kiilonbozik.

fgy valoban létezik olyan y fiiggvény, amely az origd kornyezetében
egyértelml megoldésa az

F(x, y)=0 egyenletnek.
Derivaltja:

F, 2ye*—e¥

1
B _PETE )=,
YETET 25 yO=

8. Legyen z az a D,~R, D.C R? tipusu fiiggvény, amely-
nek értékét minden alkalmas (x, y)€ R*1e az ‘

x2—2y2+22——4x+ 2z—5=0

egyenlet definidlja. o
Igazolja, hogy e fiiggvény masodrendii vegyes parcidlis de-
rivaltjai egyenlGek ! S

Legyen .
Fi(xy, 2—2+ 2 —4x+22-5, (%7, DER.

Ekkor a

parcialisok minden olyan pontban léteznek, amelyre

F(xo, yo, ZO):O éS Z#‘-"'l.

(A zg=~—1eset azt jelenti, hogy.a femi_egycnletet mint z-re _\(onatl‘cozé': ma-
sodfokU egyenletet rmegoldva a diszkriminans értéke nulla, igy a derivalaskor
null4val kellene osztanunk.)

98

A mésodrendil vegyes parcialisok

P 9z, 9z -2y 2-x
3, 3z ax (1+2? 1+z’

&z 0z, oz 2-x 2

dydx dz Jy (1+2? 1+z’
valdban egyenldk.

9. Hatarozza meg az

F(x, y, z(x, y))=0
egyenlettel definidlt z fiiggvény teljes differencialjat! (Tegyiik -

~ fel, hogy F differenciathaté és F;0.)

9z 9z *~ F, F]
=—dx+—dy=~-Zdx—_L .y,
ax ay F; F
amit atalakitva €s rendezve:
’ ’
Fydx+F,dy+F]dz=0.

Utobbit megkapjuk, ha az F: Dp—+R DyC R® hiromvaltozos fiiggvény
teljes differencidljat irjuk fel. Ez indokolja a hibaszamitasnal latoit alkal-
mazasokat : implicit alakbél is meghatarozhaté a teljes differencial.

dz

10."A hibaszdmitasnal lattuk, hogy az adott fiiggvériyt imp-
Hicit fiiggvénynek tekintve sokszor egyszeriibben juthatunk ered-
m¢ényhez.

Lassunk erre egy feladatot!

Hatirozzuk meg az

ax*+ bx+e¢=90
egyenletb6l a gyokok relativ hibajat,. ha
a=1 da=0,05,

b=—4 = Ab=0,1,
€= —35 Ac=0,1.

A megoldandod egyenlet

x?—~4x—5=0, ahonnan x,=5; x,= —1.
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Legyen
F(a, b, c, x(a, b, 0)) =ax?+bx+c.

F teljes differenciAlja :
F,Aa+ Fydb+ F,Ac+ F Ax=0.

A parciilisokat meghatdrozva, majd rendezve:
x2da+ xAb+ dc+ Ax(2ax+ b)=0,

l x2da+xAb+ Ac
Ax=|— ,
| 2ax+b
ahonnan
‘ 25-0,05+5:0,1+0,1 :
Ax1= =0,32,
10—4
~1)2.0,05+0,1+0,1
sz=l( ) l=0’042,
—-2—4
tehit a relativ hibak:
Ax,
——n=(),064, —===0,042
xl Xy

Megjegyzés: A 2ax+b=0 esetben x=~2—a , vagyis ekkor x;=x,.

Ekkor a Ax csak a miiveletek hibaira vonatkozd szabdivok alapjan hata-
rozhatd meg.

11. Igazolja, hogy az

o
axy

—e*=0  (a>0 4llandd)

egyenlettel definidlt y : x—~y(x) x€ R* fiiggvénynek az

e—1 e

Xp=— ——— =
¢ a 9 Yo e—1

pontban szélsGértéke van'!
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Legyen

ey
F:(x, y)—~
axy

— e, (x, )ERTZ,
Ekkor
Flxg, yo)=0, tehét P, a gbrbén van,
és o
F ayeVaxy — aye™y 1 1

= — 24 DN S
¥ - @xhy? aet=et [x axzy] ae,

_.":_‘-_t[a (e~ 1)] a=1
—_— ae a

x e—1 ale—1)%
a a ae-~-a a
=et|—— —aet—1=¢ —aer—lmge 2 gee—1_
(e—-l, e(e—l)] we—p ¥ =C;Te =0
:e"'yaxdxy—e“"yax 1 1
F!'= =gy
Yo a2 ¢ [,v axyz]’

' el e g0 2 1 ety
Flp,=¢ * e—'[e G G l)] ] )
‘ e a(e 1)e2 e

=ef~He—1)2>0.

Mivel
F)(xg, ¥)%0,

iy ¥'(xg) létezik és
Y (x)=0.

A szélsbériék 1étezésének sziikséges feltétele tehat teljesiil.
Be kell még Yatni, hogy »"(xg)#=0.

A bevezetbben lattuk, hogy
F” +2F,;,y , n ,2
- . - F’ -
¥y

Mivel a P, pontban y'=0, igy csak Fy,lp, értékét keil meghataroznunk.
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' (2"1 ¢ 1]2+1
- a— ——— :
F”I __eag";l‘z_‘e_-l a e—1 _e’—‘al
*#xPo (e—1)3 e T(e—1)2 .
a PV * —

s

tehit y"(x,)=<0, igy a fiiggvénynek az adott pontban maximuma van.
Megjegyzés : Ha az eredeti egyenletet atalakitjuk, rijvidebben adodik
ugyaner az eredmény :

axy ’ _ .
mivel (x, y)€ Rt2, vehetjiik mindkét oldal természetes alapa Ioéaritmus.it:
axy—Ina—In x—Iny=ax.

Mivel a logaritmusfilggvény szigoriian monoton, igy e fiiggvénynek ugyan-
ott van szélsGértéke, mint ahol az eredeti fiiggvénynek. -
Tehat:

F:=axy—Ilna—Inx—Iny-ax (x, NERTZ,

a e
(e—1)?
)

[4

A nevezl: 0.

Az elbzéhdz hasonldan a masodik derivalt adott pontbeli értékéneck
meghatdrozisahoz csak F.'lp, sziikséges.
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1

Frip, =§>0’
0

tehit y"(x,)<0, igy a fiiggvénynek az adott pontban maximuma van.
E megoldasbdl az is Iatszik, hogy tobb szélsbértékhely nem lehet,
. 1 . '
ugyanis, ha y"=0, akkor gy ~——a=0. Igy
X

1
x= R
aly—1)
amelyet behelyettesitve az

axy—Ilna—Inx—iny=ax
egyenletbe, atalakitasok utan
 In(y—1-lny+1=0
adodik, amibdl pedig

12. Legyen ¢ : D— R differencidlhat6 egyvaltozds fliggvény,
tovabba

z:D,+R D,CR?
olyan kétvaltozos fiiggvény, amelyet a

)

egyenlet definidl. (Feltessziik, hogy (x, y) € D, esetén % €D.))

Igazoljuk, hogy e kétviltozos fiiggvény megolddsa az
0z 0z

Ec‘"i' y ""a‘;'— z

differencialegyenletnek !

X
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z
Jeloljea z—xp [;]=0 egyenlet bal oldalan 4116 fliggvényt F, vagyis

4
Fi=z-xp (—] DpC R
¥

az Fz';é 0 feltétel teljesiilése esetén az igazoldsra vard egyenloség az

xFy+yF,+zF,=0

egyenlettel ekvivalens.

(Mivel @ egyvaltozos fiiggvény, helyes a ¢’ jelolés.) Behelyettesitve

zy xz (2} xz ,fz z
z—xg |- +;gv - —;qn - =-—x¢(; +z=0,

hiszen ebbdl indultunk ki!
A fenti implicit fiiggvény tehit valéban megoldisa a parcialis diffe-
rencialegyenletnek, amely a kipfeliiletek jellemzb egyenlete,

13. Legyen ¢ : D R differencidlhaté egyvaltozos fiiggvény,
tovabba

z:D,~R  D,cR?
olyan kétvéltozos fiiggvény, amelyet az

x—az=@(y—bz)
egyenlet definial, (Feltessziik, hogy (x, ¥)€ D, esetén y—bze D.)
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Igazoljuk, hogy e kétvaltozoés fiiggvény megolddsa az

0z 0z
“ox TPy =1
differencidlegyenletnek !

Az el6zb feladathoz hasonléan legyen
F:=@(y—bz)—x+az DpcR%.
Ekkor az igazoland6 egyenldség (Fz' #0 esetén)
aFy+bF,+ F,=0.
F parcidlisai:

Fi=—1; Fy=9¢'(y—bz); F;=-bp'(y~b2)+a.

(p’-vel jeloltiik a @ egyvaltozos fliggvény derivaltjat.)
Helyettesitéssel :

—a+be'(y—b2)-bep'(y—bz)+a=0.

A zfiiggvény tehat valoban megoldasa a parcialis differencialegvenlet-
nek, a hengerfeliiletek jellemz egyenleteinek.

5. A kétviltozos fiiggvények Taylor-sora

Ismert, hogy barmely, egy P, pont kérnyezetében n+ 1-szer
differencidlhat6 egyviltozds fiiggvényt e pont kdrnyezetében
elég pontosan kozelithetiink egy n-edfoku polinommal: a fiigg-
vény Taylor-polinomjival. Ennek &ltalanositdsaként értelmez-
zitk a kétvaltozds fiiggvény Taylor-polinomjat.

Ha az

f:D-R DcCR?
kétvaltozos figgvény a Po(xo, yo) és a P(xp+ Ax, yo+ 4dy) pon-

tokban, valamint a P,P szakasz pontjaiban értelmezett, és a
pontokban a fiiggvény (n+ 1)-ed és ennél alacsonyabb rendii
parcialis derivaltjai 1éteznek és folytonosak, akkor itt fa dx és
Ay n-edfoku polinomjaval kozelithets.
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Tekintsiik ngyanis a kovetkezs egyvaltozos filggvényt :
h:trf(xo+tdx, yo+14y) te[0; 13
Az fere tett kikotések teljesiilése esetén h n+ 1-szer differencisl-

haté, igy a O helyhez tartozé Taylor-polinomja a maradék-
taggal:

" (")
B r»h(0)+h—(—01t+fl—2-(,9)—t2+ Ak (0) "+
RO IE) i :
n+1! g tefo; 13,

ahol 0<E<t.
Az Osszetett fiiggvény differencidlisi szabdlya (1. I11.3.c) miatt :

h'(0)=fUxq; yo)Ax+ £ (%03 Yo) Ay,
R(0)=f, (%03 yo)(Ax)?-+ 217 (x5 yo) Ax Ay +

+ (%03 Yol Ay)2.

(Fclhasznaltuk hogy fi,(Xg, Yo)=Fi(Xe ¥o) a parcidlisok foly-
tonossiga miatt.)
Formélisan A" a kdvetkezGképpen irhat6 :

A Ja )?
h —[3x Ax+ P y] S
Hasonloan irhatd fel a 4 fiiggvény n-edik derivaltja is:
) o \"
h("’(()) [———- Ax+ -a—y—] fp,
Figyelembe véve még, hogy :
M1)=f(xp+ dx; yot+ dy),

h Taylor-poiinomjabdl adddik az f kétvaltozéds fiiggvény n-ed-
foka Taylor-polinomja a maradéktaggal:

S+ dx; yot+ Ay)=

: < 1{9 d
=f(x0;y{))+k§1 H {5; Ax+——

k
Ay] Fleat
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1 (0 9, )+
+n+1'[a A+a_'Ay] fIPn

ahol P, = P,P szakasz pontja.
Ha ftetszGlegesen sokszor differencidlhaté a P, pont eldb-
bi kdrnyezetében, akkor f Taylor-sora a P, pontban:

f(xo+ Ax; pot+ AJ’)=f(xo: Yo+

v3 L [ Axr Ay]flpo
2

Gyakorlé feladatok

1. Irja fel az

VE (x y)»]/l -x2—y?, Df—{(x,y)ERzlx2+y2<1}

fiiggvény Py(0; 0) helyhez tartozo Taylor-sordnak nehany tag-
jat!

A felzidat megoldisanal alkalmazzuk az egyvaltozos fiiggvények koré-
bl ismert binomialis sort:

a.(oz-'- 1) zz+¢(o¢— Hex—2) A

31 S AP zC(—1;1),

({+2y*=140z+

esetiinkben:.

1
Vi-x2-yd=[1+(-x"—y?)2,

tehat f Taylor-sora :
1¢1
2 _i-_ 2 2
(x,y)»1+ (—x2— y)+—2' 2(2 1]( e
—_1 — 2 22_"_ 233
=1 2(x7'+y2) 8(x+y) 8(x2+y)...

Mivel az értelmezési tartomany pontjaiban x2+y2=1, igy a sor az egység-
sugarn korlap hatarpontjai kivételével elballitja a fiiggvényt.
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2. Irja fel az

(% p)—~ (T—}T(-ﬁ x€R\{1}, ye R\{3}.
fiiggvény origbhoz tartozé Taylor-sordnak néhdny tagjét‘

Ismert, hogy

= =1+x+x2+x3+... ha [x|<1 (geometriai sor),
hasonl6éan

1 11 1 y y2

—_—— =1 —

3—y 3 ¥y 3[+3+9 2‘:‘+ )

ha [y|<3.

Ha az |x{<1 és | y| <3 feltételek teljesiilése esetén képezziik a két vég-

telen sor Cauchy-szorzatat, amely az abszolGt konvergencia miatt Atrendez-
hetd, kapjuk, hogy :

' (x,y)»—[1+x+—+x2+ +y2+x5+H+_"”2_+f ._)._

39 3 9 2717°)

3'3'9°3 9 27 "7
D={xcR|[x|<1, yeR | [y|<3}.

A sor tehat csak az [x|<1 és |y] <3 feltételek teljesiilése esetén allitja elé az f
fiiggvényt.

3. Hatdrozzuk meg f abszoltt hib4jit, ha
S:(x, y, 2)~cos (x+y+2z)—cos x cos y cos z

(x,y, 2)ER?
és

Xo=Yo=2p=0,
valamint

Ax= Ay= 4z=0,1.

108

A fiiggvény minden clsbrendfi parciilisa az origdban nulla, hiszen
sin 9=0. Mivel azonban hibakorlat nem lehet nulla, igy a feladat egyen-

értékd azzal, hogy f Taylor-sorinak els6 el nem t(nd tagjat kell megkeres-
.niink. Felhasznilva, hogy
2 #
cost-—l——+—-—+ tER,
41
tehat:

(x+y+2)?  (x+y+2?
cos(x+y+zi=1~ 4 ¢ -

21 4!
Hasonloan: '
2 o ¥ ¥ 2 2
=]1-"_a —_—t = =+ —...}-
€08 X €OS y €08 2= (l +4' ](l YR )[ 217 a1 ]

Mindkét tagbdl csak a legfeljebb masodfokd tagokat figyelembe véve (az
abszolat konvergencia miatt a sor &trendezhetd):

cos {x+y+z)—Ccos X COs ¥ COS Zz==

2
=1-(L+-:'iﬂ-+ ...—[1—[x—2+i2+—zf]+.. .]=

= ~(xyt+yz+x2)+...,
tehat 4/=0,03.

4. Hatirozza meg az

fi(xy)

fiiggvény ongéhoz tartozé Taylor-polinomjdnak legfeljebb mé-
sodfok tagjait !

Cos x

x€R, yER| cos y#0

cos x és cos y origbhoz tartozé Taylor-sordbol egyarant csak az elsé
kéi tagot vessziik figyelembe, és a nevez5t geometriai sorral kozelitjiik :

X
R N 2y
EAl SR
21!
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Megjegyzés : Természelesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha meg-
hatarozzuk az elsf- és masodrend( parciflisok: értékét az ongbban s exck
. segitségével irjuk fel a Taylor-polinomot.

Ugyanis :
R sin x
fe= oy - 1405 00=0,
,_siny cosx ,
fy= cos? y £,(0; Q)=0.
/] COS X ‘ .
f""z—cosy ; fx0;0)= -1,
» _ Sinxsiny ,
Say= T TeosZy £2,(0;0)=0,
3 4 .
w_ cos” y+2sin*ycosy
fyy=cos x o5’y 3 F(0; 0)=1.
Innen:
x2 2
Slx, »)= 1——~+—

21

Ha tovabbi tagokat akarunk meghatirozni f Taylor-sorabél, akkor a dcn-
valas folytatasa helyett egy masik modszer célravezetdbb.

frjuk fel cos x és cos ¥ soranak néhany tagjat, és végezziik el a kijeloit
osztast a legalacsonyabb kitevéjii tagokkal kezdve ! .

x2 x? x6 2 4 2 2
Y \
(1___!,_______- : ) : (1_.__.'_..‘1"_._. .. _]=1_x_+_"f_;'

x2 2 x4 y x6 s
+ —f Lo
2 2 24 24 120
( x2 x2y2 x2y4
|-+ —— ..
2 4 48 )
_yf X xS st 7
2

24 4 24 7.20+ 48 7
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(Ha még tovabbi tagok is sziikségesek, akkor cos x és cos y soranak maga-
sabb rendii tagjat is figyelembe kell venniink 1)

5. Igazolja, hogy ba A>a és B>b=>0, akkor

A+a A a b ab b
—B+b—'§[‘+z‘f“2§+—§z+~-]-
A+a A (H_a 1
B+b B A] b
1+—
B
Mivel | — ‘<l igy az utblso tényezd
L. b+b2 metriai sor)
——7- —E }-5—-4-... (geometriai sor).
1+—§

Ezt ﬁgyelembe véve kapjuk, hogy : -

2
Ata_ 4 [1+A][1—3+ LS ]

Al

B+b B B B?

_Af, a b _ab_ b
"B\ "4 B 4B B*

amivel 4llitdsunkat igazoltuk.
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6. A kétvaltozos fiiggvények szélsGértéke,
feltételes szélsoérték

A P, pontot az f kétvaltozos fiiggvény lokdlis maximim-
(minimum-) helyének nevezziik, ha Py-nak van olyan koérnye-
zete, amelyben f(P,)-ndl nagyobb (kisebb) fiiggvényérték nincs.

A P, pont az f abszolit maximum-, ill. minimumhelye, ha
S(Po)=f(P) (ill. f(Py)<f(P)) minden P¢ Dy, P> Pyesetén. Ha az
S kétviltozés figgvénynek a Py(x,, yo) pontban lokalis szélsG-
értéke van, €s e pontban a fiiggvény differencidlhaté, akkor:

- Silxp y0)=0 és  fi{xpy9)=0.

E feltétel szitkségessége azonnal lathatd, hiszen ha a P, pont
lokélis sz€lsGértékhely, akkor az :

x~f(x,30) - &  y-f(xp)

egyvaltozos fiiggvényeknek is lokilis szélsGértékiik van az x,
ill. y, helyen.

A feltétel azonban nem elégséges feltétele a lokalis sz&lsG-
érték létezésének. Lehetséges ugyanis, hogy az elébb emlitett
két egyvaltozos fiiggvénynek kiilon-kiilén szélsGértéke van a P,
pontban, de ezek kiilénb6z6 mindségiiek. (Példaul a 11.2.-ben
latott nyeregfeliiletnek az origban régzitett x mellett maximu-
ma, rogzitett y mellett pedig minimuma van.)

Hasonléképpen el6fordulhat, hogy ezen egyvaltozds fiigg-
vények valamelyikének vagy mindkettének inflexiés pontja van
a Py pontban. Ilyen példaul az

i —~—x2—y  (x,¥)ER?

fiiggvény, amelynek grafikonjit a 31. dbra mutatja. E fiiggvény-
nek az origbéban rogzitett y mellett maximuma, régzitett x mel-
jett pedig inflexios pontja van.

A sZelsGérték 1étezésének elégséges feltétele TI1.5. alapjan
adhat6 meg.

Mivel a P, pontban az elsSrend#i parcidlisok nulldk, igy
Py kis kornyezetében Af elGjelét az

Lo YoXAXY2 £, (x0, YN Ap)2+ 2f (%0, yo) Ax Ay
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31. 4bra

kvadratikus alak hatdrozza meg. Ha ezen kvadratikus alak el6-
jele alland6, azaz, ha ez (pozitiv vagy negativ) definit, akkor a
P, pontban biztosan van szélsdérték.

Ez akkor teljesiil, ha

ex(Xo3 ¥o) xl;(xo§ Yo -0,
x’,'v(xo s Vo) f;;(xo 3 ¥0)

Ha f2.(xo; ¥o) pozitiv, akkor f-nek a P, pontban minimuma, ha
negativ, maximuma van. Ha a determinéns értéke negativ, biz-
tosan nincs szélsGérték, ha nulla, akkor tovabbi vizsgilat dont-
heti el, hogy van-e szélsGérték, azonban ezzel kényviinkben nem
foglalkozunk.

A lokalis szélsértéket tehat a kévetkez8 modon kereshet-
Jiik meg: az

fi=0 é  f,=0

egyenletrendszerbdl megkapjuk a lehetséges szélsGértékhelye-
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ket, majd e pontokban megvizsgilva a fenti determinéns el6-
jelét, megéllapitjuk, hogy van-¢ valéban szélsGérték.

Hérom, ill. tobb valtozd esetén hasonléan jarhatunk el.
(A valtozékat x,, x,, ..., x,nel jellve.) A lehetséges szélsG-
értékhelyeket az

fi=0 i=1,...,n

egyenletrendszer megoldasai adjak.
Ezekben a P pontokban megvizsgaljuk a kévetkezd soro-
zat elGjelét :

B *xi P fan(P) i (B)e - [ P)
1s [ (P)s S .

wax (P25 P) MO T A 09

Ha e sorozat alland9, ill. valtakozd elGjelii, akkor az adott pont-
ban minimuma, ill. maximuma van a fiiggvénynek. Az abszo-
it szélsGértékre vonatkozik a kovetkezs tétel :

Ha az f kétvdliozos fuggvény folytonos a T R? korldtos,
zdrt tarfomdnyban, akkor itt f felveszi legnagyobb, ill. legkisebb
értékét.

Abszolat szélsGértékhely keresésekor elszor a tartomany
belsejében, majd a tartominy hatirdn keressitk meg a szélsG-
értékhelyeket, s ezen, altaldban véges sok fiiggvényérték kozil
mar kivalaszthatd a legkisebb, ill. legnagyobb.

Sok esetben sziikséges az f kétvaltozos fiiggvény sz¢lsoérté-
kének meghatirozisa a p(x, y)=0 feltétel mellett. Szemlélete-
sen: az f tiiggvény grafikonjabol a ¢(x, y)=0 egyenletii gorbére
allitott z tengellyel parhuzamos alkotdja henger egy térbeli gor-
bét metsz ki. E térgbérbén keressiik f maximumat, ill. minimu-
mat (32. dbra).

A feladat — a sziikséges feltétel szempontjabol — egyen-
értékii a kovetkezdvel :

Keressiik az
Fi(xy,H)—~f(x,)+2p(x,¥) A€R, (x,»)eDND,
fliggvény feltétel nélkiili szélsGértékét.
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X

32. abra

Ugyanis ¢ minden pontjaban g(x, y)=0, tehit e pontokban

’

ri=f,; F=f; F=¢

Hé.romvélt_gzés fiiggvény esetén maximalisan két feltétel adhatc
meg. Az eljirds az el6z6hoz hasonl6 : Ha tehat a g hiromvalto

rrr

z6s figgvény szélsBértékét keressilk a px, ¥, 2)=0 &
@x(x, ¥, 2)=0 feltételek mellett, akkor ez a

G (x5, 2, Ay, M) —>f(x, 3, 2)+ A(x, v, 2)+ A%, ¥, 2),
2€ER, MER,  (x,¥, z)¢ DN D, ND,,

feltétel nélkiili széls8értékének meghatdrozasat jelenti.

Gyakorlo feladatok

1. Keresse meg az

[0 3)2x24 p2--2xp+-4x—2p+ 5 (x, ¥)€RZ
fliggvény lokdlis szélsGértékhelyeit !
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f parcialis derivéltjai:
fi=4x—2y+4,

fy=2r—2x-2.

SzélsGérték abban a pontban lehet, amelyben mindkét parcialis derivalt
értéke nulla, azaz

4x—2y+4=0,
2y—2x—2=0.

Az egyenletrendszer megoldasa:

X=—1; = y=0,
a méasodrendd parcialis derivaltak:

fi~1;0=4;  fi(-1;0=2; fi(-1;0=-2,
a determinéns tehat:

4 =2
| =4>0.
-2 2

A (—1;0) pontban van szélséérték, és ez minimumhely, mivel itt £, >0.

2. Hatarozza meg, mely pontban van az

[ 0)~(x*—6x)(*—4y) (%, y)ER?
fiiggvénynek lokalis szélsGértéke !

Az elsbrendii parcialisok:
fr=(2x—6)(3*—4y),
f,=(*=6x)(2y—4).
SzElsbériék csak azokban a pontokban lehet, amelyekre

2x—-6)y(y—4)=0

x(x—6)(2y— 4)=0.
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Az els6 egyenletbd] x=3 vagy y=0, ill. y=4; hasonl6an a masodikbél y=2
vagy x=:0, ill. x=6. Ennek megfelelden a lehetséges szélsGértékhelyek:

P(3; 2); P5(0; 0); P3(0; 4); Py(6; 0); Ps(6; 4).
A masodik derivaltak:

A P; pontban a determinans:

7o _1s]70
0o -18|

tehat van szélséérték, s mivel £, (P;)=<0, igy ez maximum.
A tObbi pontban a determinans értéke negativ, igy e pontokban széls6-
érték nincs. ' :

Megjegyzés: Az
f(x, »)=x(x=6)y(y—4)

alakbol azonnal latszik, hogy x=0; 6, ill. y=0; 4 esetben f-nek nem lehet
széls6értéke, hiszen f e helyek kornyezetében pozitiv és negativ értékeket
egyarant felvesz.

3. Mérési eredmények kiértékelésekor gyakran talalkozunk
az alabbi feladattal.

A mérés eredményeként a Pi(x,; y,)...P,(x,; ¥, pontokat
kapjuk.

Haté4rozza meg azt az y= Ax- B egyenletii egyenest, amely
a legjobban kozeliti az adott mérési pontokat !

A legjobb kozelités azt jelenti, hogy A, B értékét ugy kell
meghatirozni, hogy az
f:(4, By D (Ax+B—y)?* (4, B)¢R?

=

fiiggvénynek minimuma legyen.
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Az elsérend(l parcialisok:

f4(4, BYy= 2 2x{Ax,+B-y),
i=1

n
f§(4, By= 2, 2A(Ax;+B—y);
il
a szitkséges feltételek :

L A2x2+32xi Z

i=1 =1

n n
2. A4 2 x;+nB— Z ¥,=0.
=1 =1

Jeloljiik az x; értékek szimtani kizepét X-sa

a2

HI'—*

hasconldan :

N
-M“

~
[
-t

y= Yis

ekkor 2. a kbvetkezOképpen irhato:
B=—AX+p.

Ezt 1.-be helyettesitve kapjuk, hogy

1 n
- Z XY - Xy
A l“"l
- Z x—x2
n iy

(A nevezd az Ugynevezett empirikus szérdsnégyzet, amelyet ogﬂtel jelolnek,

02>0.)
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A masodrendi parcialis derivaltak :

2% 2
o4z 2 E =0,
9*f
5
f i
=25 x.=2n%
94 9B zl i

A determinans értéke tehat:

n
2 Z x? 2nx
i=1 _ 202
=4 ,
2nx 2n "0y, >0

igy van szélsGérték, és az minimum, mert az 4 szerinti masodik parcialis
derivalt is pozitiv.

Megjegyzés: Ha a mérési pontok kbzelitbleg az y=>bed* egyenletii
gorbére illeszkednek, A és b meghatarozasa az eldzd feladatra visszavezet-
hetd. Ugyanis:

Iny=Inb+Ax

(feltéve, hogy =0, és y;=0), ekkor Iny=Y és Inb=2B helyettesitéssel
Y=Ax--B adodik. Hasonléan vezethetd vissza az alapfeladatra az y=bx4
kapcsolat is.

4. Hat4rozza meg a
z=4-x2-2y2  (x,y)ER?

egyenletil felitlet z=0 része és az xy sik &ltal hatrolt térrészbe
irhat6 maximdalis térfogat téglatest oldalait, ha a téglatest lap-
jai a koordinatasikokkal parhuzamosak !

a} Az abrab6l lathatéban

Ve 4xyz,
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z
4
) ~
| \\
| \
1 \
l—'— P —— X
- i ~
/ ’JI-—-—v—t-ré-‘ L hY /
’!“”";f g ——
| 2x
X ZU
12y
33, abra

ahol, mivel a P pont a feliileten van
z=4—x2-22 .
Tehat a

V=4xp(4— x2—2y%)=16xy— 4x3y —8x)3,
Dy,={(x, Y)ER?| x, y=0, x2+2y%=4}

kétvaltozés fiiggvény abszolut szélsGértékét keressiik. Mivel a fiiggvény
értéke a hatarokon mindeniitt nulla, beliil pozitiv, ezért a maximumhely
csak lokalis széls6értékhely lehet.

Az elsOrendd parcialis derivaltak :

Vi=16y—12x%y— 8y3=4y(4—3x2—2)?),
V,=16x—4x>—24xy% = 4x(4— x>~ 6)?).

Mivel x=0, ill. y=0 esetén a térfogat nem lehet maximalis, igy a lehetséges
szélséértékhelyeket az alabbi egyenletrendszer szolgaltatja :

3x2+2y2=4,
X2+ 6y2=4,

amelynek megoldasa {csak a pozitiv értékek figyelembevételével): x=1;

2 .
y=—'g_—- ; tehat z=2, Igy a téglatest oldalai: 2; ﬁ; 2.
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Mivel egy korlatos, zért tartomanyon folytonos fiiggvény itt felveszi
legnagyobb értékét, s a tartomany hatarain f(x, ¥)=0, biztos, hogy ¢ pont
valéban maximumhely. Azt, hogy tényleg a maximalis térfogatt téglatest
adatait hataroztuk meg, az elégséges feltétel vizsgilataval is beldthatjuk:

v |1, == ]=—12)2<0,

.
L4
XX 2

, \
24 1;,1/__2., =-24)2,

yJ’\ 2 J
( 3

Ve 1;—VE—J=—8.
\

A determinans

—i2)2 -8 51220,
-8 —24)2

tehAt van széls6érték, és az maximum, mert V) ¢ helyen negativ.

b) Oldjuk meg a feladatot feltételes szélsdértékfeladatként!
Keressiik a

V=4xyz  (x,y,2)€R¥3

fiigevény maximumat azzal a feltétellel, hogy a P(x,y, z) pont az x*+
+2y2+ z—4=0 feliileten van. Keressiik tehat az

f=dxyz—A(x2+2y2+z—4)  (x,7, 2)ERY3, AR

fiiggvény maximumat.
A szélsbérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az Osszes véltozd
szerinti parcialis derivalt nulla legyen:

F(x,y, 2, )=4yz—2Ax=0,

F;(x, ¥, z, N=4xz—-4ly=0,

F;(x, ¥, 2, D=4xy—1=0,

F'(x, y, 2, = —x*42y*+z—4=0.
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Az elsb egyenletet x-szel, a masodikat y-nal, a harmadikat z-vel szo-
rozzuk :

Axyz=2Ax*=41y?=1z;
mivel 2 maximumhelyen xyz==0, tehat :
z=2x2=4y2
Ezt az utolsé egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy z=2, iehat x=1 és

2
y=7 , ami megfelel el6z6 eredményiinknek.

5. Hatdrozza meg a
2x24 y2+422=1

egyenletii ellipszoidba irt maximalis térfogati hasib adatait!
(A has4b lapjai a koordinatasikokkal parhuzamosak.)

22

X

2y

O RN ooy

34. abra
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a) A 34. abrabdl leolvashato, hogy V=8xyz.
A téglatest csiicsa a feliileten van, ezért
y=y1-2x2—42%,

Keressiik tehat a

V=xz)1-2x2—422,  Dy={(x,2)ER*?| 1-2x2—472=0}

figgvény maximumat.

A tartomAny hatarain F(x, z)=0, belsejében pedig értéke pozitiv,
igy a keresett sz&lsGértékhely lokalis maximumbely,
V=0, igy ugyanott van maximuma, ahol az

y=—

64
fliggvénynek, tehat az
u=xz%-2x%2— 4x2* (x, z)eD,
maximumat keil keresniink.

u els6rend(i parcialisai:

U, =2x22 — 8x32% — 8xz*=2xz%(1 - 4x2 - 427),

uy=2x’z—dx*z— 16x%3 = 2zx%(1—2x2—8z%)

Tudjuk, hogy x=0, ill. z=0 esetén nincs maximum, igy a lchetséges
maximumhelyet az§

1—4x2—4z2=0, -
1-2x2—822=0

egyenletrendszer megoldasa adja, amely

Vo VB, . V3
— > z—_li—’ gy y~~—3——

Az, hogy itt valdban maximumhely van, az el6z6 feladat meggondola-

sabol kovetkezik.
b ) Oldjuk meg a feladatot feltételes szélsGérték feladatként ! Keressiik
a V=8xyz (x,y, z)€ RT? fiiggvény maximumat, azzal a feltétellel, hogy
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a P(x, y, z) pont az ellipszoidon van. Keressiik tehat az

F=8xpz+A2x2+32+4z22~1)  AER,  (x, 3, 2)ER'?

fiiggvény feltétel nélkiili széls@értékét.
Felsbrenddi parcialisai:

F,:= 8yz+ A4x,
F; =8xz+ A8y,
F,=8xy+ 8z,
Fy=2x?+y?+4z2—1,
ebbdl az el6z06 feladatban latotthoz hasonld étailakitésokkal
—8xyz=Mx?=22y?=1822=0, y*=2x2=4s"

adodik, amit az utolst egyenletbe behelyettesitve :

adodik, ami az el6z6 eredménnyel megegyezd.
6. Hatarozza meg az

1 49
f- (x9 Vs z)’“’;"‘;'}‘z
filggvény minimumaét, ha

x+y+z=12,

(x,y, 2)ER*?

Meg kell keresni az
1 4 9
F=;+;+;—I—A(x+y+z-—12) AER, (x, y, 2)ED

fiiggvény feltétel nélkiili sz&élsSértékét.
A parcidlis derivaltak:

1
?
F % 3,2, )= ——5+2=0,
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4
Fix,y,2, &)= —;2-+ﬂ.=0,
, 9
F(x,p, z, )= ——+A4=0,
z
Far(x! Y, Z, A)mx—l—y-}— z—12=0

1
Az elsd harom egyenletbol 7 -t kifejezve (mivel 2220):

Ezt a feltételbe helyettesitve: x=2; y=4; z=6 a megoldas.

7. Hatirozza meg a
sin x sin y sin z szorzat maximumat, ha x, y, z egy harom-
szig szogel, azaz:

x+tytz=m és x, y, z=0,

a) A feltételbdl

Z=— XY,
tehat
sin z=sin (x+y).

Keresniink kell a
g (%, y)—sin xsin y sin (x+y) D, ={(x, PNERTZ| x+y=n}

fiiggvény maximumét. Az értelmezési tartomanyt bévitettiik az x=0, y=0

hatarpontokkal. E pontokban g{x, »)=0, tehat a keresett maximumhely lo-

kalis sz&lsdértékhely lesz. (g értelmezési tartoméanyat a 35. dbra mutatja.)
g elsbrend( parcialisai:

g, =cos y sin y sin (x+»)+sin x sin y cos (x+y),
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g,=sin x cos y sin (x+y)-+sin x sin y cos (x+)

Mivel maximumbhelyet keresiink, igy sin x sin y=0, a széls6értékhely koor-
dinatai tehat a kivetkezd egyenletrendszerbdl adddnak :

cos x sin (x+¥)+sin x cos (x+y)=0,
cos y sin (x+ y)+sin p cos (x+y)=0.

Az elst egyenlet :

sin {(x+»)+x)=0,
azaz
2x+y=kn kEZ.

Mivel haromszog szOgeirdl van sz0, igy csak k=1-nek van értelme, tehat:
2x+y=m,

hasonldan a masodik egyenletbdl:
x+2y=m,

A két egyenletbdl:

4
x:y:z:? .

azaz a szorzat szabilyos haromszdg esetén maximalis. Mivel korlatos, zart
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tartomanyban kerestilk g maximumat (g folytonos), s e tartomany hatarain
a fiiggvényériék nulla, a belsé pontokban g=0, igy a maximumhely a tar-
tomany belsejében levd egyetlen lehetséges szélsGériekhely.

b) A feladatot feltételes sz€ls6érték-feladatként is megoldhatjuk:

Keressiik az
F=sin xsin y sin z+ A(x-+y-+z—m) AR, (x,y, 2)€[0; =}

fliggvény maximumat,
A lehetséges szélsBGértékhelyet szolgaltatd egyenletrendszer :

Fl(x,y, z, A)=cos x sin y sin z+4=0,
Fy(x, y, z, ))=sin x cos y sin z+ =0,
FYx,y, z, A)=sin x sin y cos z+A=0,
F(x, 3, z, )=x+y+z—n=0.

Az ¢lsd harom egyenletbdl:

—A=cos x sin y sin z,
— A=sin x cos y sin z,
—A=sin x sin y cos z,

mivel a maximumbelyen sin x sin y sin z5=0, igy ezekbdl atrendezéssel :

ctg x=ctg y,
ill.
ctg y=ctg z,
és mert egy haromszog szogeirdl van szd;
7z
x:y:z:— .

3

8. Hatarozza meg az

£ (x> (x2—6x)(*~4y)  (x,y)CR?

fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x=0,y=0, x+y==6
egyenesekkel hatarolt zart tartomanyban!
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P(3,2)

36. abra

Korlatos, zart tartoményrdl van sz, ezért f itt biztosan felveszi leg-
kisebb és legnagyobb értékeit. A 2. feladatban lattuk, hogy a fliggvénynek
csak a P(3; 2) pontban van lokalis maximuma. E pont a tartomény belsejé-
ben van, és itt

f(3; 2)=136.
Vizsgaljuk meg f viselkedését a tartomany hatarain!

Ha x==0, vagy y=0, akkor f=0.
Ha x+y=6, azaz x=6—y,

akkor a fliggvény
y=+(P =6 —4)  yEl0; 6]

Keressiik ezen egyvaltozos fiiggvény szélséértékhelyeit. (3 =0, ill. 6 esetén

a fiiggvényérték zérus, igy csak belsé pontban lehet szélsdérték.) A fiiggvény
derivaltja:

y2y—6)(y2 -4+ (2 - 6)(2y—4).
A derivalt zérushelyei :

»=0; y2=§ +V3); J’g'—'% D)
Mivel x=6—y, igy

x,=6; x2=-3(3—]/§); x3=-z GB+V3.
[ helyettesitési értékei ¢ pontokban:

J(PP=0,
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f(PZ)F"‘v _255435
S(P3)~33,08.

A fiiggvény tehat adott tartomanybelilegnagyobb értékét a tartominy
belsejében, a P(3; 2) pontban; legkisebb értékét a tartomény hatiran a

Py G (5+V§);§(3—15)]
pontban veszi fel.
10. Hatirozza meg az
[ p)-p(2x=3)  (x,y)ER?

fiigevény legnagyobb és legkisebb értékét a 37. 4bran l4thats
zart tartomanyon !

|
ly sur?

X

37. abra

Mivel a tartomany korlatos és zart, igy £ valoban felveszi legkisebb és
legnagyobb értékeit.

Selsbrend( parcilisai:
fi=2
és
fy=2x—=3, _
igy lokalis szélsbériékhely csak a P(1,5; 0) pontban: lehet (e pont a tarto-

many hataran van), itt pedig a fiiggvényérték nulla.
Vizsgaljuk meg f viselkedését a tartomany hatérain !

Ha y=0, akkor f(x;0)=0. -
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Ha x=2, akkor f(2;»)=y »€[0;4], itt 0=f¢2; y)=4.
Ha y=x2, akkor a fiiggvény :
x—+x2(2x—3)  x€[0; 2]

Ezen egyvaltozos fiiggvény lokalis szélséériékei az x; =0 és az x,=1 pont-
ban lehetnek. Mivel y=x?, tehat y;=0és y,=1.

A fliggvényériékek :
JS(P)=0; f(P)=-1

(Az x=0, ill. x=2 esetet mar elézoleg figyelembe vettiik.)

A fiiggvény tehat legkisebb értékét az (1; 1) pontban, legnagyobb érté-

két a (2; 4) pontban veszi fel.

11. Hatdrozza meg az

fiGpy-x2—y2  (x,y)ER?

fiiggvénynek a 38. abrédn lathat6 zart tartomanyon felvett leg-
kisebb, ill. legnagyobb értékét!

Ay

38. abra

Mivel f-nek, mint azt mar lattuk, lokalis szélsoértékhelye nincs, igy az
abszolut szélsdértékhelyeket a tartomany hataran kell keresniink.
A tengelyeken:

x=0esetén —-1=£(0; »)=0,
y=0 esetén 0=f(x,M=1.
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A koriv esetében célszer(i polarkoordinatara attérniink ; =1, ezért a kdriv
mentén a fiiggvény

e o ™ [ T
@—cos? p—sin? g=cos 2p (pE[O; 7] ]
T . .
cos2¢pa ,0;—2— intervallumban szigorian monoton csokkend, igy maxi-

mumat a ¢=0 helyen, tehat a P,(1; 0) pontban, minimumat a q>=; helyen,

a P,(0; 1) pontban veszi fel, Tehat flegnagyobb értéke 1, legkisebb — 1 e tar-
tomanyban.
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IV. VEKTORVALTOZOS FUGGVENYEK
ES DERIVALASUK

1. Egyparaméteres vektor-skaldr fiiggvény. Térgorbék

Tekintsiink egy térben mozgd pontszerti testet! E test tar-
tézkodasi helyét a mozgas idStartama alatt minden egyes id6-
pillanatban egy-egy helyvektorral adbatjuk meg, azaz minden
t (skalar) értékhez a tér egy-egy vektorat rendeljiik hozza.

A pélya tehét az

r: t—x(f) teDCR

fiiggvénnyel, egyparaméteres vektor-skaldr fiiggvénnyel jelle-
mezhet8. (Természetesen nem minden vektor-skaldr fiiggvény
tekinthetd egy mozgd test palyajanak.)

Ha a térben rdgzitjiik a koordinata-rendszert, akkor :

r: t~r(=x(0i+yj+z2(0k €DCR.

azaz e fiiggvény mindhiarom koordinatdjaban #-tSl fiiggd egy-
valtozés fiiggvény.
Az

L={r=1(?) | tc D}

halmaz pontjai altaldban egy térgorbét alkotnak.

Egyszerfi ivnek nevezziik az egyenes szakasz topologikus,
azaz kolcsondsen egyértelmii és kolcsondsen folytonos leképe-
zéssel nyert képét. A leképezést akkor nevezziik kdlesondsen
folytonosnak, ha a leképezést szolgéltato fiiggvénnyel egyiitt an-
nak inverze is folytonos. Ha véges sok egyszerii ivet uigy csatla-
koztatunk, hogy csak ezek végpontjai legyenek kozos pontok,
gorbét kapunk.

Ha az

L={r=x(1) | 1€[a, b]}
térgorbe, és r(@)=r(b), akkor zdrt gorbérs! beszéliink. E fiigg-
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vény hatarértékét, folytonossigat killon nem definidljuk, czt az

Olvasd a tobbvaltozéds fiiggvények korében megismert defini-

cidk analdgidjaként konnyen elvégezheti. Csak annyit jegyziink

meg, hogy a hatarérték létezésének sziikséges és elégséges fel-

tétele a koordindtdk hatarértékének létezése az adott helyen.
A

t—x(?) €D
fiiggvényt differencidlhatonak nevezziik a t,D helyen, ha a

Hm r(te+ At)—x(ty)
o a1

hatirérték létezik és véges. A 7, pontbeli differencialhanyados
jelolése :

. dr
1(t)=—-
(o) dt |,
Rogzitett koordinata-rendszer esetén :

H(1)=X(1o)i+ J(tp)i+2(tpk.

Ha a térgorbe 7, pontjaban Ktezik a derivaltvektor, és ¥(z,)#0,
akkor 1(7y) a gorbe érintGjének irdnyvektora. Ha a gorbe egy
pontmozgis palydjinak tekinthet$, akkor a derivdltvektor a
mozgb pont pillanatnyi sebességvektora a 7o helyen. (Amennyi-
ben 1(1,) is 1étezik, ennek fizikai jelentése: a pillanatnyi gyor-
sulas vektora a t, helyen.

Legyen a térgérbe kezdGpontja r(a)= A, végpontja r(b)= B,
s irjunk e térgorbére torsttvonalat uigy, hogy csticsai a gérbén
helyezkedjenek el, kezdg-, ill. végpontja 4, ill. B legyen, s a
csticsok a haladasi irdnynak megfelelSen kovessék egymast!
Ha a beirt tordttvonalak hosszabél 4116 szdmhalmaznak 1étezik
felsd hatara, ezt a gérbe ivhosszanak nevezziik.

Ha i(?) folytonos [a, b]-ben, akkor a gorbének van ivhosz-
sza és:

b

S= f (o)} at.

a
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(Szemléletesen: pontmozgés esetén a sebesség nagysaginak idS
szerinti integralja egyenld a megtett uttal.)

Ha Iétezik a gorbének olyan paraméterezése, amelyben az
ivhossz a paraméterértékek kiildnbségével egyenld, akkor a gor-
be természetes paraméterezésérol beszéliink :

T se-1(s) seEDCR.

A természetes paraméter szerinti derivdltak szokdsos jelolé-
se:r’, v,

Igazolhato, hogy r'|=1.

Az r’ egységvektort a tovabbiakban t-vel is Jelol_;uk Kony-
nyen belathatoé az is, hogy

[f(H)}=1, tcD teljesiilése esetén ¢ természetes paraméter.

Jeldlje Aw a térgorbe Py, ill. P pontjiban lev6 érintGinek
hajlasszdgét, és As a PyP iv hosszat! :
Ekkor a gorbe P, pontbeli gorbiilete :
Au
x= lm ——
pap, A5’
ha a hatarérték 1étezik és véges (39. abra). (Igazolhatd, hogy a
gorbiilet csak egyenes esetén egyenld azonosan zérussal.)
Ha az

r:t—r(f) teD

fiiggvény a ¢, helyen kétszer differencidlhato, és r(te);:f() akkor
a gorbiilet : :

"y Irxrl
==

39. abra
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a'1"(2,)#0, akkor egységvektorat fonormdlis egységvektornak
nevezﬂc

o (r><r)><r
T % JEXBXE

Az n és t altal kifeszitett sik a gorbe ty pontbeli simuldsikja.
A simulésik egy normdlvektora :

b=t n a binorm4lis egységvektor.

A t, n, b egységvektorok alkotta vektorharmast a térgorbe
kisérd triederének nevezziik.

40. abra

Sikgorbe esetén a binormalis egységvektor iranya allando,
igy célszerii a gbrbe torzidjat b valtozdsaval definidlni:

Legyen a térgérbe P, ill. P pontjaiban vett simuldsikok
hajldsszdge AB, a PyP iv hossza As, ekkor a gbrbe P, pontbeli
torzidja (40. abra):

|t|= lim 48 .

ppy 48

. (7 potzitiv, ha a Py-beli érintGvektor #(fy) irdnyabol nézve Pg

hoz kozeled8 pontokban vett simuldsikok pozitiv forgast vé-
geznoek.)

Ha T (1)) létezik és folytonos, ©(fy) és x(f;) nem zérus,
akkor:
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= XTI T _br”
TEXE[Y
Gyakorlo feladatok

1. Adja meg az A(1;2;5)B(4;7;9) pontokat Osszekotd
egyenesszakasz vektoregyenletét !

Az egyenes iranyvektora:

v=AB=3i+5j+4k,
fey az AB szakasz egyenlete :
r=r +¥=(1430i+ 2+ 50§+ (5+ 40k 1¢[0; 1].
Ha iranyvektorként egységvektort valasztunk, akkor természetes paramé-
terezéssel is megadhatd a gorbe,
\J 3, 5, 4
€,=—= i+ i+ k,
"y ¥y
tehat: r:s>r +e,5=
3 . 5 . 4
=}1+ sli+{2+——s}i+]|5+——>5] k s€[0; ﬁ].
V50 V50 V50

Ez esetben:

r'=e,  tehat [r'|=1,
r’'=0, igy x=0,

Megjegyzés : Természetesen mas paramétervalasztas is lehetséges. Pél-
daul az

r: (1 +31)i+(2+ 50+ (5 -+ 4Dk t¢[0; 1]

fiiggvény szintén az 4B szakasz egy lehetséges megadasi modja. (Az anyagi
pont ekkor gyorsulva futja be az 4B szakaszt.)
Ekkor

Fio—>6ri+100+8k  t€[0; 1]
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és
f:e-6i4 10§48k refo; 1],

Mivel minden egyes #, id6pillanatban i(r) és T(#) parhuzamos, igy vekto-
ralis szorzatuk zérus, tehat a gorbiilet most is zérussal egyenlé.
2. Igazolja, hogy az
I #—>cos ti+sin fj+ 1k tER
fiiggvénnyel adott térgérbe illeszkedik az
x2+y?=1
(henger)feliiletre !

41, abra

Mivel

x(f)=cos t,
yH=sint,
z2()=¢, 1R,

lathatd, hopy minden ¢ esctén
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X2+ y2=cos?t+sint=1,
azaz a gbrbe valoban illeszkedik a hengerfeliiletre.

Megjegyzés: A feladatban szereplé girbe egy hengerfeliiletre irt
csavarvonal (41. Abra), amelynek az xy sikra eso vetiilete kor; az xz sikra
valo vetiilete :

X=C05 z, ZER,

hiszen a P(cos #y, sin 2y, ¢,) vetiilete az xz sikra a P'(cos £y, 0, #y) pont.

3. Igazolja, hogy az
r:t—e' cos fi+eé sin fj+e'k, t¢eR
fiiggvénnyel adott térgorbe illeszkedik a

z=Vx24+y2, . (x,y)CRV2
kupfeliiletre !

A gorbe minden pontjaban

x(f)=€' cos t,
¥t)=e'sint,
z(H)=e' =0, tCR.

Tehit minden pontban:
x24-y2=e¥(cos?t +sinZ)=e¥ =72,

azaz a gorbe valdban illeszkedik a feliiletre (ktpfeliiletre csavart csavar-
wvonal).

4, Hatdrozza meg a 2. feladatban szerepld térgérbe ivhosz-
szt a t€[0; 27] intervallumban!

Mivel r minden koordinatajaban folytonosan differencialhaté fiigg-
vény, igy T létezik és korlatos:

I :t——sin fi+cos ti+k, LER,
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ahonnan

el =}2.
fgy az ivhossz:
27
S——-f V2de=27)2.
0
Megjegyzés: A megoldasbol laiszik, hogy az s=t}/2 paraméteriransz-

formacidval a gdrbe természetes paraméterezését kapjuk.

5. Igazolja, hogy a 2. feladatban szereplS csavarvonal gdr-
biilete és torzidja allandd!

Az el620 feladat eredményét felhasznalva :
s L8 ., s

r:§+>C0s —— i-+sin — j+—Kk, SER,
V2 V2 ¥2

ahol s a természetes paraméter.

1 N s,
r':s»—:[—sm—T1+cos—:]+k], SER,
V2 V2 V2
i s, . 5,
r’ :s»z[-—cos———l—sm——-j] , SER.
V2 V2
Tehat a gorbulet:
1, .
x=|r*|=-==4allando.
2

A torzié meghatarozasihoz sziikségesek az n és b vektorok.

n=

® ]

=_[cos]—;-§-i+sin’;/%i],

azaz n minden esetben parhuzamos az xy sikkal. A binormalis egységvek-
tor:
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1 s s
b=txXn=—- [sm—l—cos——j—l-k]

yzU ¥z V2

1 S
r” i srre— [sm——n-—cos—;]
22\ Y2 V2
igy a torzib:
br”

1
7=——=-—=allando.
* 2

Tehat csavarvonal esetén 7 és x valoban allando.

Megjegyzés ! Igazolhat6, hogy az egyetlen olyan nem sikbeli girbe,

amelynek gorbiilete és torzioja allandd, a csavarvonal.
Ha a csavarvonalat az

r: t—R, cos ti+ Ry sin tj+mik, I€ER
fiigevény jellemzi, akkor
m Ry
= = — N
R24m?’ R2+-m?

igy 7 és » értéke a csavarvonal jellemz8 paramétereit egyértelmiien meg-
hatarozza.

6. Hatarozza meg a 3. feladatban szerepl§ térgérbe ivhosz-
szat a [0; 1] intervallumban!

I:t—~(e cos t—e! sin i+ (¢’ cos t+¢ sin Hj+e'k, tER.
Tehat :

Ir}=¢"} (cos t—sin )2+ (cos 7+-sin )2+ 1 =}/§e'.
Igy az ivhossz:

1

= f V3et di=}3(e—1).

0
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Megjegyzés : A feladat megoldasibollathatd, hogy a [0, 7y]intervallum
esetén az ivhossz:

S=Y3("-

Ha elvégezziik a

t=In [%4- c} ,  ahol c=0 4llandé
3 ,

helyettesitést, akkor s természetes paraméter, ugyanis:

dr
, dt r
y = »
. .‘ff ]/Ee‘
dt

azaz [r‘|=1, igy valdban természetes parameéter.
7. Igazolja, hogy az

r:ta—»—rtcosln——{:i+v—t:—sinln~f:j+—t_—k, teR?
V3 Y3 V3 Y3~ Y3

fiiggvény esetén ¢ természetes paraméter, és hatdrozza meg a
gorbiiletet a £,=1 helyen!

Azt kell belatnunk, hogy |r|=1 minden ¢€R* helyen; ebbdl mar
kovetkezik, hogy ¢ természetes paraméter;

t t t
r: He-— [[cos ln————-smln—] H—[sm In—+coslin ] ,l+k]
£ V3 3

Ebbdl

ey 1 t . t)? (. ¢ t )?
(x| =3 }|cos In—=sinin—| +|sinln —+cosln—| +1|=1,
16 V3 V3 V3
tehat ¢ valdban természetes paraméier, azaz
F=r.

Az adott pontbeli gorbiilet meghatarozasahoz r” sziikséges:
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1 .
r’ ip—-o [(—sin ln—t_—cos ln—t] i+ [cos In—L—sinln-—tT] j] -
e V3 V3 V3 V3
Tehat:
r’()=—i+—j.
I E

fgy a gorbiilet:

2
*(D=r"(1)= V; .

Megjegyzés : A 1érgorbe a 3. feladatban szerepld kupfeliiletre irt csa-
varvonal, csak mas a paraméterezése,

8. Hatarozza meg az
2
r: t»ﬁ+%j+ ’k, t€R

fiiggvénnyel adott térgdrbe 1,=0 pontjaban a kisérg triédert!
Hatarozza meg e térgérbének a kisérd triéder sikjaira esé
vetiiletét !

Mivel

I:o—~i++30k,

igy

RHO)=i=t,
hiszen

F0) =1.

A fénormalis egységvekior iranyat az
(T(0)X¥(0)) X1(0)
vektor adja meg.

T: i+ 61k,
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tehat
r(0)=},

igy niranya:
(iXj)xi=kXi=j.

Mivel egységvektort kaptunk, igy ez egyben a fénormalis egységvektor :
n=j.

A girbe t;,=0-hoz tartozé simuldsikja az xy sik, amelynek normalvektora:
b=tXn=k.

Az origbhoz tartozd kisérdtriéder egységvektorai tehat megegyeznek a ten-
gelyiranyu egységvektorokkal, igy a vetiiletek meghatarozasa a koordinata-
tengelyek sikjara valo vetitést jelenti.

by $=

42, abra
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Mivel a P(x, y, z) pont vetiilete az xy sikra a P|(x, y, 0) pont; igy az
xy sikra esé vetiiletgdrbe egyenlete:

al ¢R
=—, x€R,
¥=3

Hasonldan a zx sikra es6 vetiilet:
z=x3, X€R,

&s a zy sikra esd vetiilet :
z2=8y°,  yERT (42. 4ibra).

Megjegyzés : Tgazolhatd, hogy ha a térgorbét el6allito r fiiggvény vala-
mely pontban hiromszor folytonosan differencialhato, e pontban a gorbiilet
és a torzid nem zérus, akkor e pont kis kdrnyezetében a térgbrbe vetiiletei a
kisérétriéder sikjaira hasonloak a 42, abran lathatd vetiiletekhez.

9. Hat4rozza meg, mely pontokban parhuzamos, ill. me-
t8leges a térgorbe érintje a

3x+45y+62=20
sikkal, ha a térgorbét a kovetkez8 fiiggvény allitja €ls :
r: ¢t (2 +2)i+ (61— 4)j+ (224 50k, t€R.

A sik normalvektora :
n(3; 3; 6).

Az érint6 egyenese akkor parhuzamos a sikkal, ha az érinté iranyvek-
tora és a sik normalvektora egymasra merdleges, azaz, ha skalarszorzatuk
ZEérus.

E =20+ 6§+ (42 5k,
igy a skalarszorzat:

n=6¢4-30-+24¢+ 30.
In akkor zérus, ha 1= -2.
(—2)=6i—16j—2k,

tehat az érint6 a P(6, — 16, —2) pontiban parhuzamos a sikkal. E pontban
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az érint§ iranyvektora :
v(—4;6; —3),
tehat az érinté egyenletrendszere :

x—6=—4u,
y+16= 6u,
z+4+2=—3¢

Az érintd akkor merdleges a sikra, ha irdnyvektora parhuzamos a sik not-
malvektoraval; azaz, ha van olyan ¢, pont, amelyre

r(ty=2An, AER\{0).
Mivel
n{3;5; 6)

z

és
T{tg)=21,i+ 6§+ (415+ 5)k,

fgy az egyenlSség a misodik koordinatak egyenldsége miatt csak A=1,2 ese-
tén teljesiilhetne, ekkor azonban a

3,6 = 2t0,
7,2'—" 4‘[0 + S.

egyenleteknek kellene egyszerre teljesiilniiik. Ezlehetetlen, tehat nincs olyan
pont, amelyhez tartozoé érintd a sikra merdleges lenne.

10. Gravitacids térben a Py(4; 20; 60) pontbdl vy(S; 20; 40)
kezd@sebességgel elhajitunk egy pontszerd testet. irja fel a pa-
lya egyenletét! Milyen magasra emelkedik a test; hol éri el az
xy sikot ? (Feltételezziik, hogy a test gyorsulasa —gk.)

A test x és y iranyban egyenletesen mozog, igy a palya egyenlete:
r=(4+ 50)i+ (20+ 200)j+ (60+40t—§ t2] k, tCR*.

A test sebességét r adja:
I @ 154204+ (40—~ g0k,

azaz a sebesség elsd két koordinataja allando. A palya tetbpontjan a sebes-
ség z iranyli komponense zérus. (Tt 2(¢)-nek maximuma van, tehat z(5)=0.)
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40“gt0=05
t0%4,

fey a tetbpont koordinatai: T(24; 100; 140).
Az xy sik egyenlete x=0.
Tehat a metszéspont idépontjat a

60+40t-§ =0

egyenlet pozitiv megoldasa adja. Ez #;=9,29.
E pont koordinatai: B(50,45; 205,8; 0).

Megjegyzés : A mozgas palyaja sikgorbe. Konnyen belathato ugyanis,
hogy a palya minden pontja a

dx—y=-—4

egyenletii sikban van. Belithato az is, hogy a palya parabola.
11. Igazolja, hogy az
r: t—Rcos whi+ R sin wij, t€R™

(R, o 4llando) fiiggvénnyel jellemzett pontmozgas (egyenleies
kérmozgas) esetén

i & |E|
allandd, és teljesiil az

f=—w’r
differencialegyenlet !

A pericdikus mozgast végzd pentezeri test sebessegét minden #, id6-
pillanatban r(f,), gyorsulasat ¥(sy) adja. Tehat:

v=T: —>— Rwsin wfi+ Kw cos wif,
a=rF: t—>— Rw? cos wti— Rw?sin wii.

Lathato, hogy:

Iv| = |F|=Rw=4allandd,
és

vr=0, tehat vlir,
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valamint .
la]=|¥|=Rw2

Latszik tovabba, hogy

F=— @,

azaz r valoban kielégiti a differencialegyenletet.

Megjegyzés : Ha |r]=c>0, 1€ R (4llando sebességi mozgas), akkor I és
f minden iddpillanatban merdlegesek egymasra. Ugyanis:
2= |f2=c2
allando, igy
V d. dc?

g e
—re=2rr=—=0.
dt dat

-12. Hatarozza meg az

2 2

(R, w, « dlland6k) filiggvénnyel leirt pontmozgas gyorsulésat, és
bontsa fel t és n irdny( Gsszetevkre! (Gyorsulé kérmozgas.)

r:t—~Rcos [wH—E t2] i+ Rsin (mt—ka—t ,z] i tERT

A pontmozgas sebessége :

. : o
v=r !t R{w+ar) [—sin (wt+7 tz} i+cos [wt-%——;tz] j'] >

a gyorsulas:

' . o o
a=r ! — Ro, [sm [wt+3 tz) i—cos [cot+——2— tz) j]—
\ L - .. o
~ R(w-+ o) [cos (mz+? tz) i+sin [wt+—2- t2] j] .
résr alakjat figyelembe véve irhatjuk, hogy:

o

a= —(w+or)r+ .

w-+at
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Tudjuk, hogy

r . 1
=—T = [ ————— N
[e| R{w-+at)
s mivel sikmozgasrdl van sz, azaz a simulosik az xy sik, igy m a kor kozép-
pontja felé mutat, azaz:

r r
T nll R
Ezt figyelembe véve a gyorsulas felbontdsa :

vj2
a=R{w+oryn+ oth:Lﬁ- n-+ aRt,

azaz a mozgis soran az érintdiranyu gyorsulas allando, a normalis iranya-
ba esb gyorsulas a sebesség négyzetével aranyosan véltozik.

Megjegyzés : Egy tetszOleges mozgas gyorsuldsvektora mindig felboni-
hato t és n irdnyu SsszetevOkre, éspedig:

d w2
dt R

ahol R a gbrbe gorbiileti sugara.

13. Igazolja, hogy centralis erétérben végzett mozgas ese-
tén (azaz a mozgds sordn az er§ egy rogzitett pont felé ira-
nyul) az

=% (rxt)
osszefiiggéssel definialt teriileti sebességvektor dllando!

Vegyiik fel a koordinata-rendszer kezdépontjat az erScentrumban !
Ekkor

= - Ar, {A>-0 altando).
Newton I1. idrvénye szerint:

F=ma=mr.
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F két alakjat Gsszehasonlitva 1atjuk, hogy r és ¥ parhuzamos vektorok azaz
vektorialis szorzatuk zérus:

rxr=0.

Hatarozzuk meg s derivaltjat!

d.s'_ X )+ X) 0,
‘T—z(r r (rxx

hiszen az elsd tagban a két vektor azonos, igy ez a vektorialis szorzat defi-
nicidja miatt zérus, a masodik tagrél pedig az el6zéekben lattuk be ugyan-
ezt. Mivel s derivaltja zérus, igy s allando. Ebbél az is kévetkezik, hogy e
mozgas sikmozgas. ‘

Megjegyzés : A feladatban Kepler II. torvényét igazoltuk.

14. Bontsuk fel sikmozgds esetén az ¥ és r vektorokat r ird-
nyu és r-re meréleges Osszetevikre!

A feladat megoldasakor célszerii sikbeli polarkoordinatakat alkal-
mazni,
Ekkor

Jel=r,
azaz
r=re

ahol e, az r iranya egységvektor. Jelentsen e, e,-re merdleges egységvek-
tort, amelyet névekvd @ iranyban valéo 90°-os forgatassal kapunk e,-bol.
A 11, feladat megjegyzése szerint egységvektor derivalt vektora e vektorra
merdleges vektor, igy:

@;=¢e¢;é¢=-—¢w”

. de .
ahol p=—— (43. abra).

dt .

Ezt alkalmazva:

r=re+ré =re+rpe.
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x
43, bra

amely éppen I keresett felbontasa, Ezt ismét differencialva :
r=re +Fé +e (Fp+ri)+rpé,.

Figyelembe véve &, € alakjat:
r=(—rgde+(rp+2rple,,

amely a gyorsulasvektor felbontasa.

Megjegyzés : A teriileti sebességvektor allanddsaghn ak (13. feladat) és
¢ felbontisanak alkalmazasaval hatarozhatd meg egy centralis erétérben
mozgd test palyaja. (Kepler 1. torvénye)

2. Kétparaméteres vektor-skaldr fiiggvény. Feliiletek

Felilletekkel mar a kétvaltozods fiiggvények szemléltetése-
kor is foglalkoztunk, de ott nem definidltuk a feliilet fogalmat.
Elemi felilletnek nevezziik, a kérlemez topologikus (azaz
kolcsonosen egyértelmii és kolesondsen folytonos leképezéssel
nyert) képét. A korlemez hatdrpontjainak képe adja az elemi
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felillet hatarat. Elemi feliileteket hatdraik mentén Osszeilleszt-
hetiink. Az Osszeillesztést gy végezziik, hogy csak véges sok
hatarol6é gérbe mentén csatlakozzanak az elemi feliiletek, s a
csatlakozd gérbék belsS pontjai a feliiletnek is belsé pontjai le-
gyenek. Véges sok elemi feliiletet igy Osszeillesztve feliiletet ka-
punk. A feliiletek néhany lényeges tulajdonsigdt definialjuk.

A feliilet zdrt, ha korlatos és nincs hatara. A feliilet gssze-
fiiggd, ha barmely két feliileti pont Gsszekothet a feliileten ha-
lad6 gorbével; egyszeresen dsszefuggd, ha barmely feliiletre il-
leszked6 zart gorbe kettévagja.

Ha a feliillet egy régzitett P pontjan athaladé, a feliiletre
illeszkedd, érintSvel rendelkezd gbrbék érintdi egy sikban he-
lyezkednek el, akkor ezt a sikot a feliilet P pontbeli érintdsikja-
nak, a sik normélvektorat a feliilet £ pontbeli normdlisdnak ne-
vezzilk,

44, abra

Tegyiik fel, hogy a feliilet minden pontjaban 1étezik az igy
értelmezett normalvektor. Mozgassuk el a normalvektort a fe-
lilletre illeszkedd, a feliilet hatarpontjait nem tartalmazd zart
gdrbe mentén addig, mig kezdGpontja az eredeti helyzetbe ke-
riill! Ha a kezdd- és végallapotban kapott vektor minden ilyen
edrbe esstén megegyezik, a feliiletet irdnyithatonak (kétoldala
felilletnek) nevezziik. A 44. abran lithaté Mocbius-szalag egy-
oldala feliilet. Hasonldéan egyoldald, de zart feliilet a Klein-féle
palack (45. 4bra).
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45, abra

Ha a feliiletbe irt, a feliiletre tAimaszkodo, haromszoglapok-
bol 4116, bizonyos szdgkorlatozdsoknak eleget tevd poliéderek
felszinének hatarértéke, finomodd poliéder sorozat esetén Iéte-
zik, akkor a feliiletet mérhetének nevezziik, s e hatarérték a fe-
liilet felszinét adja.

.~ 112.-ben lattuk, hogy bizonyos feliiletek megadhatdk két-
valtozos fiiggvényekkel, ebben a részben kétparaméteres vek-
tor-skalar fiiggvénnyel vald leirasukkal foglalkozunk.

Az

r: (u, V)1, v), (i, V)EDC R?

fiiggvényt, amely az R? (paramétersik) egy részhalmazéhoz a

hiromdimenzids tér vektorait rendeli hozza, kétparaméteres vek-

tor-skalar fiiggvénynek nevezziik.
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Ha a térben rogzitjiik a koordinata-rendszert, akkor:
r: (u, ©)—1(u, v)=x(, V)i+y(u, vV)j+z(u, V)k, (4, V)ED,

azaz e fiiggvény mindhirom koordinatdja az u, v valtozok két-
valtozos fiiggvénye.
Az

F={r=r(u,v) | (u, 0)€D} \

halmaz pontjai altaliban egy feliiletet alkotnak. E fiiggvény ha-
tarértékét, folytonossagat kiillon nem definialjuk, ezt az Olvaso-
ra bizzuk.

Ha 1étezik és véges a
lim 11y + Alu, vo) — K1, Vo)
0 Au

hatarérték, akkor ezt az r fiiggvény Py(u,, vg) pontbeli u szerinti
parcialis derivaltjanak nevezziik :

4
ru(u(): DO)-
Hasonldan értelmezhetd r/(ug, vy) is.
(Szemléletesen : a zérustol kiilonbdzd ¥ (ug, vy) vektor az
u—~1(u, vg), (u, vy)ED

fiiggvénnyel definialt, a feliiletre illeszked§ térgorbe érint&jének
iranyvektorat adja.) Az igy értelmezett parcidlisok koordinatai
megegyeznek a megfelelé koordindtak parcidlisaival. :

Ha r a D tartomdnyban folytonosan differencidlhato, azaz
parcidlisai léteznek ¢és folytonosak, és itt

r,Xr,#0,

akkor az r fiiggvény altal adott feliilet minden pontjaban van
érint8sik, amelynek normdlvektora a Py€ D pontban:

(P X1 (Py).
Ha a D tartomany mérhet3 teriiletii és r folytonosan differen-
cidlhatd D-n, akkor a feliilet felszine :
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A=ff [r, X r,| du dv.

D
(A felszin kiszdmitdsaval a késGbbiekben foglalkozunk.)

Gyakorlo feladatok

1. Adja meg az 4, B, C pontokat tartalmazd sik, és az
A, B, C haromszdglap vektoregyenletét, ha

A(l;1;3); B{4;2;7) és C(5;4;N!
A sik egyenlete

-
r=r,+uAB+vAC, (u, D)ER?,

ugyanis a sik valamennyi vektora eldallithato az ZB, ZZ‘ veklorok linearis
kombinacitjaként, ha az 4, B, C pontok nem esnek egy egyenesbe.
Esetiinkben:

—
AB(3;1;4),
—
AC(4;3;6),
tehat a sik egyenlete :
r=(1+3u+4)i+(1+u+30)j+ (B +4ut6v)k, (u, v)ERZ

Ha csak a haromszdglap sziikséges, akkor az u, v szimparra megszoritast
kell tenniink.
Mivel a BC szakasz tetszdleges P pontjara:

— - —
AP=AB+ ABC 0=/=1,
és
— — —
BC=AC—-AB,
igy
— — —
AP=(1—-A)AB+AAC.

A héromszoglap (belsd- és hatar-) pontjait kapjuk tehat, ha az el6z6 fiigg-
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vény értelmezési tartomanyat leszikitjiik :
D={(u, v)CR?} u, v=0, ut+v=1}.
Megjegyzés :
A sik esetében:
’ —
r,=AB,
’ —
r,=AC,
r r > ~ »
tehat: r, Xr,=ABXAC, ami a sikra merlleges vektort ad.

2. Adja meg az R sugari origé k6zéppontl gomb vektor-
egyenletét !

" "Az els6 fejezetben megismert gombi koordinatikat alkalmazva (r=
= R=4allando6), a gbmb egyenlete :

r=Rsin u cos vi+ R sin u sin vj+ R cos uk u€[0; =}, v€[0; 2x].
(A leképzés nem kolcsondsen egyértelmd, mivel u=0 esetén v-t5l fliggetle-
niil a P(0; 0; R) pontot kapjuk.)

3. Irja fel az

(x—3)*+2z2=4
egyenletii korvonal z tengely koriili forgatdsakor keletkezd fe-
liilet (térusz) vektoregyenletét !

Az xz sik egy tetszlleges P(x;, zy) pontjit a z tengely koriil ¢ szbggel

elforgatva a keletkez6 pont koordinatai:

xl =x0 cos @,
Y1=Xpsin ¢,
Zy=2p @€l0, 2x].

A korvonal paraméteres elGallitasa (46. abra):
x=342cosu,

z=2siny, uclo; 2x].
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46, abra

A felilletet e pontoknak z tengely koriili forgatasival kapjuk, igy az
el6zé felhasznalasaval a feliilet egyenlete :

r=(3+2 cos u) cos gi+ (32 cos u) sin pi+ 2sin vk,
(u; ¢)E[0; 2n].

A keletkezd feliilet zart, sszefiiggd, de nem egyszeresen Osszefiiggd.
Megjegyzés : Hasonloan irhat6 fel az xz sikban levs

x=x(1),
z=2z(r), tcDCR

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe z tengely koriili forgatasakor
keletkez6 feliilet egyenlete is:

r=x(r) cos pi+x(f) sin @j+ z()k teD, pef0; 2a].

4. Irja fel annak a kupfeliiletnek az egyenletét, amelynek
csucsa az A(5; 4; 7) pont, vezérgorbéje pedig az

y=Xx2, XER
parabola!

Jelolje B a parabola egy tetszdleges pontjat ! Ekkor az AR szakaszon
levé P pont helyvektora (47. dbra):

rp=t AB+r,=Hrp—r )+r,=(1—Or +trg  €]0; 1),
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cy

g
47. abra
igy a feliilet egyenlete :
e=(5—5t+ )i+ (@—4t+exDj+(T-T0k  (t, HER™

Hasonld m6don kaphatjuk meg tetszbleges csicspontd és vezérgorbéjii kup-
feliilet egyenletét is.

5. frja fel annak a hengerfeliiletnek az egyenletét, amely-
nek vezérgorbéje az

x2—y2=1

egyenletii hiperbola x>0 4ga, alkotbja pedig parhuzamos az
a(2; 4; 5) vektorral!

A hiperbola paraméteres eléallitasa :

x=cht,
y=Sh t, teR)

hiszen
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eh =0,
és
ch?¢—sh2¢=1.

A feliilet tetszGleges P pontjat megkaphatjuk, ha a hiperbola valamely
pontjabol az a vektorral parhuzamosan haladunk. A P pont helyvektora
tehat:

rp=TIpg+Ha, UcR.,
ahol a B a hiperbola valamely pontja. fgy a feliilet egyenlete :
r=(ch ¢+ 2u)i+(sh t+-4u)j+ 5uk, (1, W) R2

Hasonlé médon adhaté meg tetszbleges hengerfeliilet egyenlete is.

6. Mozgassunk egy egyenest az
r: t—cos ti+sin tj+ 1k, t€R

csavarvonalon gy, hogy az minden pontban a csavarvonal
érintGje iranyaba mutasson!
Irja fel az igy keletkezs feliilet egyenletét !

A feliilet tetszbleges pontjaba eljuthatunk, ha a csavarvonal valamely
P, pontjabol a Py pontbeli érinté iranyaban mozdulunk el. (K6nnyen lat-
hato az is, hogy igy csak a feliilet pontjait kapjuk.)

Az érintd irdnyvektora a P pontban :

igy a feliilet egyenlete :
s={(cos t—u sin )i+ (sin 1+ u cos O+ (¢-+ wk, tef0; 27), u€ER.

Igazolhato, hogy az igy keletkez06 feliilet — lefejthetd vonalfeliilet — silii;a
kiterithetd.

@Hatérozza meg az
r=xi+pj+(x*+ Dk,  (x, »)ER?
feliilet Py(4; 3; 25) pontbeli érint8sikjinak egyenletét!

158

A feladatot a kétvaltozos fiiggvények targyaldsa soran mar megoldot-
tuk. Most mas titon keressiik a megoldést. A feliilet P, pontbeli normél-
vektorat az

l',:(xo, yo)XI‘;.(xg, yo)

vektor szolgaltatja.
Esetiinkben:

rl=i+2xk,

X
r,=j+2yk.
A P, pontban:
4 . )
r(4; 3)=i+ 8k,
r,(4; 3)=j+6k.
Tehat az érint6sik normalvektora (a P, pontbeli {eliileti normﬁlis)l:
ijk
n=|10 8|=-—-8i—6j+k.
016

fgy a P, pontbeli érintdsik egyenlete:
8(x—4) + 6(y—3)— (z— 25)=0,

ami, természetesen az el6z6 megoldas eredményével egyezd.
Megjegyzés : A feladatban szerepld feliilet az
Fiup)»x?+y%  (x,y)ER?

filggvény grafikonja. Kétvaltozos fliggvénnyel adott feliilet kétparaméteres
vektor-skalar fiiggvénnyel vald megadasa tehat torténhet az x, y paraméte-
rek valasztasaval:

r=xi+yJ+f(x, y)k.

@ Hatarozza meg az
r=2 sin u cos vi+ 4 sin u sin vj+ 3 cos uk,
u€[0;x], ve[0, 27] '
feliilet u0=%; Doz—:{- paraméterii pontbeli érint8sikjat !
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22
Z
A feliilet ellipszoid, ugyanis teljesiil az —4—+Jl-%+?=1 egyenloség,

amelyet egy ellipszoid pontjai elégitenek ki; hiszen a feliilet sikimetszetei
32 i ..
ellipszisek. E feliilet Py [1 3 2; -———};— pontbeli érintdsikjat keressiik.
A feliileti normalis meghatarozasahoz sziikségesek a paraméterek sze-

rinti parcialis derivaltak:

£, =2 cos i €os vi-+4 cos u sin vj—3 sin uk,

!

r,= —2sinu sin vi+4 sin u cos 7j.

A P, pontban:

3)/2

l":(uog 7-70) =1 + 2.i - ‘_‘2"_ k’
r;:(uoa vg)=— i+2j.

A P, pontbeli érintdsik normalvektora:

Vi

I r ] 3 .
n=r,(uy, v5) XX, (U, vg)=3 I/E1+ = i+4k.

]zo.

9. Hatirozza meg az origé kozépponti 3 egység sugarl
gémb Py(2;2; 1) pontbeli érintdsikjanak egyenletét!

gy a keresett érint6sik egyenlete:

V2 [2_322

3)/§(x—1)+§—2—2(y—2)+4

Az eérintOsik egyenletét tébbféleképpen is megkaphatjuk. A megoldas
soran felhasznalhatjuk a 2. feladat megoldasakor latott géombi koordina-
takkal tbriénd paraméterezést, majd az el6zd feladathoz hasonldan ebbél
meghatarozhatjuk a P, pontbeli feliileti normalist.

Célszeriibb azonban felhasznalnunk a gombnek azt a tulajdonsagat,
hogy az érintési pontba lll'izott sugar merdleges az érintbsikra, igy az érin-
tosik normalvektora az O P, vektor lehet.
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Tehat

e
n=0P,=2i+2j+k,
igy az érintlsik egyenlete :

2(x—=2)+2(y—2)+(z—-1)=0.

10. Allitsunk az el8z3 feladatbeli érintSsikra merdleges si-
kot (in. normalsikot), amely a P, pontot és a z tengelyt tartal-
mazza.

Hatirozza meg a metszésvonal egyenletét és P, pontbeli
gorbiiletét! Hogyan valtozik a gorbiilet, ha a metsz6 sikot az
érintSsik és normalsik metszésvonala koriil forgatjuk ?

A normalsik normalivektora merdleges az érintdsik normalvektorara
és a z tengelyre, igy:

n*=nXk=Q2i+2j+ k) xXk=—2j+2i.
Mivel a sik tartalmazza az origdt is, igy egyenlete:

x=y.

E sik a gdbmbét egy 3 egység sugari korben metszi, amelynek egy le-
hetséges paraméteres megadasa :

3.3
§ f>— sin fi+— sin #j+3 cos 1k, t€[0; 2z,
V2 V2

Mivel a metszetkor sugara 3, igy gorbiilete a P pontban és a metszetkor
barmely pontjaban:

{
v=—,

3

Ha a metsz0sikot az érint0sik és a normalsik metszésvonala koriil forgat-
Jjuk, akkor a metszetkor sugara csokken. (A 48. abran, a P, ponton &thala-
do, a fixen tartott egyenesre merdleges sikmetszetet abrazoltuk.)

Az Abrabol lathatban:

r=3cos @,
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48. abra

igy a gorbiilet:

1 ® efo i
MKy = = L] ; .
1" 3cos @ CcOsSg@ ¥ 2
Megjegyzés : A normalmetszet és a ferdemetszet gorbiilete kozdtti osz-

szefiiggés, amelyet a feladatban gdmb esetén igazoltunk, altalanosan is €x-
vényes (Meusnier tétele).

11. Hatdrozza meg a 7. feladatban szereplé feliilet eseté-
ben azon P, pontbeli normalmetszet egyenletét és P, pontbeli
gbrbiiletét, amely a z tengelyt tartalmazza!

A keresett sik normalvektora mer6leges az érintsik normalvektorara
és a z tengelyre, tehat a sik normalvektoridnak valaszthatd ezek vektorialis
szorzata:

n*=nxk=_8j—61.
igy a normalsik egyenlete:
6x—8y=0.
A metszetgirbe egyenletét keresve valasszuk x-et paraméterként:

x=t!

Ekkor a sik egyenletébsi :

_3t
}’—4 .

Mivel z=x2+,2 jgy
25

z=—1%
16
A metszetgorbe tehat:
r—ti—i-3 t‘+25 1’k
] 1 T tE€R,
vagyis parabola.
A Py pontbeli gorbiilet meghatarozésahoz sziikségii 4) &
. iikségiink
r(4) vektorokra. glnk van az r(4) és
T '+25 k
4.' '—8—- 1k,
azaz:
. , 4
=i+ i+16k,
. 50
r=r(4)=—k.
( 9

A P, pontbeli gorbiilet:

iy HOXEQ)
Ie(4)13
A szamitasokat elvégezve kapjuk, hogy:
#(4)= 2_
101¥101

12, Hatdrozza meg hogy a 8. feladatban e ggas
Lriogzr ol s > . szerepl ‘
crintdsikja mely pontban parhuzamos a plS feliilet

2x+y= 0
sikkal!
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A feladat megoldasa sordn meghatiroztuk a paraméterek szerinti
parcialisokat. Fzt felhasznalva, a feliileti normalis:

i i k
n=r,Xry=| 2cosucosv 4cosusinyg —3sinul=
—2sinusine 4sinucosv 0

=12 sin? u cos vi+6 sin? u sin vj+ 16 sin u cos uk,
Az érintdsik akkor parhuzamos a
2x4+y=0

sikkal, ha az n vektor parhuzamos az ni(2; 1; 0) vekforral, azaz van olyan
A0, hogy

n=7n;.
Mivel h! harmadik koordinatija zérus, igy:
16 sin u cos u=0,
Tekintve, hogy
sinu=0
esetében n mindharom koordinataja zérus, csak

cos u=10 lehetséges.

Ekkor
14 .
u=—2-, azaz sinu=1,

n elsé két koordinatija e pontokban:

n,=12cosv=A~-2,
n,=6sin v=A-1

E két egyenletbdl:
tgv=1,
azaz
b4 S
= vy=—
ﬂl ) 2 4
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A két pont tehat, ahol az érintdsik parhuzamos az adott sikkal

PV2;2Y2;0,
Py—V2; -2V2;0),
e pontok tehat az xy sikban vannak,

Megjegyzés: Ha u=0, akkor r/,Xr,=0, azaz nem hatiroz meg érints-
sikot. Az 1=0 paraméter pont — v-t8l fiiggetleniil — az 4(0; 0; 3) pont.
Szemléletesen latszik, hogy e pontban van érintdsik, ésez a

z=3 sik.

A problémat a feliilet paraméterezése (2. feladat megjegyzése) okozza.

13. Hatarozza meg az
r=(u+ v)i+ (v—v)j+ duvk, (u, V)ER?

felillet orig6beli érintGsikjat !
Mi a feliilet és az érint8sik metszésvonala ?

A feliilet nyeregfeliilet, ugyanis:

x=u+v,
y=u-uv,

tehat :
2u=x+y és 2o=x-—3y,
fzy
z=4up=(x+y)x—y)=x2~)2,
A paraméterek szerinti parcialis derivaltak :
1, =i+j+4vk,
r,=i—f+4uk.
Az origdban uy= v,=0, tchat

r(0; 0)=i+j és £,(0; 0)=i—j.
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A feliileti normalis tehét :
u=(i+Px(i-h=—2k; |
ebbol kovetkezden az origdbeli érintbsik az xy sik:

z=0,

Lattuk (2.2-ben), hogy az xy sik a nyeregfeliiletet két egyenesben meiszi.
Ezek:

x=y, ul. X=—J.

Megjegyzés : Vizsgaljuk e feliilet esetén az origbn atmend norméalmet-
szeteket! Ha a normalmetszet illeszkedik az y tengelyre (z= —y?), akkor
az origdbbl a gorbiileti k6zéppontba mutatd vektor a feliileti normalissal
azonos értelmii, az x tengelyre illeszkedd normalmetszet (z=x2) esetén vi-
szont ellentétes értelmii e két vektor. Az el6bbi esetben a feliileti gorbe
gorbiiletét pozitivnak, az utobbiban negativaak nevezziik. A feliiletnek azon
pontjait, amelyekhez tartozd normalmetszetek esetén a gorbiilet pozitiv és
negativ is lehet hiperbolikus pontoknak nevezziik. Hiperbolikus pontok ese-
tén a pontbeli érintdsik tetszileges kis kornyezetében, az érintdsik altal
meghatarozott mindkét féltérben van a feliiletnek pontja.

A nyeregfeliilet minden pontja hiperbolikus pont. Ha a P pontnak
van olyan kornyezete, amelyben a feliilet a pontbeli érintsik altal megha-
tarozott féltérben van, a pontot elliptikus pontnak nevezziik. Ekkor a P
ponton atmend Osszes normalmetszet gorbillete azonos elfjelii. Ha vala-
mennyi P pontbeli normilmetszet gérbiilete nemnegativ (ill. nempozitiv)
de van olyan metszet is, amelynél a gorbiilet zérus, a P pont parabolikus pont,

14. Hatdrozza meg az
r=shui+chushvj+chuchok, (4, v)€R?

o

feliilet #,=0, vy=arsh 1 paraméterd pontbeli érint8sikjanak
egyenletét!

A feliilet a 2.2-ben targyalt kétkopenyi hiperboloid, ugyanis r koor-
dinataira teljesiil a

2=x2+y? 41

egyenlOség.
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Mivel
sh (arsh #) =1, és ch (arsh =Y 1+ 22,

fgy a Py(0;1; ]/-2—) pontbeli érintdsikot keressiik.
A parcidlis derivaltak :

r,=ch ui+sh u sh vj+shu ch vk,
r,=ch uch vj+chush bk.

A P, pontban:
r, (ug, Vo) =1,
r,{tg. Vo) = ]/51 +k.

A P, pontbeli feliileti normalis tehat:
n=ix (V2j+ k)= () 2k—j).

Az érintdsik egyenlete tehat:
—(-D+V2-V2=0,

azaz az érint6sik parhuzamos az x tengellyel.
15. Igazolja, hogy az

r=cos 2u(1—v sin w)i+(sin 2u-+v sin u cos 2u)j+
+ v cos uk, ucl0;x}; p€[0; 1]

feliilet esetén a Py(1;0;0) pontban a feliileti normalis v=0,
u=0 és v=0, u=m esetén ellentétes értelmii, azaz a feliilet nem
irAnyithato.

A v=0 paramétervonal pontjai az

r{u, 0)=cos 2ui-+sin 2uj, ucfo,; =]

gorbén, egy xy sikbeli egységsugarii koron helyezkednek el. Ha e korén
korbe mozgatjuk a feliileti normalist, €s a kezdd- és véghelyzet kiilinboz6,
akkor a feliilet nem irdnyithat6.
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A paraméterek szerinti parcidlis derivaltak :

1, =(~2 sin 2u— v cos u cos 2u~+ 2v sin 2u sin u)i+
+ (2 cos 2u+ v cos u cos 2u— 2v sin u sin 2u)j— v sin uk,

r, = —sin u cos 2ui-+sin u cos 2uj-+cos uk.

A parciélisok értéke a P, pontban:
r}(0; 0)=r,(n; 0)=2j,
r,(0; 0)= —r,(%; 0)=Kk,

fgy az n=r,Xr, feliileti vektora:
n(0; 0)=—n(z; 0),

tehit n a kezdd-, ill. véghelyzetben ellentétes értelmf, azaz a feliilet nem ird-
nyithato.

3. Skalar-vektor fiiggvények

Ha a haromdimenzids tér vektorainak egy D részhalmazit
leképezziik a valds szamok részhalmazara, akkor skalar-vektor
fiiggvényt értelmeziink : '

u:D—R, DcE3.

u értelmezési tartomanya tehdt E3 részhalmaza, értékkészletét a
valés szamok alkotjak:

u : r—>u(r), réD.

(Skalar-vektor fiiggvény helyett szokdsos a skaldrtér elneve-
zés is.)

Ha a térben rogzitjiik az i, j, k egységvektorokat, és ezzel
egyiitt egy Descartes-féle koordinata-rendszert, akkor E3 (a tér
vektorai) és R® (a rendezett szimhérmasok halmaza) kdzott
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést hozunk létre. (A tovab-
biakban nem tesziink kiilonbséget E* és R3® kozott.) Ekkor,
mivel :
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r=xi+ yj+zk,

a skalar-vektor fiiggvény egy héromvaltozos fiiggvénnyel ir-
haté le:

r—ur)=£f(x,y,2), (%, 2)ED,CR.

(Természetesen egy skalar-vektor fiiggvényt reprezentald ba-
romvaltozos fiiggvény fiigg a koordinita-rendszer megvalaszta-
satol, azaz mas-mds koordindta-rendszerben kiilonbo6zé fiigg-
vénnyel adhatd meg.)

A skaldr-vektor fiiggvény adott pontbeli hatarértéke, foly-
tonossdga a tdbbvaltozoés fiiggvényekhez hasonloan definidlha-
16, igy azzal itt nem foglalkozunk, csak a differencidlhat6sagot
vizsgiljuk részletesebben.

Az

u:r—u(r), r<D

fiiggvényt a D tartomany r,€ D torlddasi pontjaban differencidl-
haténak nevezzik, ha 1étezik olyan d vektor, amelyre :
. |u(rg+ Ary—u(ry)—dAr] |Au—dAr|

Im = lim =0.
A0 | Ar| a0 ||

A d vektort a skalartér ry helyen vett derivdlt- vagy gradiens-
vektordnak nevezziik.
Jelolése :

d:@ L= grad u(r,).

(A definicié a kétviltozos fiiggvények differencidlhatdsdganak
megfelelGje.)

Ha a skaldr-vektor fiiggvény a T’ D tartomédny minden
pontjaban differencidlhaté, akkor 7T-n differencidlhaténak ne-
vezziik, és derivaltja az

du
rs—rjr—grad u(r), reT

(vektor-vektor) fiiggvény.
Igazolhats, hogy rogzitett koordindta-rendszer esetén az

169



ur—u)=u(x,y,z) rebD
fiiggvény derivaltja :

ou., ou, du

r—grad u(r)= P i+ ay i+ 9 -k, reT.

Tehat a gradiensvektor koordinatait a megfeleld koordinitik
szerinti parcidlis derivaltak adjak.

A kétvaltozos fiiggvények differencidlhatésagdhoz hason-
16an grad u(r,) létezésének sziikséges feltétele u parcidlisainak
Iétezése az r; helyen, elégséges feltétele a parcidlisok folytonos-
saga ry-ban.

I11.3-hoz hasonléan a skalar-vektor fiiggvények esetében is
értelmezhetd az iranymenti derivélt fogalma.

Legyen

u:r—ur), reD
és
r:t—rp+et, tER(le]=1),

ha létezik az
f=uor teER

egyvaltozos fiiggvény derivaltja a #,=0 helyen, akkor ezt az
u-nak az r, helyhez tartozé e irdnyban vett irdnymenti derivaltjd-
nak nevezziik ; jelolése :
du
de lo-

Ha grad u(r,) 1étezik, akkor:

du
—— | =e- grad u(ry).
A Lo g u(xo)

(Az irAnymenti derivalt 1étezésének nem sziikséges feltétele az
adott pontbeli differencidlhatdsag.)
Mivel

e grad u(rg)=|e| - |grad u(ry)] - cos «,
ahol « az e é a grad u(r,) vektorok szoge, igy az irdnymenti
derivalt grad u(r,) irAnydban maxima4lis.
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A skalar-vektor fiiggvények szemléltetése a hiromvaltozds
fiiggvények I1.2-ben megismert szemléltetési médjival azonos.

Az

F={r|u(r)=¢, r€D}

halmaz pontjai dltaldban feliiletet alkotnak. E feliiletekkel, a
skalar-vektor filggvény c€ R értékhez tartozd szintfeliileteivel,
szemléltethetS a fiiggvény.

Ha grad u(ry) létezik és zérustdl kiilonb6zs, akkor az r,
ponton 4thaladé szintfeliiletnek az ry pontban van érintSsikja,
és ennek normélvektora :

n=grad u(x,).

Megjegyzés : Mivel a gradiens a skalar-vektor fiiggvény derivaltja, igy
a grad operatort a differencialasi szabalyoknak megfelelSen kell alkalmazni.

Gyakorlo feladatok

1. Hatdrozza meg az
TR S rc R3
filgevény szintfeliileteit és a gradiensfiiggvényt!

A € Rt-hoz tartozo szintfeliilet egyenlete:
r?=[rl’=c,
amelynek megoldasai egy origd kizéppontu ¢ sugarii gdbmb pontjai. A szint-
feliiletek tehat origd kézéppontd koncentrikus gdmbok.
Hatarozzuk meg a gradiensfiiggvényt !
Mivel
Au=(r+ Ar)*—r?=2x(40) + ()%,
tehat
grad u="=2r,
hiszen ekkor
[Au—grad udel . (dr)?
im ————ee——=lim =
dr~0 | dr} Ar+0 | Adr]
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Rogzitett koordinata-rendszer esetén
N r2=x2+y2+z2’ :
ebbdl szamolva a gradiensfiiggvényt :

rad =2 g D05 2 x4 2yf+ 22k =2
== e | e [R— —
g .3x dy 0z T

ami természetesen az elézbvel megegyezd.

Megjegyzés : _

a) Minden 1y pontban grad u(ry) parhuzamos az r, vektorral, igy
grad u(ry) merdleges a szintfeliiletre, hiszen a gdbmb sugara a gbmbfeliiletet
merdlegesen metszi.

b) Konnyen lathatd, hogy az
wir— [rl”, rCR3, neN\{0}

fiiggvény esetén is az el8z6hoz hasonld gdombok a szintfeliiletek.

A feladat eredményét és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyvat al-
kalmazva hatarozzuk meg e fiiggvények derivaltjat:

n=1 esetén

grad r|=grad V@; 2r,

22
azaz

gradir|=e,, r<R3 | r=0,
ennek felhasznélaséval:

grad|r|"=n|r}" 1. gradir{=nir/"~1- e,.
2. Hatéarozza meg az
7B (=51 & r<R3

(n allandé vektor) fiiggvény szintfeliileteit, és a gradiensfiigg-
vényt!

Mivel tetszOleges c€ R esetén van olyan r,, vektor, amelyre

C=Ill'0,
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igy a szintfelliletek egyenlete:

nr=c=mnrp,
azaz
n(r—ry)=0,

tehat a szintfeliiletek az n vektorra merdleges stkok.
Hatarozzuk meg a gradiensfiiggvényt ! Mivel

du=n(r+ dr)—nr=n + dr,

fgy:
grad u=n,

azaz a szintfeliiletekre merdleges vektor.

Természetesen régzitett koordinata-rendszer esetén ugyanez az ered-
mény adodik.

3. Hatdrozza meg az

u:r—~lixrl, rcR3

fiiggvény szintfeliileteit, és e fiiggvény gradiensét!

Mivel
fixrl=il - lelsin (i, r)<¥ =ir] - sin (i, )<,

amely érték az r vektor i-re merdleges vetiiletének hossza, igy minden
c€ RY esetén a szintfeliilet egy olyan ¢ sugarti hengerfeliilet, amelynek ten-
gelye az x tengely, hiszen ¢ feliilet minden pontja ¢ tavolsagra van az x ten-
-gelytol. _
A gradiens meghatéarozasihoz sziikségiink van « koordinatas alakjara:
ix(xd+yi+zK)=yk—zi,
tehat
wic—yyr+z2,
ebbol:

1
grad u=——(yj+ zk).
y2+ zz
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grad # tebat az x tengely pontjai kivételével minden pontban létezik, és
iranya meréleges az x tengelyre, hiszen

i-gradu=0.

4. Hatarozza meg az

u:(x,y, 2)~x9*23+3x%, (x,y,2)€R?
fiiggvény u=4 szintfelilletének

re=i+j+k
pontbeli érintSsikjat !

A szintfelillet normalvektora :

n=grad u(ry),
ha
grad u(ry) =0,

Mivel

grad u=(2xy*23 4 6x)i -+ (4x2323 + 3x2D)j+ 3x2p%2 2k,
igy

n=8i+7j+ 3k,

azaz a sik egyenlete :

8(x— 1)+ Uy—1+3(z—1)=0.

5. Mely pontokban lesz az
u:(x,y,z)»4x24+y*+ 522, (x,y,2)€ER

fiiggvény 1u=10-hez tartozé szintfelilletének érintGsikja parhu-
Zamos a

40x-+10p-+ 50z=21

sikkal?
Adjon meg egy olyan pontot a szintfeliileten, amelyben az
érintGsik merdleges az adott sikra!
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A szintfeliilet a
4x2+y2+522=10

egyenletii ellipszoid.

Az adott sik akkor parhuzamos az érintésikkal, ha normaélvektora
parhuzamos a grad u(rg) vektorral. Ez azt jelenti, hogy van olyan 4<0
szAm, amelyre:

grad u(ry)=4An.

Mivel
grad u=_8xi+2yi+ 10zk,

igy az elézbek szerint a
8x, =404,

“egyenletrendszernek kell teljesiilnie.

A fenti egyenl6ségekbdl

xp=54, Yo=54, Zg=>54.
Ez\ a szintfeliilet egyenletébe helyettesitve :

4502+ (542 + 5(52)2=10,
ahonnan 4, =§-" és A= —é adodik.

Tehat két olyan pont van a szintfeliileten, amelyekben az érint6sik
az adott sikkal parhuzamos. Ezek:

P1;1;1) és Px—=1;—1;—1).

Hasonléan kereshetiink a szintfeliileten olyan pontot, amelyhez tartozd
érintOsik az adott sikra merdleges. Ez abban a pontban teljesiil, amelyben
grad u(ry) merdleges az n vektorra, azaz

n grad u(ry)=0,
tehat:
40 . 8Xa+ 10 . 2y0+50 . 1020-:0.
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Mivel
u(ry) =10,
igy a
4x3+y3+525=10
egyenldség is teljesiil. Ezen egyenletrendszer egy megoldasat megkaphatjuk

a zp=0 valasztassal. (Ekkor az xy sikban keressiik a pontot.} z=0 vélasz-
tas esetén az egyenletrendszer egy megoldasa :

1 16
Pr— - 0].
V26 V26
Megjegyzés : Végtelen sok olyan pont van, amelyben ez utobbi felté-
tel teljesiil. Ezen pontok az ellipszoid és a
16x+y+25z=0

sik metszésvonalanak, egy ellipszisnek a pontjai, {A metszésvonal eldalli
tasa torténhet példaul az y =¢ paramétervalasztassal.)

6. Igazolja, hogy az
2

u:(an’sz)’_’_i‘;, (xays Z)€R+3

fiiggvény u=1 szintfeliiletének érint§sikjai illeszkednek az ori-
gora!

Ha a Py(x, vp, 2o) pont rajta van az u=1 szintfeliileten, akkor

2
o

*oVo
Az érintdsik norméilisat grad a(ry) adja:

2 2
2, Z 2z,
grad u(ry)= — 20 i— 02 j+—2 Kk,
Y %o %o

igy az érintdsik egyenlete:

2 2
z z, 2z,
— - (X —xp) =5 (Y =yg)+ ——- (z—2g)=0.
) *Yo *oY
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Rendezve:
2 2
z z 2z
0 50 y-+ 0 z=0),

2 2 .
Y % %

azaz a sik valoban athalad az origén.

Megjegyzés : A megoldasboél latszik, hogy nemcsak az u=1 szintfelii-
let érintdsikjai, hanem barmely szintfeliilet érintsikjai az origon athalado
sikok. A szintfeliiletek kipfeliifetek, amelyek csticsa az origo.

Ugyanis (1. a I1.2. nyeregfeliilete ), ha bevezetjiik az

Va

u=(x+y)——i—

és

2
Uz(x“'J’)T

0] valtozokat, amely mint lattuk a z tengely koriili forgatassal egyenértéki
transzformacio, akkor :

=xy=2(—v?)

adodik, amely valoban egy kipfelitlet egyenlete.

7. Hatirozza meg az
u:(x,y, 2)~xy+y3, (x,y, 2ER?
fiiggvény irAnymenti derivaltjat az
ry(2;1;3)
pontban, az
a(l;2; -2)
vektor irdnyaban !

E szakasz bevezetdjében lattuk, hogy

du
E =grad u(ry) - €,.
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Az a iranya egységvektor:

o=t =lis 25 2y

¢ ja] 3 37 3

Mivel

grad u=3x2pi+ (2% + 2y2)i+ ¥k,
fgy az r, helyen:

grad u(ry)=12i+ 14j+ k.
Tehat az a iranyban vett iranymenti derivalt:

38

du
— | =grad u{r,)-e,=—.
e, o g (xg) a” 3

8. Hatarozza meg az

2
wi(x,y, )Xot (50, )ER

fiiggvény Hdnymentl derivaltjinak maximumét az ry(l; 4; 3}
pontban, és adja meg a maximumhoz tartozd irdnyt!

Lattuk, hogy

de

=grad u(rg) - e,

Ty
ahonnan a skalarszorzat definiciGja alapjan:

du

=|grad u(ro)l - le| - cos e,
¥o

ahol « jeldli a grad u(ry) és e vektorok szogét. Mivel

lej=1
és

|cos et]=1,
igy

di
L = } = grad u(zo).
[+]
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Tehat az irAnymenti derivalt maximuma az ry pontban:

lgrad u(re)l =V (2x+ 32+ (229 =}/56.

Fz a maximalis érték akkor adodik, ha «=0, azaz az e vektor parhuza-
mos az

a= grad u(ry) vektorral,
Az avektor:
a=2i- 4j- 6k,

igy az iranymenti derivalt az

32‘4'6

S WL FUI A
2l vs6 V36 36

egységvektor iranyaban maximalis.

9. Hatdrozza meg, mely irdnyban maximélis az
ui(x,y)=x24y%  (x, Y)ER?

fiiggvény irdnymenti derivéltja az
ro(1; 3)

pontban!

Adjon meg egy olyan irdnyt, amelyre az r, ponthoz tartozo
irdnymenti derivalt zérus!

Lattuk, hogy az irAnymenti derivalt a grad u(ry) vektor irdnyaban

~maximalis; a maximum iranya tehat :

grad u(rg)=2x,i -+ 2y,i=2i+ 6j.

Ez a maximalis érték :

lgrad u(ry)|= m

Az irAnymenti derivalt barmely grad u(ry)-ra merdleges vektor irinyaban
zérus. llyen vektor példaul a b(— 6; 2) vektor. Fkkor ugyanis:

du du(r.) 0
—— | =gradu(ry) « e,=0.
deb Tp 0 (4
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10. Hatirozza meg az
u:(x,y, 2)~x2+y2422, (x5, 2)ER

filggvény r(1; 1; Y2) pontbeli irinymenti derivaltjat az
r: t—2 cos?i+2 cos ¢ sin tj+ 2 sin tk, teR

térgdrbe 1= % helyhez tartozoé érintGvektora irdnydban !

Az
r (D), tER

fiiggvénnyel adott térgdrbe rajta van az
U= u(ro)

szintfeliileten. Ugyanis:

2+y2+z2=4cos* t+4 cos? rsin? t+ 4 sin? 1=
=4 cos? K{cos? t+sin? £) +4 sin? t=4=u(ry).

Mivel a girbe illeszkedik a szintfeliiletre, igy ennek érintSvektorira a
grad u(ry) vektor merdleges, tehit a keresett iranymenti derivalt zérus.

[Kﬁnnyen lathato, hogy r [z-] és grad u(ry) létemk.]

Megjegyzés : Az u=4 szintfeliilet egy két egység sugari origd kozép-
ponti gdmbfeliilet. A térgorbe e feliilet és az

x24y2—=2z=0
egyenletii hengerfeliilet metszésvonala. (Un. Viviani-gorbe, 1. 65. &bra.)
11. Igazolja, hogy az
xyz
re-u(r)= X2+ y2tz2’
0, ha r=0

fiiggvény nem differencidlhat6 az origoban! .
Hat4rozza meg, mely irdnyokban Iétezik e fiiggvény origd-
beli irdnymenti derivaltja!

ha r=0
réc R3
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Az origobelj parcialis derivaltak:
u(dx; 0; 0—-u(6)
=0,
0 Ax

W 0)= Jim

mivel a szamlald azonosan zérus.
Hasonldan 1athatd be, hogy

u)',((l) =u(0)=0.
fgy, ba u az origoban derivalhato, origbbeli derivaltvektora csak a null-
vektor lehet, azaz a derivalhatésaghoz a

ju( dr) — u(0)— d Ar) _ 1 u(4r) .

= lim =0
dr—~0 | x| dr--0 | Ar|

egyvenlségnek kellene teljesiilnie.
Gombi koordinatakra attérve ;

u(Ar)y=|dr] - cos # sin? & cos @ sin g,
tehat

ur) li 9 sin? & i
m = M Cas ¢ s COs @ s;n @,
I+ |4r] 40 psing

amely hatérériék nem létezik, igy v valdban nem derivalhatod az origbban.
Vizsgaljuk meg, mely iranyokra létezik az origdbeli iranymenti de-
rivalt!
Lattuk, hogy ennek létezése
t>u(0+er), 1ER

fiiggvény £=0 helyen valo differencialhatosagat jelenti.
Legyen az e egységvektior:

e=cos @ sin #i--sin ¢ sin #j+cos k.
Ekkor:

u(er)=t cos @ sin @ sin? # cos #,

azaza
. u(er)
Hm ——
N

hatarérték barmely rogzitett @, # par esetén, azaz barmely irany mentén
1étezik, noha # nem differencialhatd.
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4. Vektor-vektor fiiggvények

Ha a hiromdimenziés tér vektorainak egy D részhalmazit
leképezziik e tér D-t8l nem feltétleniil kiilonbdz6 részhalmaza-
ra, akkor vektor-vektor fliggvényt (azaz vektorteret) értelmeziink.

v:r—¥(r), reD

Ilyen fiiggvény példaul a 1V.3-ban szerepld skaldrtér derivalt-
jaaz

r—grad u(r), reT

fiiggvény.

Ha térben rogzitjitk az i, j, k egységvektorokat, és ezzel
egyiitt egy Descartes-féle koordinata-rendszert, akkor e koor-
dindta-rendszerben v mindhirom koordinitaja egy-egy harom-
valtozos fiiggvénnyel jellemezhetd :

¥ i r—>0,(X, ¥, Di+05(x, ¥, 2)j+ v5(x, p, 2)k, ré D,

. e

E fiiggvény hatarértéke, folytonossiga az el6z8ckhez hasonléan
értelmezhetd, igy azzal nem foglalkozunk.
N

v r—v(r), xéD

figgvényt a D tartomany ro&D torldddsi pontjaban differen-
cidlhatoénak nevezziik, ha van olyan A4 tenzor, amelyre :

. (gt AD) = v(rg)— 4] .
paic ] = T 1A

[Av— A x| 0.

Az A tenzort a vektortér r, pontbeli derivélttenzoranak nevez-
ziik :
dv

A=2-l; T

A tenzor linearis vektor-vektor fiiggvény, azaz barmely a, b vek-
tor és 4, u€ R esetén

A(2a+- pb)=A(Aa)+ u(Ab).
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Specidlisan, ha minden vektor képe Onmaga, egységtenzorrdl
beszéliink :

Er=r, TrERL.

Rogzitett koordinata-rendszer esetén a derivdlttenzor 1étezésé-
nek sziikséges és elégséges feltétele v koordinatainak differen-
cidlhatésaga. Ekkor a derivalttenzor mtrixa:

801 801 _B_B a)
dx oy 0z,
dv_|dv, Ov, 0v,
dr {ox oy azl|’
ovg Op; O,
ox dy 0z
A vektorteret olyan gorbék segitségével szemléltetjiitk, amelyek-
nek érint6je minden r, pontban v(ry)-lal parhuzamos, siiriisé-
giik a vektortér nagysagdval aranyos. (E vonalakat az Olvasé
fizikai tanulmanyaibdl dramvonal, er§vonal néven ismeri.)

Lényeges fizikai tartalma van a derivalttenzor bizonyos in-
variansainak.

Legyen a

v:r—v(r), réD

fiiggvény differencidlhaté az r € D helyen. Az r, pontbeli deri-
vilttenzor sajatértékeinek Osszegét (mely érték a koordindta-
rendszer megvalasztasatol fiiggetlen) a vektortér r, pontbeli di-
vergencidjdnak, a derivalttenzor vektorinvaridnsit a vektortér
r, pontbeli rotdcidjanak nevezziik (1. a 2. és 3. feladatot !).

Rogzitett koordinata-rendszer esetén a divergencia :

div =20 %2, 5

ox  dy 0z

A definiciobol kovetkez8en a divergencia skaldr mennyiség.
(div v(r,) a vektortér r, pontbeli forrassiiriiségére jellemz6. Ha

" div v=0 a korlatos zart Tc D tartomany minden pontjiban,
- akkor a vektorteret e tartomanyon forrdsmentesnek nevezziik.

E fogalmak fizikai tartalmat a feliileti integral, ill. Gauss-tétel
tdrgyaldsa soran vilagitjuk meg b&vebben.)
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Rogzitett koordinata-rendszer esetén a roticio:

_[9vs_ 9va). [dvs dvg). (dv,  dvy
rotv-—[ y ]l [3x BZ]H_[&x az]k'

A rotécid vektormennyiség ; rot v(ry) a vektortér r, pontbeli or-
vénystirliségére jellemzd. Ha a T tartomény pontjaiban rot v=0,
akkor a vektorteret 7-ben drvénymentesnek nevezziik. (L. Stokes-
tétel.)

Ha bevezetjiik a nabla-operatort ;

9. 9. 0
g}; 1+ “5‘; J+ “5‘2_
akkor ennek felhasznéldsdval:

V= Kk,

grad u=V . u (skaldrral vald szorzss),
div v=V . v (skalarszorzat),

i i k l
_owy| 0. 0 9
10t V=V X v= ox 9y 9z |

vy by D3

Megjegyzés : Ugy kezelhetd a nabla-operator, mint differencialopera-
tor, igy példaul:

Viu - v)=(Vu)v+u(Vv),

a szorzat derivélasi szabaly4dhoz hasonléan,

Gyakorlé feladatok

1. Hatarozza meg a
YT, reR3

fiiggvény derivalttenzorat! Irja fel e tenzor méatrixat!

A fiiggvény derivalitenzora az egységienzor, ugyanis:
Edr=Ar,
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és
Av=Ar
miatt
| Av— A Ar|
—_ =9,
| dr]

hiszen a szamlald azonosan zérus.
Az egységtenzor matrixa az egységmatrix, azaz:

1 00
ff= (0 1 0] .
* o1
Megjegyzés : E vektortér divergencidja allandé

div v=3,

rotacidja a tér minden pontjaban zérus.

2. irja fel annak a T tenzornak a matrixat, amely minden
r vektorhoz aXr-et rendeli, ahol a rogzitett vektor:

Tr=axr, rée RS,
Legyenek az a vektor koordinatéi a,, a,, a;. Hatirozzuk meg az egy-
ségvektorok képét!

Ti=aXi=asi—ask,
Ti=aXj=ak—aji,
Tk=aXk=aji—a;.

Egy tetszOleges
r=xi+yj+zk

vektor képe:
Ir=x(Ti)+-y(T§)-+2(Tk),

azaz a T tenzor matrixanak oszlopvektorait az i, §, k vektorok képe adia.
T tehat az alabbi matrixszal adhatd meg:

0 -a; @
L 0 —dq]-
"‘“az al 0
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Ekkor ugyanis

0 —a ) [x
—, aq 0/ \z
=(—~a3y+ayz)i+(azx—a2)j+(—axt+ayk=axr.

{T matrixanak és az r vektornak szorzdsakor a sor-oszlop szorzast alkal-
maztuk.)
Megjegyzés: E tenzor a teret az a vektorra merdleges sikra képezi le.
Szokasos a T=aXX (a kereszt) elnevezés.
3. Hatdrozza meg a
v:r—aXr, ré R3,

(a allando) vektor-vektor fiiggvény derivilttenzorat !

Mivel
axr= (azz - a3y)i - (012 - a3x)j -+ (a1y - azx)k’

izy a derivalttenzor matrixa :

v, dvy vy

o E; 2 0 —ay a
dv 0vy, dvy I, i
-a_= o -b—y— E ={ a4 0 —a

dvy 0v; duy R 0

lox 8y oz

A derivalttenzor tehat az eléz0 feladatban szerepld a X tenzor.
E vektortér rotacidja:

i i k
rotv= ? ? =2
dx oy 9z | A

! azz—asy a3x—alz aiy““‘“azx

divergenciaja pedig azonosan zérus.
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Megjegyzés >

a) Minden mAtrix (tehat minden tenzor is) egyértelmiien felbonthato
egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus részre. Minden antiszimmeirikus
matrix aX alakq, azaz egyértelmiien meghataroz egy a vektort. (Az egész
teret a-ra merdleges sikra képezi le.) Igazolhatd, hogy e vektor fiiggetlen
a koordinata-rendszer valasztasatol. E vektor a tenzor vektorvaridnsa.

b) A v vektorteret az a tengely koriil [a| nagysagl szdgsebesséagel
forzd merev test sebességvektoranak tekinthetjiik.

Latjuk, hogy ez esetben a vektortér rotacidja a szdgsebesség iranyat
adia meg. Azaz a rotacié iranya a forgastengely irAnyaba mutat, nagysaga
A szigsebesség nagysagaval megegyezd.

4. Hatdrozza meg a
v : r—a(br), rcR?

{a, b allandé vektorok) derivalttenzorat!

Legyen a valasztott koordinita-rendszerben
a=aji+ai+ask,
b="b,i-+byj-+byk!
‘Ekkor:
a(br)= (b x+ byy -+ byz)a,i+ayi -+ ask).

Tehat a derivaltienzor matrixa:

ab; ab, apb;
—=|axb; @by axby].
azby azb, azby
E vektortér divergencidja — a matrix f6atlobeli elemeinek Osszege —:
div v=a,b,+ab,+azb;=ab.
A vektortér rotacidja (1. a 3. feladat megjegyzését!):

rot v= (a3b2— azbs)i+ (a1b3 - a3b1)i+ (ﬂzbl - albz)k,
azaz
rot v==bXa,

{ehat div v és rot v is csak az a, b vektorokt6l fiigg.
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Megjegyzés : A derivaltmatrix az a és b vektorok diadikus (tenzoralis)
szorzata: aoh,

(Az a oszlopvektort szorozzuk a b sorvektorral, sor-oszlop szorzissall}
Konnyen lathat6, hogy

(acb)r=a(br), rcR3,

azaz
4 (aob) b
ar achjr=aob,
5. Hatérozza meg a

v (x,y, D)=x¥i+y2ij+ 22k, (%, p,2)€R?
vektortér divergenciajat és rotaciojat!

Give=221, 072, 9% 5 aa
ax oy | oz =cxy+2yz+2xz,
i i k
9 2 0
rotves) — —— = -y
ox oy oz ¥i— 22— x2k.
X2y yz 22x

6. Hatarozza meg a
vi(x,p, 2)-yi-x), (%3, 2)ERP
vektortér rot4ci6jat! Ertelmezze az eredményt!

i i k|
rotv=|-—— .ﬁ_ .i =7k
ox 9dy Oz
y —x 0

A vektortér z-t6l fiiggetlen, hengerszimmetrikus tér. A z tengelyfi, R sugari®
hengerfeliilet minden pontjaban:

Iv)= ]/x2+y2= R.
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Konnyen 14thaté az is, hogy a hengerfeliiletre merSleges alxg; vp; 0) vek-
tor v(rg)ra is merdleges, hiszen skalarszorzatuk zérus. Tehat e vektortér
trajektoriai, erGvonalai a hengerfeliilet palastjara illeszkedd korok. fgy
rot v iranya a henger tengelyével megegyezd, azaz az erdvonalak csavaro-
dasi tengelyének irdnyaba mutat.

7. Legyen
u:r 1 ! , D,={reR3|r=0}
[r| )
€s
v=grad u.
Igazolja, hogy
div v=0.
Mivel
du_ ou, Ou
grad u=- 1+—3; 1+-3—z k,

azt kell igazolnunk, hogy
82u+ 32u+ %u
9x2 g2 922
Azt, hogy a fenti u fiiggvény eleget tesz ¢ differencidlegyenletnek a kétvai-
tozobs fiiggvények tirgyaldsa soran mar igazoltuk,
Megjegyzés : Szokasos a
32 32 32
axr 9y 92

.operator (Laplace-féle 4) bevezetése is. Ennek felhasznalasaval:

div v=div (grad u)= 0.

vi=4

div grad u= 4u.

8. Igazolja, hogy ha a
v=grad u, rcD

-vektortér folytonosan differencidlhat6 egy korlétos zirt T tar-
‘tomdanyban, akkor itt v 6rvénymentes, azaz

rot v=0, reT.
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Lattuk, hogy

v=gradu=—aii+£3j+—a—u—k
ox 8z
tehat
i i k
rotv= _(')_ -fl- i =
x  dy oz
du odu ou
o ay oz

—i[ &% B o ] A % u . 0%u u
a0z dzdy ’(axaz 328x)+ ["a_x‘b?_ayax]'

Mivel v folytonosan differencialbatd, igy a szerepld mésodrendii parciali-

sok egyenl6k, azaz rot v mindhirom koordinataja zérus, amivel az allitast
igazoltuk.

Megjegyzés : AV operator segitségével formalisan kénnyen belathats
a feladat Allitasa:

rot grad u=V X (Vu)=(VxV)u=0,

hiszen két azonos vektor vektorialis szorzata zérus.

9. Igazolja, hogy a
T
\ r»mzz e, D,={cR|r#0}

vektortér roticidja zérus!

A 3, szakasz 1. feladataban lattuk, hogy
r
grad rj=—,

i D={rcR3|r=0},

tehat a vektortér egy skalar-vektor fiiggvény gradienseként irhaio fel.
.Mivel e vektortér az értelmezési tartoménya minden pontjaban foly~
tonosan differencialhato, igy az eldz6 feladat szerint rotacitja zérus.
10. Igazolja, hogy ha a

w—=rot v, rc D
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vektortér folytonosan differencidlbaté valamely T' tartomdny-
ban, akkor e tartomany minden pontjaban

divw=0.
Mivel

dvg Ovy), (9v3 31:1]_ v, Bvl]
== t =]———= —-y-— ————— k,
WO [8y Bz]] [ax oz ’+(ax ay

fgy e vektortér divergenciaja:

di 92‘1)3 (9232 3293 . 8201 32212 82?)1
ivw= — — .

Ixdy Oxdz Iyox Odydz Ozox 9z 9y
A folytonos derivalhatosighbol kivetkezden a masodrend(i vegyes parcia-
lis derivaliak egyenlok, igy

div rot v=0, reT,

azaz a rot v vektortér T-ben forrasmentes.
 Megjegyzés: A V operator alkalmazasaval most is kdnnyen igazol-
hatd az allitas:

divrot v=V - (Vxv)=0,

mivel a vegyesszorzat zérus, ha a vektorok egysiktiak.

11. Igazolja, hogy ha a rot v vektortér egy T tartoményban
folytonosan differenciathato, akkor

rot rot v=grad div v—4dv,  r€T,
ahol
A=V? a Laplace-féle operator!

A folytonos differencialhatosaghdl kivetkezden a bal és jobb oldalon
all6 fiigevények egyarant léteznek T-ben, csak ezek egyenldséget kell iga-
zolnunk. Dolgozzunk a V operatorral!

rotrot v=V (VX v).
Vektorok korében ismert az Gn. kifejtési tétel, mely szerint:

aX (b c)={(ac)b—(ab)c.
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Ezt alkalmazva:
V X(VX%)=V(Vv)-(VV)v=V(div v)—V2y=grad div v— Ay,

amit igazolnunk kellett.

12. Legyenek az

u: ru(r), reD,
ésa
v:r—>v(r), réD,

fliggvények differencialhatok egy T tartomdnyban!
Hatarozza meg a

w : r—u(r)v(r), réeD,MD,
vektortér divergencidjat és roticidjat!
Alkatmazzuk a V operitort!
Tudjuk, hogy
divw=Vw,
masrészt, mivel V differenciiloperator, igy szorzatra alkalmazva :

V@u - vy=(Vu) - v+u(Vv).
Tehat:
divw=V(u - )=v(Vu)+w(Vv)=vgrad u+u div v, reT.

u és v differencialhatdsagabbl kivetkezben grad u és div v létezik T-ben,
igy ugyanitt div w is 1étezik. Hasonloképpen hatirozhaté meg w rotacidjais:

rot w=V xXw=VxX{uv)=VuxX v+ u(Vxv=
=(gradu)Xv-lurotv, reT.

Mivel grad u és rot v létezik T-n, igy rot w is létezik.

13. Legyen

RS s A r¢R?
és

V:r—rir, re R3,
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Hatirozza meg — amennyiben értelmezett —

grad divrot v,
rot rot grad u,
div div grad u,
rot grad div v

értékét az ry(l; 1; 1) helyen!

a) Lattuk, hogy (1. a 10. feladatot)
div rot v=0, récR3,

igy e skalartér gradiense is zérus.
b) A 8. feladatban igazoltuk, hogy

rot grad u=0, reR3,

igy ennek rotacidja is zérus.
¢) Lattuk, hogy (1. a 7. feladatot)
div grad u= Au=-skalar,

skalarnak viszont nincs divergenciaja, tehat a felirt kifejezés nem értel-
mezhetd !

d) Mivel div v skalar, ennek van gradiense, és ez vektor, ennek vi-
szont létezik a roticioja, igy a felirt kifejezés értelmezhetd.

Mivel tudjuk, hogy

rot grad u=0,
igy

rot grad div v=0, reR3,
14. Hatirozza meg a
W I, T¢R3

fiiggvény divergencidjat és rotacidjat!

Legyen

u:r—rs, rc RS,

vir—r, rc R3,
Ekkor:

w=u-¥v.
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A 12, feladat eredményét alkalmazva:
divw=div (uv)=v grad u+u - div v=r - 2r+r2- 3=5r2,

{Lattuk ugyanis, hogy

grad r2=2r,
divr =3)
Hasonldan

rot w=rot (uv)=(grad &) X v+ u rot v=2r Xr+r%0=0,

Természetesen w koordinétas alakjabol ugyanez az eredmény adodik.

15, Legyen

v:r—v(r), réR3
w : r—~w(r), re R

r

(2
U= ¥W.

Hatdrozza meg a skalartér gradiensét, feltéve, hogy v és w dif-
ferencialhatoak !

Latszolag konnyen célt érhetiink a nabla operator alkalmazasaval:
Vu=V(rw)=(Vo)w-+v(Vw)=(div v)w- v div w.
Konnyen belathatjuk azt, hogy nem a helyes eredményt kaptuk.
Legyen példaul
viD=r,
w(r)=r,
ekkor
urer2, re RS,
tehat
grad u=2r.
A fenti 6sszefiiggés alkalmazasaval azonban:
r div r-+r div r=6r,

hiszen

194

divr=3 (l. az 1. feladatot),

a nabla operator mechanikus alkalmazisaval tehat nem ériink célt.
Induljunk el mas 1iton!
v differencialhat6sagabol kdvetkezik, hogy

dv
Av=— Ar+g(dr),
dr

ahol
g(4r) _

=0,
ar+0 | Ar|

Ezt atkalmazva:

Avw)=v(r-+ 4r) - w(r+ 4r) = v(Ow(r)=
dv dw
= V(r)+21—_ Ar+ey(4r) [w(r)-l— e A+ sz(Ar)] ~v(r)w(r).
Rendezve kapjuk, hogy:
dw dv
Au=v — 4 — A .
=y T r+w dr r+&

Tetszlleges A tenzorra és a, b vektorokra:
a(Ab)=b{A*a),

ahol 4% az A tenzor adjungiltja. (Az adjungélt tenzor matrixat az eredeti
matrix elemeinek a f6atldra vald titkrozésével kapjuk, ez a matrix transz-
ponaltja.)

Ennek alkalmazaséval:

dw\* dav\*
Au= e |[2X v
“ r[[dr] v+[dr) W]’

azaz.

cad dw)* N dv)*
u=|—1\ v+|— .
& dr dr ¥

A 4. feladat megjegyzésében szerepld diadikus szorzat alkalmazasaval:
dv

E;=VOV.
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(Ezt az allitast az Olvasd koanyen belathatja, ha a 4. feladatban szerepl6
a és b vektorok helyébe a v, ill. V vektor koordinatait helyettesiti.)

Lathato az is, hogy a két tényezd cseréie éppen a matrix transzponalt-
jat szolgaltatja :

dv)*
—1f =ygov.
dr v

Tehat végeredményben :

grad (vw)=(Voviw+(Vowv.

E feladattal arra szeretnénk felhivni az Olvasé figyelmét, hogy a Y-operator
mechanikus, gondolkodas nélkiili alkalmazasa néha tévitra vezethet.
Megjegyzés: Bizonyitas nélkiil kozliink néhany fontosabb derivilasi
formulat. Legyenek az u skalar-vektor, v, w vektor-vektor fiiggvények dif-
ferencialhatoak egy T tartomanyban.
Ekkor:

d (uv) dv+ ad
p— = — Qo
o W=u v grad u,
div (vXw)=—vrotwtwrotv,
a dw ) .
rot (v¥Xwy=—w——v+vdivw--wdivv.
dr dr
16. Az eldz8 feladat megjegyzései alkalmazasaval hatdroz-
za meg az .
r—~(@axrnxr, TreRr?

vektortér divergencidjat és rotacidjat! (a allandé vektor.)
Legyen

v:r—aXr, TrER3,
W T,

ekkor
(axXr)Xr=vXw.

A 3. feladatban lattuk, hogy
rot (aXr)=2a,
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valamint az 1. feladat szerint :
rot r=0,

igy az el6z8 feladat eredményeit alkalmazva :
div (vXXw)= — vrot w-+ w rot v="2ar.

Hasonldan :

dv dw . .
rot (vX w)_?i; We— vtvdivw—wdivy.
Az el6z6leg emlitett feladatok eredménye szerint :

d
-C_i; (a X r)"‘" a,
d
-C-i; r—=E,
Ezek alkalmazasaval:

rot (vXw)=aXw—Ev-|3(axr)—0=3(axr).

Természetesen a koordintés alak alkalmazaséval ugyanez az
eredmény adadik.

197



V. KETTOS INTEGRAL

1. Kettds integral négyszogtartomany esetén

Legyen T R? korlatos, osszefiiggd ponthalmaz. T-t mér-
hetének nevezziik, ha a T-t tartalmazd (T koré irt) sokszdgek
teriiletének alsé hatira megegyezik a T 4ltal tartalmazott (7-be
irt) sokszogek teriiletének felsG hatdraval. Ezt a kozos hatart
T teriiletének (mértékének) nevezziik, és u(T)-vel jeloljiik.

A tovibbiakban feltessziik, hogy T mérhetd.

T felosztdsat adja az

A={TcT| i=1,...,n}

halmazrendszer, ha a T, halmazok valamennyien mérhetSek,
egyesitésiik T-t adja, és a T, T (i) halmazoknak nincs ko6zds
bels6 pontjuk.
- Azt mondjuk, hogy a felosztis minden hataron tdl fino-
modik, ha a T, halmazok mindegyikének atmér§je zérushoz tart.
Legyen az f: T'— R kétvaltozoés fiiggvény korlatos az elg-
z6 T tartoményon, s jelolje m (M) f értékeinek alsé (fels6) ha-
tarat a T,cT halmazon!
Az ffiiggvényt a T tartomdnyon integrdlhatonak nevezziik,
ha a

iZl mu(T) és a 21 Mu(T))
= Jum

osszegek hatarértéke barmely minden hataron tul finomodé fel-
osztassorozat esetén 1étezik és egyenlS. E kozos hatdrértéket ne-
vezziik f T-re vett ketios integrdljanak :

[ [ [

T T
Ha fintegralhat6é T-n, és
T=T,UT,,
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ahol T;, T, mérhet8 tartoményok, amelyeknek nincs k6zds bel-
s& pontjuk, akkor a definiciobol kdvetkezben :

[ [

T Ty
Ha ffolytonos a mérhet§ teriiletli, korlatos, zart T tartomanyon,

akkor f f f biztosan létezik, f folytonossiga azonban nem

T
sziikséges feltétele az integralhatésagnak. Ha fintegralhaté T-n,

és f(x, y)=0 minden (x; y) €T pontban, akkor f f faT tarto-

. T
many feletti z=f(x, y) feliilettel hatarolt hengerszerii térrész tér-

fogatat adja (49. abra).

4
A Z-‘-f(X.g)

= & T SRAY
—
q y

= Y

N

T
X Vs\ v
S~ -
ce——————

49, ibra
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E pontban csak négyszdgtartomédnyokra vizsgdljuk a ket-
t8s integral kiszdmitasat.
Négyszégtartomdnyrdl beszéliink, ba

T={(x,y) | a=x=b, c=y=d}.
Ekkor, ha fintegralhat6 T-n és 1étezik az

b
yﬂff(x,y) dx, y€[c;d]

fiiggvény, akkor

d

[ [r-f|fronafo- [ frenole

T c

Négyszogtartomany esetén tehdt az integrilds sorrendje felcse-
rélhetd.
Specidlisan, ha

f(x, »)=g()h(y) minden (x,y)eTre,
akkor

fff=[fbg(x)dx fhcv)dy,

feltéve, hogy a jobb oldal két tényezdje 1étezik.

Kettds integral esetén is értelmezhet8 az improprius integ-
rél, Ennek konvergencidja az egyvaltozds fiiggvények kérében
megismertekhez hasonléan torténik. E téméval 4ltaldnosan nem
foglalkozunk, csak néhdny gyakorl6 feladat megolddsa soran
utalunk ra.
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Gyakorlé feladatok

@Hatérozza meg az

[ (6 y)=x*+4p,  (x, y)ER?
fiiggvény integriljit a

T={(x,y) | 0=x=1,0=y=1}
egységnégyzetre !

£ folytonos R%en, igy integraihaté. Négyszogtartomanyrdl van sz6,
ezért az integrdlds sorrendje tetszBleges. Integraliunk elszor x szerint!
x szerinti integralasnél 4y allando, azaz integralja 4xy, igy:

1
3 1
f (x*+4y) dx= [3‘3—+4xy] =%+4y.
3 Q

(Természetesen a hatirokat az x valtozé helyébe helyettesitet-
tiik 1) Tehat : ’ ¢

fff=f[flf(x,y)dx] dy:fl[%+4y] dy=
T 0 0 0
1 7

[3+2y ]0 3

Az Olyaséra bizzuk annak ellen8rzését, hogy forditott sorrend-
ben végezve az integralast ugyanez az eredmény adodik.

2. Hatarozza meg az

F:@e,y)—e¥%,  (x,p)ER?
fliggvény integraljat a

T={(x,y)| 0=x=In2, 0=y=In 3}
tartoményra !
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Mivel a tartoméany négyszogtartomany, és Az el3z0 feladathoz hasonlban jarunk el.
Mivel

e3x+4y — eSxe4y’ '
e F V=g ¥e Y,

igy e rész bevezetfje szerint: ] i . .,
€s a tartomany négyszogtartomany, igy

l 3
x o 3x In2 Arins a a a 2
f.[f_ f = i —[ 3 ]0 [T]o ) fff= fe—.xdx fe"ydy = fe_"dx =
T 0 0 0

A hatéarok helyettesitésekor vegyiik figyelembe, hogy

n

=([—e gy =(1—e™9?,
e3h'2=(em2)3=8, lim (l—e_a)2=l,

tehat: - . e Cr vge i1
© azaz f-nek az elsd siknegyedre vonatkozo6 impropritus integralja létezik, és

jv/'f 8—1 81 1 140 értcke 1. v
. 3 4 3 4. Hatdrozza meg az

fi(x, p)>sin (x+y), (x,)ER?

Ugyanez az eredmény adodik akkor is, ha a kettds integralt nem bontjuk fiiggvény integré,ljé,t a

szét két egyszeres integral szorzatira :

n2{ n3 Tz{(x,y) | Oéxéwg—, Oéyéf-}

3 3x+4y !n3 2
f f f= f f Y gyl dx= f [ x = tartomanyra !

Integraljunk eldszor x szerint! Mivel ekkor a y allando, igy :

In2 =
2
S P [e3"]l"2 10 ‘ P .
3 sin (x+») dx=[—cos (x+ y)] 2—cos y—cos [}.4.?]:
0 o
3. Hatdrozza meg az =cos y+sin y.
Ennck felhasznilasival:
f: (x: y)l__,_e—x—~y’ (x’ y)ERZ
fiiggvény integriljat a f /« f
Sf= ] (cosy+siny)dy= [sm y—Cos ]
T={(x,y) 1 0=x=4q,0=y=a} (a=0)
tartoményra ! Mi az eredmény hatarértéke, ha a minden hata- !
ron til novekszik ? sin ?— cos —_— (sm 0—cos 0)=2.
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5. Hatarozza meg az

[ )~xpe™ 7, (%,1)€R?
fiiggvénynek az egységnégyzetre vett integraljat !

J szorzatalakban irhato fel:

Bxye™ T = (xe* ) (pe”),
tehat :

ffﬁfmdxfﬁb fmdfz
([E) -~

(Természetesen mas titon szamolva ugyanerre az eredményre jutunk.)

6. Integré.lja az

[y 2+ 55 D=A{(x, p)ER?| x2+y?#0}
fiiggvényt a

T={(x,y) | 1=x=¥3,0=y=1)}
tartomanyra !

A T tartomanyban f folytonos, tehat integralhatd. Mivel T-ben x50,

igy az integrandust a kﬁvetkezc’iképpen alakithatjuk at:

X

S NEC

Integraljunk eldszor y szerint ! Ekkor x 4llandod, tehat :

1
1 1 Ak 1
—r dx=}arctg ——| =arctg —=arcctg x.
X y X 0

X
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1 N TR
(Az integrilas soran felhasznaltuk, hogy : a belso fiiggvény y szerinti deri-
valtja.)

3 "I
f[f=‘[l-larcctgxdx.
T i

Parcialisan integralunk ;

u =1,
v i=arcetg x

valasztissal kapjuk, hogy

.
[ Ao [ e

A masodik tagot atalakitjuk:
1£] ' V3

1 2
f d dx=— ———x-—dx-—— [ln (1+x2)]y
14 x?% 2 1+x 1
1

1

A hatarokat behelyettesitve :

- 1
fff=V§ arcctg J/3—arcctg l+:2-(ln 4—In2)=
T
T T —
=l/§ —6-—‘Z+ln VZ

7. Hatidrozza meg az

fi0x )~ x2+ NI

fiiggvény egységnégyzetre vett integraljat!

D= {(x,y)€R? | x2+y2#0}

faz origbban nincs értelmezve, sGt, mint azt I1.3-ban lattuk, itt hatar-
értéke sincs.
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Konnyen belathaté azonban, hogy f korlatos. A szamtani és mértani
kozép kozbtti egyenlGtlenség alapjan
x> y2
2

azaz

fnl=1.
Mivel f korlatos, és az origbd kivételével minden pontban folytonos, igy

integralhato.

1 1 1
2xy 1
f f f=f [f e dy:f [in2+o8]gdy=
T 0 0 V]
1 1
=fyln(1+y2)dy—f2ylnydy.
0 0

Mindkét tagban parcidlisan integralva (u’:=73):

=) x22=|xyl,

1 1
| g yl 21 y3
n(l+ =|—In(1+ - dy=
yIn(1+y%)dy [2 ( y)]0 T2
0 0

1

1 y 1 | 1 1
==In2— - dy=-In2—-]———In(1+y)] =n2——.
2 f( 1+y2]y 2" [2 2n(+y)]0 "3
Q

Hasonl6éan a masodik tag:

1 1

1
nylnydy=[y21ny]é—fyd =-3-
0

0
(Ugyanis: li(l)‘[l ¥ Iny=0.)1lgy:

fj J=In 2=0,699,

T
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Megjegyzés: Lattuk, hogy [f(x, y)|=1 az egységnégyzeten, igy telje-
siilnie kell a

1

egyenlitlenségnek,

=u(T)-1=1

8. Hatdrozza meg az

1
VN —,  De={(x,»)cR?| x+y?>0}
x+y?

fiiggvénynek az egységnégyzetre vett integraljit!

Az eldzb feladatokkal ellentétben f nem korlatos 7-n, tehit egy im-
proprius integral értékét kell meghataroznunk. f biztosan integralhaté T-n,
ha van olyan f-et majordld fiiggvény, amelynek 7-re vett integralja 1étezik,

Mivel

1 1

E_._.
Vx+32 Vx

és az
1
dx
g V>
igy f integralhat6 a T tartomanyon.

Elészdr x szerint integralva :
1

f dx =2[]/x+y2]3=2]/1+y2—2y

2
o Vxty
(y=0 miatt |y|=y).
Tehat

1 1
fff:fz]/ﬁ}fdy—fzydy.
T 0 0

improprius integral konvergens,
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Az els6 tag esetén helyettesitéses integrallal jutunk eredményre.,
Legyen

y:.=sht
Ekkor
1+y2=cht,
és
d
2 che
dt
(A helyeitesitéskor az integralasi hatarok is megvaltoznak.)
1 arsh [ arsh 1
f 2¥ 1+ 2 dy= f 2ch? ¢ di= f (ch 2+ 1) dt=
0 0
1 arshi
= [— sh 2¢+ t] .
2 0

Figyelembe véve, hogy
sh (arsh 1)=1,

sh2¢=2shzchr=2sh ) 1+sh?ye,
kapjuk, hogy

fff:}/:’l-{—amh 1-1.
T

Végezziik el az integralast forditott sorrendben is!
1
d 1 d ! 1
d =f.___ —-———y——=[arsh —y:-] =arsh —
Yx+y2 4 Vx ]/1+ EAY Yx /o Y=
Vx
tehat
1
1
fff=f1-arsh—-—:dx.
3 Vx

1
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Parcialisan integralunk :
wi=1, u=x
ekkor |
1 -1 -1

1
vi=arsh—,

Va vl:V;:[_'—Vf_;T- =

ebbdl kdvetkezéen :

1
1 —
fff=[xarsh—1_—] —!—lf dx =arsh1+[]/x+l]é=
T Vx Jo 20 Vitx

=arsh 1+ ]/_2-— 1.
(Felhasznaltuk, hogy

.
b

1
lim x arsh —=0,
+0 |/ x
amit az Olvaso pl. a L’Hospital-szabaly alkalmazasaval igazolhat.)
Latjuk tehat hogy e feladat esetén is teljesiil az

1 1 11
fff(x,y) dxdy=fff(x,y)dydx
o0 0 0 0

egyenlOség.
9. Integrilja az
1
+y
fiiggvényt az egységnégyzetre !

f: (x,y)“";"'"'j > -Df: {(xsy)ERzlx""yZ#O}

A fiiggvénynek nincs hatarértéke az origoban, nem koriatos 7-n, sét
az

1
x=>f (%, 0)=—, x€R\(0}
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1
y»—*f(O;y)t;i, x€R\{0}

fiiggvények {0; 1}intervallumra vett improprius integralja nem létezik.
Hatdrozzuk meg eldszor fintegraljat a
Ty={(x,»)10=x=1,asy=1} (a>04llandd)

tartoményra, majd vegyiik ennek hatarértékét, ha a zérushoz tart! (f T;-en
folytonos, igy integralhato.)

1 1
1
x+y2
a 0
i 1
=f11n(1+y2)dy—f21nydy.

a a

1

dxdy= f[fn (x+y2)]é dy=

a

Mindkét tagban parcidlisan integrélva kapjuk, hogy:

ff =[y In 1+39]} - f

—[y In(1+3)—2yIn y+2 arctg y)l=

dy 26 Iny~y)] )=

=|n 2+%—“[a In (1+a%)~2a In a-+2 arctg al.

A zaréjelben levé tagok hatirértéke zérus, ha a tart a zérushoz, igy finteg-
ralhatd Ton, és:

T
fff=1n 24
T

Végezziik el az integrélast forditott sorrendben is!

1
1

f x+y? f ]/x - [V]’/‘x ]24y= [-"l-/l-";: arctg _VE]:%
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1
fff=f-i~arctg—1:dx.

Parcjdlisan integralva:

wi=—
|/ x

ekkor

u=2
és

1
vi=arctg—,
X
igy
1 —1

:H-x 2]/; ?

azt kapjuk, hogy

1
- 1 d
fff=[2]/xarctg _] +f * =_g.r_.;.1n2’
r -Vx o 1+x 2
0

ami az el6z6 eredménnyel megegyez6.

[Felhaszné.ltuk, hogy

lim 2]/} arctg i_:o,
+0 l/ x

hiszen a szorzat egyik tényez8je 0-hoz, a misik "; -hez tart.]
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10. Hat4rozza meg c értékét gy, hogy az
[ py—e(x2+3y%),  (x, y)ER?
fiiggvény egységnégyzetre vett integrilja 1 legyen!

Integraljunk eloszor x szerint!

1

x3 2 ! I 2
4 (x2+3y2)dx=c ?+3xy =c §+3y ,

0
0

igy
1
1 1 1 4
- 32 dy=c|-y+3?| =-c.
fff Cf[3+3y)y C[3y y]O 3¢
T 0

Mivel az

-

egyenlOségnek teljesiilnie kell, igy
3

c=-.

4

11. Legyen az f: T— R fiiggvény folytonos a
T={(x,y)|a=x=b; c=y=d}

tartomanyban. Hatdrozza meg f T-re vett kettOs integraljat, ha
teljesiil az

ng(x, .V):f(xs »)s (x,»)eT
egyenldség !
Mivel f folytonos T-n, igy integralhato is. f folytonossaga miatt

" "
Fo=F

igy azintegralas sorrendje ietsz6leges. Integraljunk el8szor x szerint!
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& b

f fOx, y)dx= f FJ{x,y) dx=[F,(x, )}, =F,(b, )~ Fy{a, ).
a @

Ezt y szerint integralva :

d
f [E3h, )~ F (e, »)] dy=[F(b, »)~ Fla, »)]?=

=F(b, d)—Fla, d)—F(b, o)+ Fa, ¢).

A kettds integral értéke tehat az F fliggvénynek a téglalap csicspontjaiban
felvett értékeibGl meghatarozhat6. (A feladatot a Newton—Leibniz-for-
mula altalanositasanak is tekinthetjitk.)

2, Kettés integral normaltartomany esetén

Legyenek az

&1 1 x>g(x)
és x€la; b]
g2 x>ga(x)

fiiggvények folytonosak az [@; b] intervallumon, és legyen min-
den x€[a; b] esetén:

gi(x)=gx(x)!
Ekkor a

T=N,={{x,»)| a=x=b, g(x)=y=g,(x)} |
tartomanyt az x tengelyre normdltartomdnynak nevezziik (50. 4b-

ra). Mivel g, és g, folytonos [a; b}-n, igy itt integrilhatd is. Eb-
bdl kovetkezden N, mérhetd :

b b
(N, )= f g2— f g5
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AN g:gz(x)

S Y20y {x]

a b
a)
vh
d
ol
-
X
b)
50. abra

Hasonl6an értelmezhets az y fengelyre normdltartomdny is :

T=N,={(x,9) | e=y=d, h,(»)=x=h,()}.
Ha f folytonos T-n, akkor :

b galx)

f f - f £ @ d,

Nx a g1(x)

214

ill.

d f ha(y)
fN,ffif J(,,f(x’y)dx d.

Norméltartomédnyok esetén tehdt az integrélas sorrendje

meghatérozott. A sorrend feicserélése csak akkor lehetséges,

ha T mindkét tengelyre normaltartoméany, de a csere ekkor Js

a hatarok atalakitdsdval jar.

Ha T nem normaltartomany, akkor a tengelyekkel parhu-
zamos egyenesckkel norméltartomanyokra bontjuk fel. f T-re
vett integralja e résztartomédnyokra szamitott integrdljainak 6sz-
szege.

Gyakorlé feladatok
1. Igazolja, hogy az
0, ha x+y irracionalis
fi(x p)—~ %, ha x+y=i;~¢0, (x, y)€R?

0, ha x+y=0

fiiggvény integrilhaté az A(0;0), B(1;0), C(0; 1) csticsponti
haromszogre !

Annak igazolasahoz, hogy az adott tartomanyon f integralhatd, azt
kell megmutatnunk, hogy az alsé és fels@ kozelitGisszegek hatarértéke
azonos. Mivel f als6 korlatja zérus, igy az als6 kozelitd Osszeg is zérus. Azt
kell tehat belatnunk, hogy a felsé osszeg tetszblegesen kicsiny lehet.

Legyen & egy egynél kisebb pozitiv szam. Vizsgaljuk meg, mely pon-
tokban nagyobb a fiiggvényérték e-nal! Ez csak olyan pontokban lehetsé-
ges, amelyekre :

k 1
x+y=—, és O<n<-—.
n £
E pontok az
x+y=1 egyenessel parhuzamos egyeneseken helyezkednek el.
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Mivel lattuk, hogy

O<n<—,
&
0=x- y=1-b6l kovetkezien
O=<k=n,
igy csak véges sok ilyen egyenes van.
Jeloljiik ezek szamat nr-mei!
Bontsuk a T tartomanyt az x--y=1 egyenessel parhuzamos egyenesekkel

€
Sy szélességli savokra. E savok kozill m-ben a fiiggvényérték £-nal nagyobb
m

Lesz. Fzek jaruléka a felsé kozelité dsszeghez:
5=3 Lo my
17 a5, it
(ahol £, a sav ,,hosszat’ jelenti).
Mivel M;=1 (hiszen f(x, y)=1, ha (x, )€T, és 1, =} 2), igy

] [ E
S, =—1V2m= .
Y om V2 2
A tobbi savban a fiiggvényérték maximuma &-nil kisebb, igy ezek jaruléka :
E
8, EH(T):E .
E felbontas esetén a felsd kozelitd Osszeg:

S=S1+S2<§ a+y2),

amely érték tetszOlegesen kicsiny iehet. Mivel taldltunk egy olyan felosz-
tast, amelynél S tetszblegesen kicsinnyé tehet8, és belathatd, hogy ez minden
finomodo felosztassorozatra teljesiil, azaz S alsé hatara zérus, igy megmu-
tattuk, hogy fintegrathaté a T tartoményon.

G

2.)Hatarozza meg az

[ p)-2xy,  (x,y)ER?
fiiggvény integraljat az 51. Abran l4that6 tartoményra!
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b wra——

% "

51. 4bra

A tartomany az x és y tengelyre is normaltartocmanynak tekinthetd.
Tehat

T=N,={(x; y)| 0=x=1, xzéyéyx}
vagy

T=N,={(x; y) | 0=y=1, y*=x=}3}.
(Vigyézzon, a

T,=({(x;») | 0=x=1, 0=y=1}
tartomény az egységnégyzet!)

A T=N_ esetben el0szor y szerint;
a T=N,, esetben eldszdr x szerint kell integralnunk.

Tehat
1 ¥x 1 1
fff:f f 2xydy dxzf[xyz]ﬁ dx=f(x2--x5)dx=
xZ
T 0 %2 0 0
B x3_x6 11

Természetesen a T=N, esetben is azonos eredményt kapunk.
@) Hatirozza meg az
2
f:(x’y)"‘iv J’_’ -Df2 {(x,y)Gszx-f—l;éO}
x+1
fiiggvény integraljat az 52. dbran l4thato tartomanyra!
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R |

1 2
52, abra

A tartomény :
1
={(x, ] 1=x=2, 0§y§_},
x
tehat el6szor y szerint kell integralnunk :

2 1 2

[ 2ol fi2

1

Az integrandust résztortek Osszegére kell bontanunk :
1 4 B C

m = —; -+ ; 4 -;—;T .

K6z0s nevezdre hozva kapjuk, hogy
1=x%(A+C)+x(A+B)+B,

ahonnan -— az egyiitthatok Hsszehasonlitisaval —
A=—-1, B=1, C=1 adodik.

Tehét :

=1 l-= L) ar=]—tnx—L *
x—z—— x+l) x—[— x——;+ n(x+1)]l——

1 3
——+In3 2In2=—+In-.
2 27
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x 1
] dx= | —/———dx
0 X(x+1)
i

4, Integrélja az

[ (x, y)—~ D= {(x, »)€R?| x>+ y*0}

ﬁ’
fiiggvényt a '
T={(x,y) | x>+ y*=1}
tartoményra !

Lattuk, hogy faz origé kivételével folytonos T-n, és korlatos, igy integ-
ralhato.

A tartomany egy origd kizéppontil egységsugari kor. Mivel f mind-
két valtozbjaban paratlan, és T szimmetrikus mindkét tengelyre, igy fnek
az adott tartomanyra vett integralja zérus.

y=tgx
Ay

"V

hak{————————-—-——-_-__n__.qq

|

I

|
X,

4
53. 4bra

5. Hat4rozza meg az

fr-2y (xR
fiiggvény integraljat az 53. dbrdn lathaté tartomdényra!

T mindkét tengelyre normaltartominy. Az integralast mindkét modon
elvégezziik,

7T
a) T=Nx={(x, y)‘ §x§—4~ , g x=y= 1} .
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Ez esctben elOszor y szerint kell integralnunk :

i n =
4 1 4 4
fff:f fzy dy dx=f[y2]11gx dx=f (1—tg? x) dx.
T 0 tex 0 0
Azintegrandust
) sin? x 1—cos? x 1
1-tgex=1— y—=1- =2—
cos? x cos? x cos? x

alakra hozva kapjuk, hogy:

fff—f 2—— iy dx—[Zx tgx]4=——1
cos

b) T=Ny={(x, »10=y=1, O0=x=arctg ¥}.

Most el6szér x szerint kell integralnunk :

1 {arctgy

1 1
fff:f f 2y dx dy=f[2xy]3'°tgydy=f2yarctgydy.
T 0 N0 0 b

Parcialisan integralva: u":=2y,

vi=arctg y,

1 1
2 2
2 1 y b 2 y+l—1
=|y*arct - —dy=—— | " dy=
ff [v? arctg y]y f1+y2 == f Tz v
T 0 (L}

7T [ (23] ;@ 1
=wm—|y—arc =1,
4 ¥y £¥|o >
ami az elézdvel megegyezo.
Megjegyzés : Lattuk, hogy normaltartomanyok esetén az integralas

sorrendjénck felcserélése soran a hatarok is megvaltoznak, sot legtobb eset-
ben a sorrend felcserélése el sem végezhetd.
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6. Integralja az

fi(x,y s‘;” . D={(x,»)ER?| y=0}

fiiggvényt a
T=N,={(x,y) | 0=x=1,x=y=1}
tartoméanyra!

X

w
il

| Y

7.

A e e ———

>

54, abra

Az integralasi tartomanyt az 54. 4bra mutatja. /' korlatos, és T-ben az
origo kivételével folytonos, igy integralhato.

T mindkét tengelyre normaltartomany ; igy az integralast kétfélekép-
pen is elvégezhetjiik.

a) T=N,={(x, y): 0=y=1, 0=x=y}.

Elbszor x szerint integralunk :

|22 f oo

=fsinydy=[—cosy](1,=l—cos 1=20,454.

¢
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b) Forditott sorrendben végezve az integralast elészor ¥ szerint kell
integralnunk. Ezt csak kozelitéen, sorfejtéssel végezhetjiik el.
Mivel
35

. y
8in y = J’“a—"f'g'-—-%-
siny _ »? )4

y 6 120

Ezt alkalmazva:

sin y 1 1 x x5
= dyas 1——-+-—— dy=1——f-——fx- T, X}
f e _[ 120 TR (x TR 600]

A kapott eredményt x szerint integralva ;

4 (1 A 0,457,
TIU T 60 18 856] v
0

ami az elézdvel elég jol megegyezik. (Nagyobb pontossig eléréséhez sin ¥y
sorabol tébb tagot kell figyelembe venniink.)

7. Integrilja az

S, pycos (x—y),  (x,))ER?
fuggv?nyt az A(0;0); B(1; 1); C(3; 1); D(4; 0) csticspontii tra-
pézra!

A tartomanyt az
y=0;y=1,
ill.
y=x,y=4-x
egyenesek hataroljak,
fgy
=N,={(x,7) | 0sp=1, y=x=4-y},
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ElGszor tehédt x szerint kell integralnunk :
4-—-y

cos (x—y) dx=[sin (x— )]} ¥=sin (4~ 2),

g
amit y szerint integralva:

1 .
) cos 2y~ 1
f[-sm 2y—9] dy=[~—T—]0=§ (cos 2—cos 4).

8. Integrélja az
[ )~a0s ek D= {(x,y)€R*| x*+y?#0}

I

€s
g:(x, )2y, (x,y)ER?

fiiggvényeket az 55. 4bran lathat6 tartomanyra !
ui

3

55, abra
A tartomany az y tengelyre normaltartomany :
T=N,={(x, )| 1=y=2, ~Iny=x= In y}.
a) f folytonos T-n, igy integralhatd.
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Mivel T szimmetrikus az y tengelyre, és f x-ben paratlan fiiggvény,
ezért:

[

T
b) g x-ben paros fiiggvény, igy T szimmetridja miatt:
2

2{ Iny
f[g:fzf f 2y dx dy=2f2ylnydy.
T 1 0

1
Parcialisan integralva (" :=2y):

T

9. Integralja az

f:(69)=x2+y% (%, ))ER?
fiiggvényt a

T={(x,y) | x*+y*=1}
tartomanyra !

Mivel £ mindkét valtozdjaban paros fiiggvény, és a tartomany mind-
két tengelyre szimmetrikus, igy elenged6 az integrilast a

Ty={(x,») | 0=x=1, 0=y=}1-x2}

negyedkorre elvégezniink, hiszen

T T
Eldsz0r y szerint kell integralnunk ;

]/1—.752

f (x2+»?) dy=[x2y+-§ yS]' o =x1 —x2+-;- Va-x3.
0
0

A két 1agot kiilon-kiilon integraljuk.
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Mindkét esetben az x :=sin ¢ helyettesitést alkalmazzuk.
Ekkor

V1—x%=cost,

dx
—-=C0S§ ¢,
ot

és

7T
Mivel x=1 esetén t=-§-, és x=0 esetén =0, igy

(NIt

T

1 2
1
I]=fx2 1—x2dx=fsin2tcosztdt=zfsin22tdt=
0 0 . 0

7 x
1 1 sin4t?2 =
=— | (1—cosd4f)de=—1¢— =,
8 8 4 J, 16
0
Hasonlban:
id z
1 2 2 5
1 —_— 1 1 14cos 2¢
L=~ 1-x23 dx=- ftdi=— | |———| dr
23fV( x)x3/cos 3 > d
0 0 0
i
2
1 14-cos 4¢
=— 1+2cos 2t ———| dt=
sz[ +2cos > )dt
0
=
_ 3t+ i 21 sin 4z 2_::
] P . 16’

tehat:

Tz
Vi



Megjegyzés : Polartranszformacioval a feladat megoldasa Joval egy~
szer(ibb. Fzzel a kovetkez6 szakaszban foglalkozunk.
10. Integralja az
f: (x3 Y)”"’-_Sg (xl_y), (xs y)eRz
fiiggvényt a
T={(x, y) | x*+y*=2}
tartomanyra !
yk
xz + gz =2 l_.lI =X

/zfi

y 4
f -

ETL_E T JVZ X

56. dbra
Mivel
1, ha =0
t»—a-sgt:{ 0, ha t=0
1, ha 1<),
igy

1, ha x2=y
sg(xz—y)={ 0, ha x%=y

-1, ha x*<y.

Az J\c2 =y girbe a Ttartomanyt két részre bontja (56 abra). Ennek T részé-
ben x2>y, igy itt a fiiggvényérték (— 1), Ty-ben x%<y, itt tehat a fi uggveny-
érték 1. Ebbdl kbvetkezben :

[ f f=u(Ty)— ilTy)-
T

226

Meg kell hataroznunk tehit T, teriiletét. Mivel a kor és a parabola metszés-
pontja az (1; 1) pont, igy:

1 Yz
p(T,)=2f}/§dx+2 fmdxx
g 1

=2 [-32- x%]:+ 2y2 ] E‘/;-[;i;jz dx

- - r L x L3
A mésodik tag integralisakor az — :=sin ¢ helyettesitést alkalmazzuk :

2
V2 ‘ 5 3
- % 2
]/2[ Vl—(—:) dx== chos tdt~./'(1+cos2t)dt=
p)
i F: 4 T
4 ) )
[ sinIZt]E T 1
(= + ————
2 ), 4 2
py

végeredményben tehat:
Tp="41.
AII=773
Mivel
T=T,UT,,
azaz
(7= (T + u(T),
¢bbdl kdvetkezben :

[ f f=(ﬂ(T)-ﬂ(T1))—y(Tl)—-:zn—z(mZ_—}%]=n—§.
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11. Hatirozza meg az
[0 p)>x2+2p,  (x,y)ER?

fiiggvény integraljat az 4(1; 1), B(0; 3), G(3; 0) csucspontu ha-
romszogre !

w
x‘[

57. abra

A tartomdany (57. Abra) nem norméltartomany, de az x= 1 egyenes a
tartomanyt két normaltartomanyra bontja. Ezek:

Ty={(x,»)| 0=x=1; 3-2x=y=3—x},
3—~x
T2={(x,y)l 1=x=3; ——i—§y§3—x}.

Tudjuk, hogy

-

Tehat az integralast kiilon-kiilon kell elvégezniink a két tartomanyra.
Ty esetén:

1 3—-x 1
f f (2 +2)dy| dx= f [¥%y+5%325, dx=
0 ‘\3-2x " 0
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1
1
= f (6x—3x%+ x3) dx= [2::2—;;3+Z x4]

0

L.
o 4

hasonlban Ty-re:

8—x

8—x
f[ f (x2+2y) dy dx—f[x Y+ 32 B—xdx_

8

= f [—;-(3x2—x35+3(3—x)2] dx=5..

1

A keresett integrdl e kettd osszege:

[

12. Hat4rozza meg az
f: (x, J’)"-”Vly—le, (x, y)eRZ
fuggvény integraljit a
T={x, )] —-1=x=1,0=y=1}
tartomanyra!
Mivel
— 2
V== Vy—a2, ha y=x
Yx2—p,  ha y<x?

igy a tartomanyt két részre kell bontanunk (56. abra):

T={(x,») ] —1=x=1, 0sy=x?}
T={(x,y)| —1=x=1, 22=y=1},
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-1 1
58. dbra

x

A T, tartomény esetén x?=>y, fgy:

1{ x2 1
. Byx?
ffszf[f Vx2—ydy dx=2f[[—§)(x2'4y)2] dx=
T 0 0 1] O :
1
=i‘/‘x3dx=1.
3 3

b
A T, tactomany pontjaiban x*<y, tehat ekkor:

1 1 1
. - 1
ffszf f]/y—-xzdy dx=2f[§(y——x2)2] dx=
xZ
T 0 x2 0
1
=i;. f ¥ (1—x23 dx.
0

Az x:=sin ¢ helyettesitéssel:

Fid

1
3
f}'(l—-xz)sdxz-/\cos4tdt=—£
16
0
(l. a 9. feladatot!)
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Az eredmény tehat:
f P f—-l 4 I 7
16 _3 4’

3. A Kkettds integral transzformicioja

A kettGs integral transzformacidja az egyvaltozos fiiggvé-
nyek integraldsakor megismert helyettesitéses integralas altala-
nositasa. A valtozok célszerii transzforméacidja sok esetben meg-
kdnnyiti az integral elvégzését, ill. lehetdvé teszi a kiszamitisat
olyan esetekben, amelyekben transzformacié nélkiil a feladat
nem lenne megoldhato.

Ha az

x : (u, v)~x(u, v),
(u, V)ET'C R?
Yt (u, v)—~p(u, v),
fiiggvények az u, v sik T’ tartomanyat kolcsonodsen egyértel-
miien leképezik az x, y sik T tartomanyara, és e fiiggvények
folytonosan differencialhaték, akkor, ha f T-re vonatkozo6 in-?
tegralja 1étezik :

f f f(x, ) dx dy= f f 1 9,30 00) | S22 |
T T

ahol:
ox Ox

8(3», »_ u v
W)~ |y oy |’
ou ov

a transzformacié determindnsa (Jacobi determinéns). Specidli-
san polartranszformacié esetén (lattuk, hogy a leképezés az ori-
£0 kivételével kélcsonosen egyértelmii) :

X=FCOS @,

y=rsing,
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tehat:

dx,y) |cosp —rsing |
d(r,¢) |Ising  rcospi

A’ feladatok megoldédsa sordn — a tartomény alakjétél fiig-
glen — természetesen egyéb transzformaciokat is alkalmazunk.

Megjegyzés : Ha T* mérhetd, akkor 7 is mérhet6, és:

Gyakorl6 feladatok

1. Hatdrozza meg az

2
xT-T-% »  ha x24y%:0,
X, YY) 2
fi(x,») 0, ha x2+32=0, (x,¥)ER
wiiggvény integraljat a
T={(x,y) | x*+y*=1, =0, x=0}

negyedkorre !

Az elézdekben lattuk, hogy f az origd kivételével folytonos, 7-n kor-
latos fiiggvény, igy integralhato T-n. Térjiink at polarkoordinataksa !

Ekkor:
-
T={(r, ®) l O=r=1, 0= gvé-z—} .

azaz a tartornany négyszigtartomany,
Elvégezve az

X==FCOS @

y=rsin ¢ helyettesitést, kapjuk, hogy :
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2xy 2r? cos psin @

= =sin 2¢p.
x*+y*  r(sin? p-+cos? @) v

Ezt figyelembe véve:

Eid
2

1 "72£ 1
. cos2p
f= rsin 2¢ dp dr=— r 2 dr=
0
T 0 0 : 0
1
1 1 r2]1 1
== dr=—=f—|] =-.
2 2L 2), 4
0

2. Igazolja, hogy az

1 —[ 1 ], ha x2+ 20,
fi(x, )~ Vx2+y? [Vx2+y? _
0, ha x24y2=0,
(x, Y)ER?
fiiggvény integraihato a
T={(x,3) | x*+y?=1}
korre, s hatdrozza meg az integral értékét !

Az entier-fiiggvény definiciojabél kovetkezben f korlatos T-n, hiszen

1f(x, =<1, ha (x, p)ET;
igy ha fintegralhato, akkor

fff <u(T).
T

Teteszbleges nENT esetén f folytonos a

1 1
Tn={(x, » | <x2+y"é;2—}

(n+1)2

tartomanyon, igy itt integralhato is.
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Ebbdl kivetkezOen tetszGleges nE N4 esetén létezik f
1
T*:{(x, ») ’ —5<x2+y2§1}
)
tartomanyra vonatkozd integralja is. Mivel £ korlatossaga miatt a

T\T* ={(x, »

1
0§x2+y2§;2'}

tartomany jaruléka tetszblegesen kicsinnyé tehetd, igy f integralhatd Ton.

Hatarozzuk meg az integral értékét !

1] e [ gl

polarkoordmé.takra attérve az elsd tag.

1 2z
1 1
——dxdy= ~rdrdp=2=n.
24 2 r
T ]/x +y g

A masodik tag integralasakor felhasznaljuk, hogy
1 1 [ 1 ]
——p=— esetén —|=n:

n+1 n r

1 2z

[l [y 1

< 1 1 > 2n+1
=2n nrdr=2 —_— == - .
2 f ' ”El () 2
1

ni¥1

Az integral értékénck meghatarozisihoz a fenti dsszeget kell tehat ki-
szamitanunk,

Résztortekre bontva:
2n+1 _A+ B + C
ant12 n oarl (p+1)2°
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azaz:
2n+ 1=A(n+ 12+ Bn(n+1)+Cn.

A két oldal egyiitthatotit Ssszehasonlitva :
A=1, B=—-1,C=1.

Ezt felhasznalva :

% 2n+1 E 1 1 ]+ 1 }

o2 2\ onk1) e

Mivel a felbontasban szerepld dsszeg mindkét tagja abszolit konvergens
sor, igy a sor atrendezhetd, azaz:

- 2n+1 - f1 1 ) = 1

2 — -]+ ——
H§1 n{n+ 1)2 nzl [n n+l ngl (ﬂ-l— 1)2
A felbontasban az elsd tag:

- (1 1 ] lim (1 1+1 1+ 1] i
————|=lm|l—F=—+...——]|=]1,
n§l [n n+1 [ 223 n

a masodik tag:

- 1 - 1 n?
> =2

A kapott eredmények alapjan:

Py
f f=2n—:m[1-{-—g--—1]w1,11.
T

Valoban teljesiil tehat, hogy

ffféﬂ(TFm
T

Megjegyzés: A feladat megoldasa soran felhasznéltuk, hogy

= 1 n2
27
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Ez példaul a kdvetkezdképpen lathatod be ;

Tekintsiik a
2 :xH{(x—az)z, ha 0=x=2n, XER
&(x)=g(x+ 2m),
fiiggvényt!

Mivel g folytonos fiiggvény, igy Fourier-sora minden pontban el8-
allitja a fiiggvényt. Tebhat minden x€ R esetén:

n 24
g(x)=-3—+km] e cos kx,
x=0 esetén:
g(0)=n2=3—;f+k§1 ;5 .
Az egyenldséget rendezve:
o1 @t

Kkm1 K% 6

3. Integralja az
£ Gu )~ G2y, (4 2)ERA{(O;0))
fiiggvényt a
T={(x, y) | 1=x2+y*=4}
tartomanyra!
Mivel T nem normaltartomany az xy sikon, térjiink &t polarkoordi-
natakra! Ekkor:
T={(r, p) | 1=r=2, O=¢p=2n};
tehat:

2 2n 2
fff=f[ rlnrquoa’r=2nf2rlnrdr.
T 1 0 1

(Mivel az integralandé ¢-t61 filggetlen, igy a ¢ szerinti integrilas 2a-vel
vald szorzast jelent.)
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Parcidlisan integralva:

w=2r,
v:=Inr,

2
2 Y 5 r21?
ff =2n[r21nr]1—'2ﬂ; rz-;dr=2:n:[r Inr—?]1=
T 1
=2xz{41 2--3
= ﬂ( n 5_].

4. Hat4rozza meg az

fi@ep)-e=="  (x,y)ER?
fiiggvény integraljit a

T={(x, )| x*+y*=¢%}
tartoményra!

Azintegralas csak polartranszformacid atkalmazdsval végezhets el:

o 2n n
fff:ff re'"’zdrpdr=2nfre_’zdr=
T 0 0 0

—r20
=27z[e ] —n(l—e"2").

2 Jo
Megjegyzés : Szamitsuk ki a kapott eredmény hatarértékét, ha ¢ min-

den hataron til névekszik:

lim 7(1—~e~ ) =m.

Tehat az f fiiggvény integralja a teljes sikra =:

= f fe—xz-ydedyﬂ f fe_”z-e—"zdxdy.
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Mivel négyszogtartoményrol van szb, & f szorzatalakban irhato fel, fgy

V.1. szerint (belathatd, hogy ez az Osszefiiggés nemesak korlatos tartoma-
nyok esetén érvényes):

oo oo oo

2
n:fe"""zdx fe_'vzdy= fe_xzdx .

—_— — oo —

Ebbdl kovetkezben :

f e demy

5. Az ¢l8z0 feladatban litott moédszer alapjin hatarozza
meg az '

oo
A= fede

integral értékét!

A keresett ért€k négyzetét hatirozzuk meg:

A2=[fezdx] fezdxfezdy—
— X3y
=f fe 2 dxdy.

—_—n  e—oo

Polarkoordinatikra attérve:

~ .~ 2 27
A= ffre 2 dgvdr—f 2are 2 dr=—-2nle 2 ), =2,

0
ahonnan kovetkezik, hogy A=]/Ez_zn..
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Megjegyzés : Az integral ériékét az eldzd feladat eredményének fel-
hasznalasaval is meghatarozhatjuk a

x r3
t : =—— helyettesitéssel.
V2
6. Hatarozza meg az
fr06p)>x2—y2, (%, ))ER?
filggvény integraliat az 59. abran lathatd kdreikkre!

py
T
.
4 - —
1 X

59. abra

A tartomény polarkoordinatakra attérve négyszogtartomany :

’ 3

T={(r, @y 0=r=1, 0= "DET} .

Mivel

x2—32=r2 cos? p—r?sin? p=r? cos 29,
igy f T-re vett kettOs integralja:

JT

Fi3
1 3 1 =
: sm2
fff:ffrzcos2¢rd¢dr=f cp druf-—dr——
T 0 o 0
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Az integralds transzformacid nélkiil is elvégezhetéS de ekkor a szamitgs
Joval bonyolultabb.
A tartomany :

2 s
T=]\{v2{(x,y), 0§y§-‘—g—, yéxél/lﬂyz}.

El6szor tehat x szerint kell integralnunk ;

2 V2
2 V1—-y* 3
. 3 3
f f f= f f (P—y) dxdy= f "——yzx]“ " dy=
b > Y
vz
2
]/1_ 2)3 .
__j [(__._3y__.... 2]/1 y2 o J_yJde=
0
f—y3dy+f ]/1 y2dy.
Az elso tag:
¥z

2 12
2 y4 2
3
EEs )
L]

A misodik tag integralasakor célszeri az y:=sin¢ helyettesitést alkal-
mazni:

V2
B 2
1—-4y 1
f 3 ]/l—yzdy=§f(1—4sin2t) cos? tdi=
0 0

i)

a
1 . 1 1+cos2t 1—cosds
== [ (cos? t—sin? 2r) dt=— - =
3 f ( w2t di=< 2 2 )4
ht 0

~H

Al
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7T

1 [ sin2¢  sin 47 ]'74 1
=— +
0

2 I

Azaz végeredményben:

127
pa 1+ 11
T4 12787
T .

ami az eldz6 modon kapott eredménnyel természetesen megegyezo, A két
megoldast dsszehasonlitva latszik, hogy a polartranszformaci6 elvégzésével
[ényegesen lgt'mnyebben jutunk eredményre.

7. Hatarozza, meg az

fix)——— (%, »ERA{(0;0)}

l/x +?
fiiggvény integraljat a

T={(x,p)] (x—1)*+y*=1}
korre!

L 4

60. abra
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A tartomany polarkoordinatikra attérve (60, abra):

7T T
T={(r, @) ! ——=p=—; 0=r=2cos tp} ,
2 2
az r, ¢ sikon tehat 7' normaltartomany. El0szor r szerint kellintegralnunk :

2 2cos (p

[ [ v o

n
2cos @ dp= [2 sin cp]fﬁ= }
3

1l
1
Mlﬁ\t\”a

8. Integralja az
[ )22 y2, (%, 1)ER?

fiiggvényt a
T={(x, ») | (x=3)*+(y—2)*=1}
korre!

Az integral meghatarozasahoz célszeril a kovetkezo transzformaciot
elvégezniink:

x=3+rcost,
y=2+rsint.

E transzformacioval az integralasi tartomany :
T={(r, p) | 0=r=1, 0=p=2n},

Mivel az allandd derivaltja zérus, igy a Jacobi-determinans most is »rel
egyenld. A helyettesitést elvégezve :

X2+ y2=(3+rcos )2 +(2+rsin 1)2=13 L 6r cos ¢+ 4r sin 41,
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igy fintegrilja:

1 2n
fff:ff (13+6r cos t+4r sin -+ r)r dp dr=
T 0 90

4 1
f 37+ dr=2n —_+— =13,57%.
0

9. Integralja az
[ n)~12xy),  (x,y)ER?

fiiggvényt a
y =
T= {(x, ¥) [ — 4 = 1}
tartoményra !

A tartomany egy ellipszis, amelynek tengelyei egybeesnek a koordi-
natatengelyekkel. Az integralds transzformacié nélkiil is elvégezhet6, de
célszert a kovetkezd transzformacio

x=3rcos @,
y=2rsin ¢.

Ekkor az integralasi tartomany négyszogtartomany :
T={{r, )| 0=r=1, 0=p=27}.

A Jacobi-determinéns:

ox 9Ix
e, | or ap
arp) |9y oy
9 dp

Mivel a tartomany mindkét tengelyre szimmetrikus, f mindkét valtozbjaban
paros, igy elegendd az integralast az elsd siknegyedre elvégezni:

3cosp —3rsing|
2sin g 2rcos ¢

243



13
fffm4ff2-3rcos¢2rsinqo6rdqadr=
T

o 0
14
1 3 1
:283ffﬂsinzwdq:dmzss[ﬂ[m
0o 0 0
4

=144 f r2dr=48.

0

r

cos 2 12
cp] dr=

2 b

10. Integralja az

filep)~1,  (x,p)ER?
fiiggvényt az

y=x, y=2x, xp=1, xp=2
gorbék altal hatarolt tartomanyra!

A tartomany {61. abra) az xy sikon nem normiliartomény, s6t elég
nehéz is normaltartomanyokra darabolni,

yl

2x

61. abra

244

Vezessiink be 1j valtozokat!
Legyen

U.=Xxy,

X

nisE —

¥
aZazZ

w & =1/
x=Yuo & y—vv.

Ekkor a transzforméicidé determiniansa:

Ix Ix 1‘/0 1\/_12
B(x,y)m-sv—_iz 5;_1
m= o oyl IVT 1‘/_:; T2

u ool l2f w2y B

A tartomany az u, v sikon négysziogtartomany :

>

T= {(u, )

1
1=u=2, Eévél}.

fgy £ integralia (a determindns abszolut értékével szorzunk):

2 1 2
1 1
= —dvdu= | —In2du=0,35.
20 2
T i 1 i
2

Mivel az integralandé fiiggvény 7'minden pontjiban egységnyi, igy a kettds
integral definici6jabol kivetkez6en a kapott €ri€k a tartomany teriiletével
egyenld.

11. Hatarozza meg az

fr@, )%, (x, p)ER?
fuggvény integraljat a
2 2
T={(x,») | x=0, y=0, x3+y°=1}
tartomanyra !
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7
ey /
’ /,/?'Ci'//"'//

62. abra

A tartomdny egy negyed asztroid (62. abra). Vezessiink be Gj koordi-
nétakat:

x:=rcos’ ¢,
¥ :=rsin’ ¢.

Ekkor T négyszigtartomany :

T ={(r, ®)

0=r=1, 05995;}.

A Jacobi-determinans:

x,y) |cos’e —3rcosiesing 3 cos? o sin?
=" ) =3rCo .
3, p) |sinp  3rsin?pcosg reosTpsinte
Tehat f integralja:

15
fff=ffrzcos3qa3coschsin2¢dq:dr.
T 0 0

Alakitsuk 4t az integrandust !

3r2 cos® p sin? @=3r2 cos (1 —sin? g)?sin? p=
=3r2 cos p(sin? p—2 sin® g+ sin® g).
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N
Felhasznalva, hogy g”g’=[%] {(n# —1), kapjuk, hogy:

1 x
=1 32 sindg _, sin g sin’ "’]zdr=
T 0 ’
1

1 21 8
= [ 32 [___+_ dr=—.
3 57 105

U

4. A kettds integril alkalmazasai

A kettds integral geometriai és fizikai alkalmazésa egyarant
igen sokrét{i. Fzen alkalmazisi lehetGségek koziil a legfonto-
sabbakat emlitjiik és szemléltetjiik feladatokkal.

re__rr

* Az el6z8 szakasz 11. feladatiban mar szerepelt, hogy a ket-
t0s integral definiciojabodl kovetkezGen

ffldxdy=y(T).
T

Hasonldan, V.1-ben, a kett8s integral meghatarozasanal lattuk,
hogy ha fintegralhaté T-n és f(x, y)=0 minden (x, y)€T pont-
ban, akkor a

f f f  aT tartomény feletti z=(x, )
T

feliilettel hatarolt hengerszer(i test térfogatat adja (49. 4bra).
IV.2. targyaldsa soran lattuk, hogy ha a D tartomdny mér-
hetd teriiletii és az

r: (4, v)~>r(y, v), (u, 0)ED

folytonosan differencidlhaté D-n, akkor e kétparaméteres vek-
tor-skaldr fiiggvénnyel jellemzett feliilet felszine :

Aszlr;Xr:,I du dv.

D
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A lehetséges fizikai alkalmazasok koziil elsGként siklemez to-
megkozéppontjanak meghatdrozisat emlitjitk. Helyezziik el a
lemezt az x, y sikban! Legyen a lemez altal lefedett tarto-
many 7. Ha a lemez siiriiségét a

e (xM)~elx,y), (X, 0)ET
figgvény irja le, akkor tomegkozéppontjinak koordinatai:

f f xo(x, %) dx dy f f yolx, y) dx dy
xsz T . yo= T
f f o(x, ) dx f f o(x, ) dx dy
T T

(E képletekben a szamlalo a siklemez y, ill. x tengelyre vett el-
sérendii, 0n. statikai nyomatéka, a nevez8 pedig a lemez tome-
ge.) Természetesen, ha a lemez homogén, azaz siirfisége 4llando,
o az integréljel elé kiemelhetd, s igy egyszeriisithetiink vele. Ek-
kor a nevez§ T teriiletével u(T)-vel egyezik meg. Az el6z8ekben
szerepld siklemez y, ill. x tengelyre vett mdsodrendii (tehetet-
lenségi) nyomatéka :

0,= f f y2o(x, y) dx dy;
T

0,= f f x2o(x, y) dx dy.
T

Hasonloképpen a z tengelyre (vagy az origdra) vett masodrend(
nyormaték :

@=ff (x2+yHo(x, y) dx dy=0,+0,.
T

Forgastest felszine, ill. térfogata és a tdmegkdzéppont 4l-
tal leirt kor keriilete kozotti Gsszefiiggést adjak meg Guldin
tételei :
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A forgéstest felszine egyenld a forgatott gérbeiv hosszdnak
és a tomegkdzéppont altal leirt kor keriiletének szorzatival;
A forgastest térfogata egyenlS a forgatott lemez teriileté-
nek és a tomegkozéppont altal leirt kor keriiletének szorzataval.

Gyakorlé feladatok

1. Hatarozza meg az
y=Vx, y=2V§, xy=1, xy=2

edrbék altal hatarolt sikidom teriiletét !

yl ' o’

'3

"!"‘x[m

63, abra

A teriilet meghatarozasahoz a gorbék altal hatarolt T tartomanyra
(63. abra) kellintegralnunk az egységet, azaz:

ffldxdy=y(T).
r .

Az integralas kiszamitasadhoz célszerti a keitds integréal transzformaciojat
elvégezniink.
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Y
u.=—-,
Vx
vi=xy,
azaz
3 2
3 ~2
) = 74
x=|-| =033
u
21
y=udp3

Ekkor a tartomany:
T={(u, v) | 1=u=2, 1=v=2},

A transzformaci6 determinansa ;

-5 2 —1 =2

I x| 1-2 32T,
dx,y) [ou adv] | 3 3 21
B(M,U)— S Y o2 :EL -% 1 % =207 3y

- -u v3 - ud o

du oy 3 3

tehit a keresett teriilet :

2 2 2

T 21dd 21d 21 ]2 21 2~0,47

= - ~dvdu= | - ~du=}-Inu| =-In2x0,47.

34 3u 13,3
1 1 1
2, Hatirozza meg a
z=1~x2—2y2, (x, ¥)ER?
feliilet z=0 része &s az x, y sik 4ltal hatarolt térrész térfogatit !

A feliilet az xy sikot az
x*+2y?=1

egyenletil ellipszisben metszi.
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A meghatarozando térfogat tehat

ff (1 —x2—2p%) dx dy,
T
ahol

T={(x,») | x*+2p?=1}.
Célszerd a kettds integral transzformacidja :

X:I=rcos e,

r -
yi=——sin @,
V2

Ezen aj valtozdkkal:

T={(r, 9) : 0=r=1, 0= p=2n}.

A transzformécid determinansa (V.3. 9. feladatahoz hasonldan):

Hx,»)_ r
e Y7

tehat a keresett térfogat :

1 2n ‘ :
,
V=f‘/‘(1—r2¢osz¢—rzsin2 @) — do dr=
0 0 V2
1

=2z f (1—:2)-r—afr=l/-__ijz .
3 vzt
3. Hatarozza meg az
x24+22=1
és -
y+z2=1
hengerek k6z6s részének térfogatat !
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» v}

\\/

/'
|
N

|
|

64. abra

A 64, abrin felitinézetben abrazoltuk a két hengert, amelyeknek ten-
gelye az y, ill. az x tengely. Az abrin szaggatott vonal jelzi a két hengerfelii-
let metszésvonalanak képét.

A szimmetriab6l kdvetkezben elegendd a vonalkézott teriilet feletti
rész térfogatat meghataroznunk. Ez az integraldsi tartomany nyolcadrésze,
de mivel csak az xy stk feletti rész térfogatat szamoljuk, igy a telies térfogat
tizenhatodrészét kapjuk meg.

Az integralast tehdt a

T={(x,») | 0=x=1, 0=y=x}

tartomanyra végezziik.
Itt a hatarold hengerfelillet — a takarasban levd ,,alsd” feliilet

24 x2=1,
igy: *
1 = 1
'V
E:ffyl—xzdyda:f [y]/1~x2]xdx=
0 0
1 1 . 3
=fx l—Jufza'.:rc—"——-‘/‘(—Zx)(l—.xz)zab\:m—l ——[(l—xz)zj :—1-.
3 0o 3
0
252

A keresett térfogat tehdt:
16
7

Megjegyzés : Erdekességként bemutatjuk Blathy Otto e feladatra adott
megoldasat. (Miiszaki nagyjaink 2. kotetébSl.) Legyen a henger atmérdje:
D. ,,Ha a két hengert fekvd keresztnek képzeljiik, a k6z0s test €l6l- és oldal-
nérete kor, feliilnézete és minden vizszintes metszete pedig a kor koré irt
négyzet. Tehat a kozos test kibtartalma gy viszonylik a gombéhez, mint
a négyzet teriilete a beirt kiréhez, vagyis aranyuk: 4 : @. A gémb kobtar-

Ve

, 4 16
talma -g- D, tehit a kozbs testé = D" D=2 esetén: V=, azaz az el6zb
eredményt kapjuk.

4. Hatirozza meg az origd kozépponti két egység sugarii
goémbbdl az

(=1 +5=1
hengerfeliilet 4ltal kimetszett test (Viviani-féle test) térfogatat!

65. bra

A test szimmetrikus az xy sikra (65. dbra), igy elegendd a z=0 részé-
nek térfogatat meghatiroznunk, Mivel a gomb egyenlete:

x2 4 yi 4 22=4,
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tehat 5. Hatdrozza meg az

4 — x—3)2+z2=4
= f f Va—x—y2dxdy, G=3) _— . .
2 egvenletd korvonal z tengely koriili forgatasakor keletkezs te:
T : felszinét !
ahol : _
T={(x, ») | (x—D?+)?=1}. _ A keletkez6 feliilet egyenlete (a IV.2. 3. feladata):
E tartomany polarkoordinatakra attérve (60, 4bra): r(z, ©)=(3-+2cos u) cos ¢ i+(3+2 cos u) sin @ j+
' o +2sinuk (4, p)E[0; 2x]%
v i A .
T={(r, ?) —?E = O0=r=2cos ?’} . A felszin kiszAmitasahoz sziikséges
A transzformaciot elvégezve : ' LA
P meghatarozasa.
, 2 2cos¢ | 1 A parcialis derivaltak:
== (4= drde= ’ . . ; ..
2 r,=—2sin u cos gi—2 sin u sin @j-- 2 cos uk,
—ma 0 .
2 r_=(3+2 cos u}(—sin gi+cos gi).
2 Ezek vektorialis szorzata :
N2 8y2eose - i ik
= [—_—][— (4-r2)2] dp. rot : i i
2)13 o r,Xr,=(G+2cosu)-| —2sinucos ¢ —2sinusing 2cosu =
S : —sin ¢ cos @ 0
i s : =(3+2cos u){—2 cos i cos pi—2 cos u sin @j— 2 sin uk).
Figyclembe véve, hogy (4—4 cos? g)2=42 |sin® |, valamint a tartomany Ennek abszoliit értéke : ' '

szimmetriajat, kapjuk, hogy:
' - I, Xl =(3+2 cos w))/ 4 cos? u (cos? p-+sin? p)+4sin u=
2 =2(3+2 cos u).

13

S o3
_g_= _g f 42 (sin3 p—1) de:__];'/‘ (1 —sin o(1 = cos? 9,)) -d"FZI Ebbé] kovetkezden a torusz felszine :
0 0 . 2n 2n
E .

16[ cos’ ¢]2 16 (:'t 2 ‘ A=ff tr;xr;idudgmff(6+4cosu)dcp du=
=— @—I—COS ¢— =— —__]9 -

3 3 4y 32 13 T 0 ¢

tehat a Viviani-test térfogata : 2

” 32(x 2 ' =2nf(6+4cos ) du=24n2,

3 ["2“5] ' ;
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1ényegesen gyorsabban jutunk eredményre a Guldin-tétel alkalmazaséval,
A forgatott kor keriilete :

k=4xm.

A korlemez tdomegkdzéppontja nyilvanvaldan a kor kozéppontja, igy a to-
megkdzéppont altal a forgataskor leirt kor keriilete : 6.
Guldin tétele szerint a forgastest felszine:

A=4z67=24n2,

ami természetesen az el6zovel megegyezd érték. Hasonldan igen kénnyen
kapjuk a torusz térfogatat is.
A forgatott kbrlemez teriilete :

T=A4n,
a térfogat tehat:
V=4n6z=24m"

(A és ¥V értéke altalaban kiilonbdz6!)

6. Hatirozza meg a IV.2. szakasz 6. feladataban szereplS
csavarfeliilet

t€[0; 27] és u€f0; 1]
paraméterhatirokkal hatarolt részének felszinét !

A feliilet:

s(¢, u)={cos t—usin 1)i-- (sin £+ u cos H)j+ (- w)k.
A parcialis derivaltak:

& =(—sin £—u cos Hi+(cos ¢—u sin Hj+k,

8,= ~sin fi+cos fj+k.

A felszin kiszamitasahoz ezek vektorialis szorzatanak abszolat értéke sziik-
séges.

8; X8, = —u sin th-+- u cos 1j+- uk.
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Ennek abszoliit értéke:
Isxsti =Y 22 =u} 2.

A feliiletdarab felszine tehat:

1 2n 1
A=ffuﬁdtdu=2ﬂqu§du=nﬁ.
o 0 0

Megjegyzés: 1V.1. szakasz 4. feladataban lattuk, hogy a csavatrvonal
{vhossza a t & [Q; 2%] intervallumon 27:]/5.

- IV.2-ben emlitettiik, hogy a feliilet Gigynevezett lefejthetd vonalfeliilet,
azaz sikba kiteritheté. Varhato volt tehat, hogy a feliiletdarab felszine ara-

.nyos a gdrbe ivhosszaval. \

Kdnnyen lathatd, hogy ¢ € {0; 5], 4 € [0; ug] esetén a felszin.
2

U2s
A=ty 2=~

ahol S a gdrbe ivhossza.

7. Hatirozza meg az

r(x, Y)=xi+yi+xyk  Di={(x, »)ER?| x>+ p?=1}
feliilet felszinét !

A feltilet az
Filnyy>xy,  (x, y)CR?

fliggvény grafikonjinak — egy nyeregfeliiletnek — része. A felszin kiszami-
tasdhoz meg kell hataroznunk a fellileti normalis abszolit értékét,
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r,=i+yk,
r;:: j+ xk,
tehAt

X XE, = — pi—xj+ k.
Igy az integralando6 fiiggvény .:
X =V x2+y2+ 1.
Mivel az integralési tartomany az origd kdzéppontl egységkdr, célszerii
polarkoordinatakra attérniink :
T={{r, )| 0=r=1, 0=p=2x}.
A felszin tehat:

1

1 2=
S 207 ) 1
A= A1+ dyp dr=—2—— 2r(1-+r9)2 dr=
0 0
1

0

o

2
=7 -(1—%—]:)— =§ n(]/g—-l).

2 0

Megjegyzés : E feladatban latjuk, de altalanosan is kdnnyen igazol-
hato, hogy az

Fix»)=f(xy), (xETcR?

figgvénnyel jellemzett feliilet felszine:
— Y12 472
A—f[]/l+fx +£)2,
J
T
ha ez az integral 1étezik,
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- 8. Hatarozza meg az
(x, py=xit+yj+{1-x*—pk  (x,))€R?
feliilet xy sik feletti részének felszinét!
A feliilet az |
i yy-1-22=y%  (x,)ER?

fiiggvény grafikonja, egy forgisi paraboloid. Az xy sikkal alkotott metszés-
vonal egyenlete:

1—x2—y2¥0.

Az elbzd feladat meglegyzése szerint az integralandé :

VI+r2402=) 1+ 4x2+ 42,
Mivel az integralasi tartomany kor, igy itt is célszer( polarkoordinatakra
attérniink: .

T={(r, )| O0=r=1, 0= p=2n}.
A felszin tehat:

1

1 2=
— o e
A= V1+4r2dyp dr="c~ | 8r(1+4r)2dr=
5 & ' 0
3

3.1
al (1+42 ] =
m—_— " =— (V¥ 125-—-1).
4 3 6 (1/ )
2 0
Megjegyzés - Mivel forgisfeliiletrdl van szd, a felszin egyszeres integ=
ralassal is meghatarozhato.
Konnyen lathatd, hogy a feladatban szerepld feliiletdarab felszine
azonosaz

x»]/:—c x€[0; 1]

fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili forgatasakor k_cletkezé feliilet fel-

259



szinével. Ez viszont, mint azt az Olvasd az egyvaltozos fiiggvények analizisé-
b6l ismeri: '
1

1
- 1 2
A=2Jrf]/x I+ — dxxnfﬁ 4x+1dx=
0 2 o

3451
(4x+1)?
” 3
4.2
2 o

ari az el6z6vel megegyezd.

7T —
= Y125—1),

9. Hatdrozza meg a

T={(x, )| x2+y*=r?, y=0}
tartoményt lefed6 homogén siklemez tomegkozéppontjanak
koordinatait !

Mivel a tartomany az y tengelyre szimmetrikus, €s a tomegkdzéppont
a szimmetriatengelyen helyezkedik el, tehat:

x;=0.

Az y koordinata meghatarozasakor figyelembe vessziik, hogy homogén
siklapré! van sz6, tehat a sfir(iség 4llando, igy az integraljel elé kiemelhetd :

f[ydxdy f[ydxdy
T T
Y= = .
ffdxdy Ty
T

A nevezd a [élkorlap teriilete:

T) L
V=-r'm,
w(T)=5

az integraldsi tartomany:

T={(x.))| —r=x=r, 0sy= }[ﬁ— x23,
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igy a szamlalé meghatirozasakor elGszor y szerint kell integralnunk.

r
r—x2 2
ydxdy= ydydx= 3 dx=§ r.
T -r 0 ~r

Tehit a tomegkdzéppont y koordinataja :
4r

A

Vs

Megjegyzés : y, értékét lényegesen egyszerlibben megkaphatjuk Guldin
tételei alapjan. i
Mivel a félkdr forgatasakor egy gomb keletkezik, igy:

4nrd ¥
Vaomb= 5 T 27y,

ahol 2ny, a tomegkodzéppont iltal megtett Gt.
Ezt rendezve:
4r

BEZ

Fs

10. Hatarozza meg a
2 2

T={(x,y) | x>+ y3=1, x=0, y=0}

tartomanyt lefed6 homogén siklemez témegkozéppontjanak
koordinatait !

A tartomany (62. dbra) szimmetrikus az y = x egyenesre, azaz x;=y,.
A tomegkozéppont x koordinataja :

ffx‘dxdy

xm e
ffdxdy
T
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A szamilaloét mar az V.3, szakasz feladataban meghataroziuks

dxdy=—.
ffxvyms

A nevezdt az ott 1atott mddszerrel integraljuk az

x:=rcos® @,
yi=rsind p

transzforméciot alkalmazva :

ffdxdy*ffdr(:()s <ps1n pdpdr=
E L4
1 2 1 2
3r 3
= " sin? 2p dp dr=g H1—cos 4p) dp dr=
0 0 0 0

3

R

3 7 3z
== | r—dr=—-
8 2 32

\]

Ebb3l kovetkezben :
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#: 0,259,
b

xszysz

Megjegyzés : E feladatnil is meghatdrozhatnank y, értékét a térfogat
ismeretében: y b6l viszont kiszamithatjuk a siklap forgatasaval keletkezd
test térfogatat:

Kl 256 16

= 2 5 105

11. Hatarozza meg annak az egységnégyzetet lefedd sikle-
mez tOmegkdzéppontjanak koordindtdit, amelynek sfirfisége:

g:(x)~x+y  (x,y)€[0; 1]
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Mivel g szimmetrikus két valtozbjaban, s a tartomdny szimmetrikus
az y=x egyenesre, igy

Vs

1 1
ffx(x-[—y)dxdy ff(xz+xy)dxdy

T _0 0 -

Xs= 1 1
ff (x+»)dxdy ff(x—!—y)a’xdy
T

0 0

L 12°
- ]d
3 y|ay
0
7 7
A tomegkdzéppont tehat azS[ TR pontban van.
bz
pa ™\
i b’
4 7
i i 7
i 7
. —1—
::j:¥ 7
4 ,
A S B
-~ y
-

X

66. abra
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Megjegyzés : A most megoldott feladatot Ggy is felfoghatjuk, hogy a E rész bevezetdje szerint:
66. abran lathaté homogén test tdmegk6zéppontjanak x és y koordinatajat

b a
hataroztuk meg. A z koordinata meghatarozasdhoz mar harmas integral ) ) 1 3 1 2
sziikséges. (E test magassiga a P(x, y) pontban x+y.] 9,=¢ x*dx dy=g x“dxdy =50 b=§ ma,
T 0 0o

ahol m=abp a lap tdmege.

A feladat megoldasa egy a hosszusagh rud, a végpontjan atmeno .
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak is tekinthetd.

12. Hat4rozza meg az R sugari, homogén, p sfirtiségii, ori-
g6 kozéppontli henger origéra vonatkozd tehetetlenségi nyo-
matékat !

Mint e rész bevezet8jében lattuk, az origdra vonatkozo tehetetlenségi
nyomaték (¢ allando, igy kiemelhet):

@=p ff (x2+y2) dx dy.
T

Célszerli polarkoordinatakkal dolgoznunk :

R 2n
@=gff(x2+y2)dxdy=gffrzrdwdr=
T 0 0
27mR* RZ R?
=" =aRY ——=m—,
4 2 2

ahol m a korong témege.

Megjegyzés : A kapott eredmény homogén R sugari henger tengelyére
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékinak is tekinthetd,

13. Hatdrozza meg a

T={(x,y) | 0=x=q, 0=y=b}
tartomanyt lefedd homogén siklemez y tengelyre vett tehetet-
lenségi nyomatékat !
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VI. HARMAS INTEGRAL

1. Harmas integral tégla-, ill. normaltartomdny esetén

A héarmas integral definicidjat a kettSs integral definicidji-
hoz hasonléan adjuk meg.

Tekintsitk a V< R?® mérhets, korldtos, dsszeftigg§ tarto-
manyt! (V-t mérhetdnek nevezziik, ha a ¥-be beirt poliéderek
térfogatanak fels§ hatara és a V koré irt poliéderck térfogata-
nak alsé hatdra megegyezik.)

V térfogatat, mértékét jelolje u(V).

Tekintsitk V egy felosztasat! (Egy tartomény felosztasat
V.1-ben definidltuk.) Azt mondjuk, hogy a felosztds minden
hatiron til finomodik, ha a ¥, (i=1, ..., n) halmazok mind-
egyikének atmérdje zérushoz tart.

Legyen az f: V- R haromvaltozoés fiiggvény korlatos V-n,
s jelolje m (M) az f értékeinek alsd (fels§) hatarat a V',V hal-
mazon.

Az ffiiggvényt V-n integrdlhatonak nevezziik, ha a

n . n
21 mu(¥) és a Zl MV )
i= Jom

osszegek hatdrértéke barmely, minden hataron tal finomodd
felosztassorozat esetén megegyezik. E kozos hatarértéket nevez-
ziik f V-re vett hdrmas (térfogati) integraljanak.

Jelolése :

fjffzf;fff(x’y,z)dxdydz,

de szok4sos az

[rav

jelolés is.
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Ha fintegraihatd V-n és
V:- VIU Vz,

ahol V', és V, mérhet8 tartomanyok, amelyeknek nincs k6zds
belsS pontjuk, akkor a definiciébdl kovetkezden :

[JI=1]]#]]]

Ha ffolytonos a mérhet§, korltos, zart ¥ tartomédnyon, akkor

f V-re vonatkozé integrélja biztosan létezik, de f folytonossiga

itt sem sziikséges feltétele az integralhatosidgnak.
Téglatartomdnyrdi beszéliink, ha

V={(x,y,2) | a;=x=by, a,=y=b,, ay=z=b,}.

Ekkor, ha fintegralhaté V-n és 1étezik a
by b2 .

- f f Gy, ) dydx,  z€lags by

fiiggvény, akkor
b1 [ b2 { ba
ffff:f f ff(x,y,z)dz dy| dx.
4 a1 \a2 ‘a3

Az integralas sorrendje téglatartomany esetén felcserélhetd. Itt
is igaz, hogy ha fintegrilhato és

f(x, v, 2)=g(x)g:(¥)gs(z) ~ minden (x, y, Z}€V

esetén, akkor f hdrmas integralja hidrom egyszeres integral szor-
zataként szamithatd ki. ,
Legyen T az xy sik norméltartomanya, legyenek tovabba a

gy 1 (% ¥)>gy(x, ¥)s
' (-xa y) E T
821 (%, Y)—>gi(x, ¥)
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fiigevények folytonosak T-n, és teljesiiljon ezekre T minden
pontjdban a

g1(x, y)=g4(x, ¥)
egyenlGtienség !

Ekkor a

V=A(x, y.2) | (x, Y)ET, g4(x, Y)=z=g,(x, )}

tartomdnyt az xy sikra normdltartomdnynak nevezziik, Hason-

I6an értelmezhetd xz-re, ill. yz-re normaltartomdény is.
Norméltartoményok esetén az integrélds sorrendje megha-

tdrozott. Példul az el6zs tartomdny esetén (ha fintegralhatd):

22(x. »)
ffff=ff f f(x,y,2)dz| dx dy.
v T Ngilx, »)

Ha ¥ nem normaltartomany, akkor V-t normaltartoményokra
bontjuk, esetleg az integrdl transzformacidjaval prébalkozunk.
(A transzformdaciét VI.2-ben targyaljuk.)

Gyakorlé feladatok

rf) Hatdrozza meg az
[, D>x*+4yz,  (x,p,2)ER®
fiiggvény egységkockara vonatkozé integraljat!
Mivel V téglatartomany, ezért az integralas sorrendje tetsz6leges.

Integréljunk eldszdr z szerint:
1

f (x?+4yz) dz=[xz+ 2y22]c1,: x2+2y.
(V]

Mivel a z szerinti integralast mér elvégeztiik, igy mar csak a kapott fiigg-
vény egységnégyzetre vett kettds integraljat kell meghataroznunk
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1

* 1
f[——+2xy] dy=
3 0

0

1 1
ffff:f[(x2+2y)dxdy=
12 0 0 ,
1
o | (Ao} ap=2
- | )5

0

A hirmas integral kiszamitasa tehat az egyik valtozd szerinti integra-
ias elvégzése utdn egy kettds integral értékének meghatirozasaval egyen-
értékd.

2. Hatarozza meg az

£ (6 p e, D= {(x, 3, )ER? | x4 y+2=0}
Vxt+y+z

fiiggvény egységkockara vonatkozo integraljat!

f nem korlatos az egységkockan, de mivel itt

1 1
_—=,
Vitp+z Vx

és
1
dx

V=
0
létezik, fgy fadott tartoményra vett integralja is létezik. (L. az V.1. szakasz

8. feladatat?) ) , '
Az integralds sorrendje tetszdleges, mivel T téglatartomany. Integral-

junk eldszor z szerint!

; 1

_1 EeTH 1 1
f(x+y+z) 2dz=[2(x+y+z)2]0=2(1+y+x)z——Z(y—i-x)z.

0
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1
E fiiggvény egységnégyzetre vett kettSs integralja: 3 Y1 1
L =ln(]/x+2)—f[y Vf - ]{ ]d
[ 1 _1] : g y4+Vx+1 Vxty+1
2[[[ (+y+2)2-(+x)2] dydx= _ 1
g 3 =In(x+2—-[y— x+ DI Yx+y+ o=
1 =x+2)In x+2)-Fx+ DinFx+ -1

Hasonléan a masodik tag:

4 [ 3 E]I 4 1[ 3 é]
=§f (+y+x)2—(p+x)> 0arx=-3-f (2+x)2+x2) dx—
0 8

1 1

1 : - - 1
3 =[y1 o dy=
—2f(1+x)2dx%0,86. | flln(]/x+.V)dy [yIn(/x+9]5 fﬂﬂ y
5 ° ‘1 ’
3. Integralja az » =1n}/}+1—f[—}j—l—/i— V ]d¥=
i y+Vx V=
106y, 2y ————, ‘ ‘ Y

Vx+y+z
D= {(x, 5, 2)€R*| x=0, Vx-+y+270}
fiiggvényt az egységkockéra !

=In (Y x+D=[y=Vxln@p+Vx)]h=
=+ DI ¢x+D—YxInYx—1.

E kettd kiilonbségét kell x szerint integralnunk :

Az ¢l6z6 feladatnal iatott megoldasbol kovetkezik, hogy f egység~

1

kockara vett integralja 1étezik. Az integralas sorrendije tetszdleges, mive = ~ - -

’ - -2y —2 +DIn(Y x+1)—

téglatartomanyra integralunk, - S ((l/xqL 2)In (]/x-l ) (]/x ) (VY )
V 0

ElGszor z szerint integralva

- ]/; In ]/J_r) dx.

A harom tagot kiilon-kiillon integréljuk. Az elsé tag integralasakor célszer(i

1

d. —
f—z=[ln Vx+y+ =¥ x+y+D=~In (x+».

5 ]/J_r+y+z az

u:=]/x+2
A kapott eredmén ‘inti integrala i 3 iali o
p y y szerinti graldsakor mindkét tagban parcialisan helyettesités :

integralunk. Az elsé tag:
1 3
1

1
f1:n(V2+y+1)dy=[yln(V§+y+1)]é— j%;y dy= f(VxH)ln(ﬁH)dx:f“mu2(”—2)61“'
0

0 ]/x+y+1 0 2
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Parcialis integrilassal; fiiggvény elsG térnyolcadra vonatkozé improprius integralja, s

3 hatarozza meg az integral értékét!
u @ u?\P . s f1s
202 -2y Inu du= [2 [? - u2] Ihu—-2 [_.__]] = Hatarozzuk meg eldszir fintegraljat a -
9 2
2 V={(x,y, z) | 0=x=a, 0=<y=a, 0=z=a}
8 8
=3—2[-—-—4] In 2+2[——-2)z2,64. kockara! -
3 9
A masodik tagnal hasonl6an jarunk el: Mivel I téglatartomény és
— _x24p2422 _x2 g2
v:=]/x—}-1 xyze 2 =xe Zye Lz 2,

helyettesitéssel : igy a harmas integral hirom egyszeres integral szorzataval egyenld:

2

3 2
f2vlnvZ(v—l)dv=[4(u——£-]lnv—-4(£—3—v—2]]2= ffff—f xe. 2 dxf ¢ 2dyf e 2 dz=
3 2 9 4}
1
8 8 - (11 a a)3 3
=4(—— ]ln2—4[——1]+4(——-—]w1,76. X X2 --‘11]
3 9 9 4 =fxezdx=—ez =1—22.

0
A harmadik tagban parcialisan integralva:

1 1 .
_ _ 1 - 1r 3 1 311 Mivel
Vxanxdx=— [V-rlnxdx=—[x21nx] ~[Ex2] =2,
2 3 o 19
3 .

9 o K
0 lim [l—e 2) =1,
mivel . =
3 igy az ffiiggvény elsd térnyolcadra vett integralja 1étezik és 1.

lim x2 In x=0. . L . .

0+ Megjegyzés : A feladat eredményébdl kovetkezik, hogy
A részeredményeket Osszevonva:

[f]=
f f f F0,6 s
Vv

5. Integralja az

f: (xs Y, Z)H-ny, (x: Yy, Z)€R3
f:(x,y, 2)>xyze —X2+;2+22_ (x, y, 2) € R? fiiggvényt a 67. 4bran lathat6 tartoméanyra!

?

4. Igazolja, hogy létezik az
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67, abra

A tartomanyt a koordindtasikok és az x+y-+z=1 sik hatélfolja.
A tartomany egy lehetséges megadisi modja:

V={(x,y,2)| 0=x=1,0=y=1—x, 0=z=1-x~p}.

V az xy sikra normaltartomany.
El3szdr z szerint kellintegralnunk :

1—x—y

j 2xy dz=[2xyz] é_xwy =2xy—2x2y—2xy2.
0
Ennek y szerinti integrilja:

1-x

3q1—x
f (Zx.v—2x2y—2xy2)dy=[xy2-x2y2—2xy?]o =
0

1
= —% x4+x3—x2+-§ X,

Tehat f integralja:

1
fjff:f [—% 4+f—x2+§-x)dx=6l0.
172 0 '
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Megjegyzés : A tartomany az xz, ill. yz sikra is normaltartomany, igy
megadhatd pi. :

V={(x,y,2) | 0=z=1, 0=x=1-z, 0=y=1-z—x}

alakbanis. Ekkor el0szor ¥, majd x, végiil z szerint kell integralni. Az Olvaso
gyakorlasképpen ellendrizheti, hogy igy elvégezve az integralast, ugyanaz
az eredmény adddik.

6. Integralja az
fi(e, 9,202y, (x,y,2)€R?
fiiggvényt a

V={(x,7,2) | 0=x=1,0=y=y1—x2 0=2z=1 —x2—y?}
tartomanyra!

A tartomany, amely az xy sikra normaltartominy a
z=1—x2—y2

paraboloid alatti térrész elsé térnyolcadba esd része. Elészor z szerint kell
integralnunk :

1_y2__x2

2 dz=[2yz]g > = 2923 - 292,

0
ennck y szerinti integralja:

Vo

1—x2 . 'r—mw‘.._.xZ
f (2y—2y3-2px%) dy= [y2 “% -*yzxz]
0

1
-
— 2
:1_x2_(1 x2)
)

Tehat f integralja:

[t

1 x?
YR VLS S
x(lxz)2 +2
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7. Integrilja az

[, 3, 2)=xpz,  (x,0,2)€ER
fiiggvényt a

V={(x, y, 2) | x2+y>+22=1}

tartomanyra !
Hatarozza meg

f!fm

értékét is!

A tartomany egy origd kozéppontl, egységsugarii gémb. Mivel £
paratlan mindharom valtozdjaban, ¥V szimmetrikus a koordinitasikokra,
igy

f]f

J abszolut értékének integralasakor elegendd az elsé térnyolcadra integral-
nunk. Ennek egy lehetséges megadasi modja:

V,={(x7,2)|0=sx51, 0sy=s)1-2, 0=zs) 1—x2—2).

Mivel Vj-et az xy sikra normdltartominyként adtuk meg, igy elSszor z
szerint kellintegralnunk :

yl___xz_yz
1 1
f xyzd2=5xy(l—x2—y2)=5xy-x3y-xy3-
1]
Ennek y szerinti integralja:

Vi

e 2 2 4yt 1-x2
L ety dy= ﬂ,_xi_ﬂ] _
2 202 2 4

0

1
=3 (x— 223+ x).
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Tehat:

f Vf f vl:sf f f /= f (=254 5% d=

8. Integrilja az

2
iy, e, D={(x,y,2)€R®| xp>0}
fiiggvényt a
V={(x,y,2) | 1=x=2,1=y=1+x, 0=z=xp}
tartomanyra !

A tartomany az xy sikra normaltartomany, igy elbszdr z szerint kell
integralnunk :

xy R
Z e*y
eV dz= I =xy(e—1),
§ -
Xy 0
tehit
2 1+x

ffff-(e 1)][ xp dy dx=(e— 1)f[ S

£ 20 Y e (o
> f(Zx +x3)ydx o (e D.

9. Integralja az
f:(x’y’ Z)nys (X,J?, Z)ER3

fiiggvényt a
V={(x,5,2) | 0=x=1,0=sy=s)1-x2 0=z=1-)x2+ 32}
tartomanyra! :
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A tartominy a (z— 1)2=x?+32 egyenletli kirkap elsé siknegyedbeli,

a z=0,ill. z=1 sikokkal hatarolt része,
FEl6szor z szerint kellintegralnunk :

1-Vy24x2

xydz= [xyz]ol_ Yty ) X2+ 32
(1]

Ennek y szerinti integralja:

Vixz
1 Lo 2 AR
f [xy—xy(x2+y2)2]dy=§ [xyz—xg(xbryz)z] =
(1]
0

1 1 i
==x(1—x)—> x+-x
2x( x°) 3x+3x,

tehat f integralja:
1

5 1 1 9

= | |2 x-2 8- | dx=—.

[ -]t
v 0

2. A harmas integral transzformacidja

Az V. fejezet 3. szakaszdnak targyaldsa sordn lattuk, hogy
iigyes transzformdcidval egyes feladatok megoldédsa egyszertib-
bé valik.

__Hasonl6 céllal targyaljuk a hdrmas integrél transzforma-
cidjat is,

Ha az

x : (u, v, wy—>x(u, v, w),

v : (u, v, wy—y(u, v, w), (u, v, WcV'CR?

z : (u, v, wy—z(u, v, w),

fiiggvények az u, v, w tér V' tartoményat kolcsondsen egyértel-
miien képezik le az x, y, z tér V tartomdnyira, e fiiggvények

278

folytonosan differencialhatdk, és fintegralhatd ¥-n, akkor:

f J f f= f J f SFGx(u, v, w), y(u 0, w), 2(u, v, W))X

a(x, y, z)
X‘ 3w, v, W) [ dx dy dz,
ahol

dx dx 0Ox
o w ow
x,y,z) |dy dy Oy
dv,w) | du G ow |
9z 9z 0z
u o ow
az Gn. Jacobi-determinans.

Leggyakoribb transzformécié a hengerkoordinatékra, ill.
gombi koordinatakra vald 4ttérés. Hengerkoordinaték esetén:

X=r COS @,
y=rsine,
z=1z,

a Jacobi-determinéns ekkor r-rel egyenld.
Gombi koordinata-rendszer esetén :

x=rsin 4 cos ¢,
y=rsin ?sin g,
z=r cos &,

a Jacobi-determindns #? sin ¥-val egyenld.

Az 1. fejezetben littuk, hogy a z tengely pontjainak kivé-
telével a leképezés mindkét esetben kolcsdnosen egyértelmil.
Igazolhatd, hogy akkor is helyes eredményre jutunk, ha a tar-
toménynak a z tengellyel van kdzos pontja.
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Gyakorlo feladatok
1. Integralja az

z
f:(x’y’Z)Hl+x2+y5’ (x,y,Z)ER3
fiiggvényt a
V={(x,y,2) | x>+?=1,0=z=1}
tartoményra !
A tartomany egy egységnyi magassagi korhenger, melynek tengelye a

z tengely.
Célszerll hengerkoordinatakra attérni. Ekkor a tartomany:

V={(r, ,2)| 0=r=1, 0= p=2n, 0=z=1}.
Mive! a Jacobi-determindns r-rel egyenls, igy:

1 1 27 1 1
— z _ zr
_ f= 1+r2rd97dzdr—2n 1+r2d2dr=
1% 0 0 0 0 0 -
| .

=n il drmh[ln(l' 21" 0
T AFRY T T ey e
0

2. Integrilja az
fi(x,p,2)>x2+22, (x,y,2)ER3

filggvényt az el6z6 szakasz 9. feladatdban szerepld tartomanyra !
A tartomany a

(z— 1)*=x2+y? egyenletii korkiip 0=z= 1 része. A kiipfeliiletet az xy
sikkal parhuzamos sik korben metszi, amelynek sugara:

r=jz—1l=1-—z, ha 0=z=1.

Tehat hengerkoordinatikra attérve a tartomany:

V={(r, ¢, 2) | 0=r=1, 0= @é-g—, O=z=1-r}.
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(z felsd hatarat az r=1—z egyenl8ségbdl kaptuk.) A transzformaciot elvé-

gezve:
n

1 21—r

ffff=fff (r? cos? g+ z2)r dz dp dr=
o 0 0

1

= f f [r3(1—r) cos? c;o+;r(1 —r)3] dr dp=
0 0

Nia

n
2 1
1
=f f[(r?’*#) cos? (p-l—-:-;- (r—3r:+ 3r3—r4)] drde=
o 0
7 %
2 2

1 1 1 1+4cos2e l] 1
= | (ot pr=]do= | |5 ——t=|dp=—.
f [20“’S "’J“eo) i f (20 2 &) a8

0 0

Megjegyzés: A feladatban latott meggondolas egyéb forgasfeliiletek-
kel hatarolt tartoményok esetén is hasznélhato.

3. Integrilja az
Fi e, D= {1, ERP | X34 y220)
fiiggvényt a 68. 4bran lithatd tartomanyra!

A tartominyt a z=1—x2—y2 paraboloid és az xy sik hatérolja. A pa-
raboloidot az xy sikkal parhuzamos sikokkal metszve, a metszésvonalak
korok, amelyeknek sugara

r=}1-z, z€[0; 1].
Hengerkoordinatikra attérve a tartomany hatarai tehét:
v={@r, p, 2} | 0=r=1, 0=p=2n, 0=z=1- 2.

A transzformacibt elvégezve:
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68, abra

i 27 1—r2 1 2=n

[ ] [T romers] fovommn
| 4 0o 0 O 0 0
1

8
=n (1—2r2~|—r4) dr=—,
15

0

Megjegyzés: Ha a tartomany szimmetriatengelye nem a z tengely,
akkor a hengerkoordinatakat kissé modositva alkalmazzuk, mint ezt a k&-
vetkezd feladatban tessziik.

4. Integralja az

x2 z2

fi(ny,D)=2re% 9,  (x,9,2)€ER?
figgvényt a

x2 z2
y— {(x, 32| 0=y=1, T+~9~§1}

tartomanyra!
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A tartomany €gy egységnyl magassagl henger, amelynek alapgorbéje
az xz sikban levd ellipszis, tengelye az y tengely. Végezziik el a kovetkez6
transzformaciot :

x=2rcos @,
z=3rsin .
y=y
A Jacobi-determinidns abszolit értéke 6r, és
V={(r, p,») | 0=¢r=1, 0= p=2n, 0=y=1}.
Mivel a helyettesitést elvégezve
X2 22

__+———=!
s 9 "

1 2z 1
ffff:ff nye'26rdyd99dr=
12 0 0 0

1 2n 1
= [ 2ydy f dp f 6ré” dr=[y o[~ ]5"[3¢" *|a=6m(e—1).
0 0 0

igy:

Az integral atalakitasakor felbasznaltuk, hogy az 0j valtozok bevezetésével
V téglatartomany lett, és az integralando fiiggvény szorzatalakban ir-
haté fel.

5. Integralja az

X y2 ,
f:(x’y’ Z)HM’ Df= (x’ysz)€R3’z—+Z =\

2
=

2
V= {(x, ¥ 2) | (xﬂl)zé%—+zz, o=x= 1}

fiiggvényt a

tartomanyra !
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Az integrélési tartomanyt a zy sik és az
2
¥y
X - 1 2 = 22+ —
( ) )

egyenletl kupfeliilet hatarolja. E kip csicsa az A (1; 0; 0) pont, alapgérbéje
az yz sikban levd

22+y;=1 ellipszis.

Alkalmazzuk a kovetkezd transzformaciot:

x=2x,
y=2rcos @,
z=rsin .

Mivel

2
22+Z~=r2,
4

fgy
(x'— 1)2=r2|
azaz
1—x=p, ha  x€[0; 1]

A tartomany hatarai tehat:
V={(x,r, p) | 0=r=1, 0= p=2n, 0=x=1-r}.

A Jacobi-determinans abszolit értéke 2r, igy:

1 2n 1—r 1

2n
ffff:ff f %2rdxd¢dr=ff[x%](‘;’d¢dr=
vV 0 0 0 0 0
1
=2n:f(1—r)2dr=§:t.

0

6. Integralja az
xXyz
x2+y2+ z2 ?

f: 0%y, 2 (x, 3, 2) €RA\{(0; 05 0)}

284

fiiggvényt a
V={(x,y, 2) | x*+y*+z2=1}
tartomanyra!

Hatarozza meg f abszolit értékének e tartoményon vett
integraljat is!

Az integralasi tartomany egy origd kozépponti egységsugarl gomb,
Mivel f mindharom véltozdjaban paratlan, és V¥ a koordinatasikokra szim-
metrikus, igy £ V tartomanyon vett integralja zérus.

Jfabszolit értékének integralasakor elegend6 az integral értékét a tar-
tomany els6 térnyolcadba esd részére meghataroznunk.

Célszeri gombi koordinatakat alkalmazni.

Ekkor:

7
V1={(r, o, ) l 0=r=1, 0= (péi;— . Oéﬁé—z—} .

A helyettesitést elvégezve:

xyz

.2 :
e =p sin* & cos © sin @ cos @,
x24y2422 i

tehat |f| integralja:

Tz

13 3
fffIf[sB[ffrsinzﬁ‘cosﬂsinwcoswrzsin0d0d<pdr=

v 0 0 0
1 2

=8fﬂdrfﬁn3ﬂcosﬁdﬂ
0 h

z ki
2

int & in2 2 1
=201} [su: ]0 [sz q’]o -

la

sin g cos p dp=

o%mfﬁ
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7. Hatirozza meg az

[i(xp,2)~e 7 (x,y, 2)€R
fliggvény €lsG térnyolcadra vett integraljat!

Az el6z6 feladathoz hasonléan e feladatnal is dolgozhatnank gombi

koordinédtakkal. Célszeriibb azonban V.3. 4. feladatinak eredményét fel-
hasznalni:

f o gt

tehat

o

f e dx:% V=

]

Ennek alkalmazasival:

fff e e dx dydz—

i==1 oo L] oo B
=fe_xzdxfe"y2dyfe_’2dz= f e ¥ dx| =
0 ¢ 0 0

8. Hatdrozza meg az

Vo

I

y2, 22
filny e T (x y eRd
filggvény
= 2 Z
V= {(x y,2) | x +4+9§1}

tartomanyra vett integraljat !
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A tartomany egy origd kézépponti ellipszoid, amelynek tengelyei a
koordinatatengelyekkel egyiranytak.

Célszeri kissé mddositott gombi koordinatakat (elliptikus koordina-
tak) alkalmazni:

x=rsin © cos ¢,
y=2rsin#sin g,
z=3rcos P

Mivel a Jacobi-determindns masodik sora kétszerese, harmadik sora ha-
romszorosa a gdmbi koordinata-rendszer alkalmazisakor felirt determi-
nénsnak, igy a determinans ériéke 6r sin 9.

Az integralasi tartomany:

V={(r, p, }) | 0=r=1, 0=p=2r, 0=0=n}.

fintegralja tehat:

1 21 =
ffff=[f fﬁrzsinﬁe’dﬂdcpdr=
17 0 0 0
1 2n %
=f 6r2e’drf dt;ofsinﬂdﬂ.
0 0 0

Az elso tényezl értéke parcialis integralissal:
1
f 6r%¢ dr=16r2¢ — 12ré + 121} = 6¢ - 12.

0

Végeredményben a keresett integral:

ffff=(6€—12)2n-2=24n(e—-2),
¥

9. Integralja a
x2 y? g2
V: {(x, ¥, Z) l EE+EE+-63§ 1}
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tartomanyra az .
X 2

f:(xay’ Z)»Vl_?“"gj—?js (x,y, Z)EV
fiiggvényt!

Az el6z6 feladathoz hasonldan végezziik el a kovetkezd transzforma-
cibt:

x=arsin & cos @,
y=>br sin & sin ¢,
z=cr cos .

(a, b, cER™)

A Jacobi-determinans értéke aber? sin 9, az integralasi tartomany :
V={{r, p, ?) | 0=r=1, 0= ¢=2n, 0=d=n}.

Ezt alkalmazva :

I

1 2x ’
ffff=ff ]/l——rzabcrzsinﬁdﬂd(,vdr:
| 4 o 0 0

1 2n n 1
=abcfr2V1~r2drf dwfsinﬁdﬂ=4abcnfr2ﬁ-:§dr.
0 0 0 0

Célszerll az r:=sin ¢ helyettesitést elvégezni:

k1

b
1 2 2
4fr2 1—r2dr=4fsmztcosztdt=fsm22tdt=
(V] 0 0
n

1—cos 4¢ 1 sin4t] E ]
= | ————dt==]1t— =—
2 2 4 Jo 4
0

Tehat f integralja az adott tartomanyon

&

1
Zabcnz-tel egyenld.
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10. Integralja az
f:(xp,2)~x,  (x,),2)ER
fiiggvényt a
V={(x, 5, 2) | (x—3)*+ (9~2)*+ (z—4)*=1}
goémbre!
Célszer(i a koordinata-rendszer kezdSpontjat a gomb kdzéppontjaba

toiva gbmbi koordinatakat bevezetni, azaz elvégezni a kdvetkezd transzfor-
maciot;

x=3+rsin ®cos ¢,
y=2-+4rsin & sin ¢,
z=4+4rcos B

Az integralasi tartomany ekkor :
V={(r, 9, )| 0=r=1, 0=p=27, 0s9=a}.

Mivel allandd derivaltja zérus, igy a Jacobi-determinans értéke r2sin 9,
tehat:

1 22 o
ffff:ff f(3+rsinﬂ'c0sqo)rzsinﬁdz‘)drpdr=
v 0 0 0
1 2n =
=ff f(3rzsinﬁ+ﬁcoswl~jg§2—ﬂ]dﬂd¢d’-
0 0 o0

Mivel

Fd

f sin® df=2,

0
és
4
fl coszﬁd{,:z,
2 2
0
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tehat a ¥ szerinti integralas elvégzése utan:

1 2= 1
f f [6r2+12z— 3 cos (p] dpdr= f 12ar2dr=4n.
0 0 0

Az eredmény az integralési tartomany térfogatanak haromszorosa.

Megjegyzés : Az credményt egyszerlibben kapjuk meg, ha felhasznal-
juk, hogy a gomb tdmegkozéppontjanak x koordinataja 3, és (1. a kvetkezd
szakaszt!)

ahol a nevezd a gomb térfogata.

3. A harmas integral alkalmazasai

A hirmas integral definicidjabdl kovetkezden :

f dV=u(V)=a V tartomény térfogata.

14

A lehetséges fizikai alkalmazasok koziil csak néhdnyat emli-
tiink : Ha a ¥ térrészt kitolto test stirfiségét a

e:(xy, 2>o(x, 3,2, (x,3,2)€V
fliggvény irja le, akkor e test tomege:

m=fng.

14

[}
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(Ha p a térrész toltéssiirtiségét adja meg, akkor a fenti integral
a térrészben levd t6ltés mennyiségét adja meg.)

A ¥ térrészt betolts p stirtiségli test tomegkdzéppontjidnak
koordinitai — a kettds integral alkalmazisainél latottak lo-
gikus altaldnositasaként :

fff xo(x, y, z) dx dy dz
x,=—F
fff olx,y,z)dxdy dz
v

¥, 2, kiszamitasa hasonloképpen torténik.

(Természetesen, ha p allandd, akkor az integraljel elé ki-
emelhets.)

Az el6zGekben szerepld test x tengelyre vonatkozdé tehe-
tetlenségi nyomatéka :

0 = fff 2+ z¥o(x, y, z) dx dy dz.
v

Az origdra vonatkozo tehetetlenségi nyomaték :

b

@zf]f(x2+y2+22)g(x’y’ Z)dxdydz_
vV

Gyakorlo feladatok

1. Hatdrozza meg a
x2 y2 ZZ

V={(x, »2)| atpta 1}

b2 ¢?
tartomény térfogatat !

fiA

A tartomany egy ellipszoid, amelynek tengelyei a koordinata-tenge~
lyekkel egyiranytiak.
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A tartomany térfogata:

(V)= f dav.

v

Az integral meghatarozasidhoz a V1.2, szakasz 9. feladatiban latott transz-
formAaciot végezziik el:

x=qr sin ? cos ¢,
y=brsin &sin ¢,
z=cr cos P,

E transzforméaciéval:
2r

1 27 = 1
demabcff frzsinﬂdﬁdwdr=2abcffrzdtpdr=
v 0 0 0 0 0

1

4r
=4nabc f r? dr=—3— abe.

0
Természetesen, ha a=b=c=R,;, azaz a tartomany gomb, a test térfogatara
a jol ismert

4n 3 v g
=-— Ry adodik.
3
2. Hat4rozza meg az ¢l6z6 feladatbeli ellipszoid z=0 ré-
szének tomegkdzéppontjat, ha e test siirlisége dllando!

Mivel a z tengely a test szimmetriatengelye, igy a tomegkozéppont a z
tengelyen helyezkedik el, azaz

x,=y,=0,

a z koordinata :

fyffzdxdydz'
fjfdxdydz

Zs=
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A nevezd a térrész térfogataval egyenld. Bz az érték — mivel féleltipszoidrol
van sz0 — az el0z0 feladatban szamitott térfogat fele,
azaz

2m
f d V=*—3— abe.

v
A szamlalé meghatarozisahoz az elébb latott transzformaciot alkalmazzuk

Fid
1 2= 3
fffzdxdydz=abc2fffrcosﬁrzsmﬁdﬂdgvdr=
14 0 0 0 .
1 o 4 ’2_.l
| 7
=abczfr3drf dwf—istﬂdﬁtabczz—.
0 0 0

A ibmegkozéppont z koordinataja tehat:

3
A tomegkézéppont tehat az § [0; 0; §C] pontban van. (RO sugara fél-

gomb esetén:

3
ZS=§ .

3. Hat4rozza meg annak a testnek a térfogatit, amelyet az
1=x24+y2422=4

gombhéjbol a
z2=x24-y2  z=0

kap vag ki!
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1A
A kip tengelye a z tengely, félnyilasszOge T

Elegendé a kérdéses test negyedrészének a térfogaiat meghatiroz-
nunk., Gombi koordinatakra attérve ez a térrész a kovetkezdképp jelle-
mezhetd :

Vl ={(f, @, Z)
Tehat a térfogat:

l=r=2, Oétpf_:—j-r—, Oéﬁéf— .
2 4

T
2 =

i
2 4
,u(V)=de———4de=fffrzsin#dﬁdzpdr=
1% 12 i 0 0
7T n }/E 1 -
=4 rd d PdBh=4.— . — 1_._]=__ 2--¥2).
f rftpfsm 32[ 5 3(|/)

4, Hatdrozza meg az

x2 y?
)
ellipszoid és az

x2 yZ_ _
4 +"9— Z:O

} lip k6z0s részének térfogatat!

4+ z2=2z2

Az ellipszoid egyenlete

2 2
X< y 5
= (z—1)"=1
4 9 ( )
alakban is irhatd.
A két feliilet a z=1 sikon az
2 .2
Xty
4 9

ellipszisben metszi egymast.
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A térrész tehat:

2,2 2,2 X2 2
i—-1-y—§1, i-+y—§z§1+ 1—_-——y— .
49 4 9 4

V= {(x) W z) 9

Integraljunk ¢l&szoOr z szerint

==
-1

xz ylﬁ
L Va+s

x2 y? »?
_ ELY VY Ev Y axa
ff[l+v % 4+9 x dy.
T

(Itt T-vel jeloltiik az xy sik

xz )2
—=1
49

dzl dxdy=

tartomanyat.)
A kettds integral meghatarozasahoz célszer(i polarkoordinétas alakra
attérni:

x=2rcos @,
y=3rsin ¢@.

Ekkor
1 2n

de=6ffr(1+V1—r2—r)d¢dr=
Vv 0 0

1
=127 f (r+r(0=r2—1)dr=

2 9 3 341
~12n f---(l—rz)z—f—] =6
23 3
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Megjegyzés: A feladatot egyszer(ibben is megoldhatjuk. A szdban
forgb térrész ugyanis egy egységnyi magassigy ellipszis alapu kiapbol és egy
félellipszoidb6l all, tehat térfogata :

1 2
‘u(V)=§ 6n—i—§ 67 =67.
{A kap alapteriilete aba=6n.)

5. Hatarozza meg a

= == E_ 2 _x_z. Zf
| 4 {(x,y, z2)|0=z=c, [c 1 §a2+ 53
térrészt betoltd homogén test tomegkodzéppontjinak koordi-
nitait!

A test egy ellipszis alapu kup, amelynek tengelye az z tengely, tehat a
témegkozéppont x, ill. y koordinataja zérus. A kup térfogatat integralas
nélkiil is kénnyen meghatarozhatjuk. Alapteriilete, az ellipszis teriilete abm-
vel, magassiga c-vel egyenld, igy

aben
3

u(Vy=

Természetesen ugyanez az eredmény adodik, ha a V1.2, szakasz 2. feladata~
hoz hasonldan a kévetkezb transzformacibt végezziik el:

x=arcos @,

y=brsin ¢,

=z
Ekkor az integralasi tartomény :

Ve={(r, ,2) | 0=r=1, 0= @=2n, 0=z=c(1-r)}.
Ezt alkalmazva:

2z c(1—r) 3

1 2m
dezabf f rdzdtpdrzabcffr(l—r)dq:dr=
v ¢ 0 0 0 0
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1
aben

=2nabc.[(r—r2)dr= 3

0

ami valéban az eldzbvel megegyezd.
Meg kellhatiroznunk a z, szimlal6jaban levé integrél értékét is:

1 2xn e(l—1) 1

2n
abc? s
zdV=ab rzdzde dr=—2—— r(l—-r“dedr=
14 0 0 0 0 0

aabe?
12

Végeredményben tehat a kip tomegkdzéppontjanak z koordinataja :

2 gbew ¢
ZS=-——-—-. ) —— N
12 3 4
azaz a tomegkozéppont a kap magassigat 3 : 1 arAnyban bontja.

Megjegyzés : Ha az elsd feladatban szerepld ellipszoid z=0 részébdl
¢és az e feladatban szerepld kupbol alkotunk egy homogén testet, az eddigi
szAmitasok alapjan ennek a tomegkdzéppontjat is meg tudjuk hatirozni.
A félellipszoid térfogata — igy tomege is — az e feladatbeli k0p térfogata-
nak kétszerese.

A kup

c
5 [0;0;-—]
4

témegkGzEéppontjiban tehit egységnyi, az ellipszoid

s[oo 3]
;0; ——¢
2 8

témegkozéppontjaban két egységnyi tomeg helyezkedik el. E két pontbol

allé pontrendszer tomegkdzéppontja:

(o).

Ha ezt a testet graviticios térben egy vizszintes lapra allitjuk, ,,keljfeljancsi-
ként” viselkedik. Stabil egyensilyi helyzetben akkor van, ha az ellipszoid
helyezkedik el alul és a kap tengelye fiiggblegesen all.
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6. Hatarozza meg az R sugarit homogén gémb kézéppont-
jan atmend tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékat !

Vegyiik fel a koordinata-rendszert igy, hogy a gémb kozéppontja az

origbban legyen, és a forgastengely a z tengellyel essen egybe !
Mint a bevezet8ben lattuk :

@zszf(x2+y2)9dxdydz.
Vv

GoOmbi koordinatakra attérve :

R 2n =n

0,=p f f f (r? sin? Bcos? @+ r2 sin? B sin? p)r? sin & d do dr=

R 2n F. 4
'=gfr4drfd¢fsin3ﬁdﬁ.
Q0 0 0

A harmadik tényezd:

n 5T T
f sin? # dfh= f sin 1 —cos? #) dd = f (sin #—sin # cos? #)dd =
0
347 4
=[—co‘sﬂ+cos ]z—
0o 3

Ezt helyettesitve :

RS 4
Gzzgvg“ 2:"65 .

4
Mivel a gbmb tomege: Q§R3ﬂ, igy

2
0,=- mR2,
5
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7. Hatarozza meg az R sugarii, M magassagi, p siirdség(i
egyenes kirhenger tehetetlenségi nyomatékat a tomegkozép-
pontjan 4tmend, alaplapjdval parhuzamos tengelyre !

Helyezziik el a hengert ugy, hogy témegkozéppontja az origoba keriil-
jon, tengelye a z tengely legyen, s hatarozzuk meg az x tengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékat!

®x=gfff(y2+zz)dxdydz.
v

CélszerG hengerkoordinatakat alkalmazni. Ekkor:

V= {(r, ?,2)

M M
0=r=R, 0=¢=21, ——=z=-—},
2 2
tehat
M
2

R 2n
o,.= fo fr(rzsin2q3+zz)dzdgvdr=
M
2

R 2n
A3
=Qf r[rzMsin2 tp+~1?) de dr=
0
1 cos2cp M3
=0 12 dp dr=

R

3 M3 R M
=p [rMn—i—nTr dr=g( Mn+ﬁRn

0
Mivel a henger tomege:

m=QnR2M,
igy
R M?
@ =m|—+—-
x "'( e 12]
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8. Igazolja, hogy egy test tetsz8leges 0 ponton 4tmend ten-
gelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka :

O=04 ms2,

ahol 6, : az el8z§ tengellyel parhuzamos, a tomegkozépponton
athalado tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték,

m . a test tdmege,
s . a két tengely tavolsiga.

Ay %ﬂj

[

xv

69, bra

Régzitsiik a koordinata-rendszert Ggy, hogy a témegkdzéppont az
origdba keriiljén, és a forgastengely a z tengely iranyaba mutasson !
Ekkor

0,= f (x2+y?pdV.
V

Hasonl6képpen (69. 4bra) adddik a 0 ponton a4tmend tengelyre vonatkozod
nyomatek : k

6= f ((x—s)*+yP)pdV=
[ 4

=f(x2+y2)ng+s2fng—2sfxgdK
v v '

v
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Itt az els6 tag ©,, a masodikban szerepld integral a test tdmegét adja, tehat
a masodik tag ms?; a harmadik tagban szerepld integral zérus, ugyanis

fxng

A

4
f edV
14
hiszen a témegkszéppont az origbban van.
Ezzel belattuk, hogy :
O= Gs +ms2,

A most igazolt allitas Steiner tétele.

9. Hatdrozza meg a 7. feladatban szerepld korhenger tehe-
tetlenségi nyomatékat, ha a forgéstengely az alaplap egyik at-
mérdje!

A 7. feladatban lattuk, hogy a tomegkdzépponton athaladd, az alap-
fappal parhuzamos tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték :

‘ M
A 8. feladat (Steiner-tétel) alkalmazAsival az ezzel parhuzamos, tole )
tavolsagban levd tengelyre vonatkozo6 tehetetlenségi nyomaték :

M2 R M?
=0 —| =m | —+=].
s+m[2] m[4+3]

Természetesen a feladat a Steiner-tétel alkalmazisa nélkiil is megoldhatd.

10. Hatdrozza meg az a él4, egységnyi siirtiségti kockdnak
a kocka koézéppontjan 4thalads, a kocka élével parhuzamos
tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékat! Igazolja, hogy
barmely kozépponton dthaladd tengely esetén ugyanekkora a
tehetetlenségi nyomaték !
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Helyezziik el a kockat 0gy, hogy kdzéppontja az origoban legyen, élei
a tengelyekkel parhuzamosan helyezkedjenck el, s hatarozzuk meg az x
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékot !
Az integralasi tartomany :

V={(x, ¥, 2)
A tartomany szimmefridja kovetkeztében elegend6 az elsd térnyolcadra
integralni:

a - aﬁ ﬁa as Sa
—oEXEo, —oSy=a-, ==L
2 2 752 T

a

a4 a ¢a a a
2 2 2 2
@x=8fff(y2+zz)dxdydz=4aff(szrzz)dydz:
0 0 ¢

0 0

4 A DR LA
=4q —+—z2|dz=da| —+—|=—.
24" 2 48 438)" 6

0

I~
&
8

Mivel p=1, igy m=d>,
tehat:

m a2

@:
6

nyilvanvalo, hogy @ = =@,, hiszen az integralasi tartomanyt a tenge-
lyek cseréje nem valioztatja meg. Ha az origdon atmend forgastengely ira-
nyat az

e(e; ey; ;) egységvektor adja meg, akkor a kocka egy r helyvektort
pentjanak tengelytél valé tavolsaga (70. dbra):

I=|r] sin (e, ¥) <],

ami egyenértéki az

P=|rxe?
egyenldséggel,
Tehat

P= (222 — e3y)2+ gelz— €3z — e%x)2+ (eyy— ezx)2:_
=ej(22+¥2)+ e3(z%+ xD)+e3(x2 + y) —
—2epe37y— 20 042X — 2 80X,
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70. dbra

Tudjuk, hogy az e iranyit tengelyre vonaikozd nyomaték :

@:flde.

[ 4

12 ¢16z6 alakjat beirva, tagonként integralva
(figyelembe vessziik, hogy :

f (224D dv=0,, f zy dV=0,
v vV

a tartomany szimieiridja miatt):
2 2 2
@ = @xel -} 6y82+ 6263.

Mivel

és
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©=0,(ej +e3+e})=0,,
amivel az allitast igazoltuk.

Megjegyzés: A feladat specialis esete egy Altalanos tételnek: Ha a 0
atmend minden tengelyre felmérjiik az

OP=

Voar
tavolsagot, akkor a P pontok egy ellipszoid feliiletén helyezkednek el. A koc-

ka esetén ez gomb, mivel hirom egymasra merGleges tengely esetén ©
egyenld, igy minden irdnyban azonos.
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VII. VONAL~ ES FELULETI INTEGRAL

1. Vonalintegral

A vonalintegril fogalmit szemléletesen, egy fizikai alkal«
mazéson keresztiil vezetjiik be.
Tekintsiik az

E : r—~E(r), rI€DCR3

elektromos teret s egy D-ben levd térgorbét (71. Abra). Mozgas-
sunk e gorbe A pontjabdl B pontjdba egy pozitiv egységnyi t6l-
tést ! Hatdrozzuk meg a végzett munka értékét! Mivel a térerds-
ség altalaban pontrél pontra valtozik, s az elmozdulas nem fel-
tétleniil egyenes mentén torténik, igy a munka nem szamithat6
az er8- és az elmozdulasvektor skalarszorzataként. Bontsuk fel
az L=AB gorbét kis darabokra! (E kis ivdaraboknak csak a
végpontjaik kozosek, egyesitésitk a teljes ivet adja meg.)
A k-adik részt a Ar, vektorral helyettesitjiik, amely az ivelem
kezd6pontjabdl végpontjiba mutat. Mivel a mozgatott toltés
O=1, igy F=E, tehat az e részen végzett munka, kozelitSleg:

A Hikk E(Qk)Arka
ahol g, jeloli Ar, valamely pontjat.
Ha ezeket az elemi munkékat 6sszegezziik, s vessziik az Osszeg
hatarértékét, midén a felosztd4s minden hataron tdl finomodik

[azaz, ha max [4r,| is zérushoz tart|, akkor, ha az 6sszegnek

van véges, a felosztastol és a reprezentins ponttol fiiggetlen ha-
tarértéke, akkor ezt az értéket az E vektortér L gorbére vett
vonalintegrdljdnak nevezziik. Ertéke az egységnyi toltés mozga-
tasakor végzett munkat adja meg.

Jelolése :

fEdr.

L
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z}

T1. abra

Ha L zart gorbe, akkor: fﬁ E dr.

A tovébbiakban a vonalintegral 1étezésének elégséges fel-
tételérsl szolunk.
Legyen adott a

vir—v(r), reDcR?

folytonos vektor-vektor fiiggvény, valamint az
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L={r|r=x(2), t€[t;5 1] reD}

iranyitott térgorbe.
Ha 1(¢) 1étezik és folytonos a térgdrbe minden pontjaban,
akkor a vektortér L gorbén vett vonalintegralja 1étezik, és

f v dr= f v(x())i(D) dr.
L 51

A vonalintegral értékét altalaban nem hatarozza meg egyértel-
miien a vektortér és az integralasi ut kezdd-, ill. végpontja. Az-
az kiilonboz8 gorbéken haladva az 4 és B pontok kozétt, a vo-
nalintegral értéke altaldban kiilonbozs lesz. Masképp fogalmaz-
va: a vonalintegril értéke zart gorbe esetén altalaban zérustdl
kiilonbozd. - ‘

Ha a vonalintegral értéke fiiggetlen az 1ttol, akkor a vek-
torteret potencidlosnak nevezziik. A potencmlfi;ggveny (egy ska-
Tar-vektor fiiggvény) értékét a B D pontban a kévetkezGképp
definiljuk :

Legyen az A<D pontban u(4)=0, és

L=AR a D-ben fut6 térgorbe.

Ekkor

u(B)= f v dr.
L

Legyen adott egy
v:r—>v(r), rceVo R3

(V egyszeresen Osszefiiged tartomany) vektortér, és tegyiik fel,
hogy van olyan V-ben értelmezett

# 2 I—u(r)

fﬁggvény, amely V-ben differencidlhatd és tetsz8leges réV-re:
v(r)=grad u(r).
Ekkor tetszdleges ¥-ben haladé differencidlhatd térgorbe
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esetén
i2

f v(r) dr= f grad u(r(2))r(?) dr=
L 4]
=u(r(t))—u(r(t)).

(Egyszeresen Osszefliggdnek nevezziik a V térrészt, ha minden
benne haladd zart gorbe lefedhetd ¥-ben levs feliiletdarabbal.
A torusz példaul nem egyszeresen Osszefiiggd tartomdny, két
koncentrikus gomb ko6zotti térrész viszont ilyen.)

Annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy a v vektortér
potencidlos, a Stokes-tétel targyaldsdnal adjuk meg.

A vektortér valamely zirt gorbére vett integraljat a vektor-
tér cirkuldcidjanak nevezziik.

Fektessiink a tér egy rogzitett P, pontjara L, (k€N) Pyra
zsugorodd gorbesorozattal hatarolt feliileteket, amelyek felszi-
ne Af. .

Ha barmely ilyen sorozat esetén 1étezik és mindig ugyanaza

1
lim—— ® vdr
79
hatarérték, akkor ezt a P, pontbeli 4tlagos Srvénysiiriiségnek
nevezziik. Belathato, hogy az atlagos orvénysiiriiség

n rot v(Py),

ahol n a felitletsorozat normélegységvektoranak hatarértéke.
Megjegyezzitk még, hogy az el6z6ekhez hasonléan értelmezhe-
t8 a vektorértékii vonalintegral is, amelynek jelolése

f vXdr.

L
rr_re

(Ekkor az el6z8 vektortér, ill. térgdrbe esetén a
lim Zv(g)X Ar,

hatarértéket vizsgaljuk. Ha ez 1étezik és értéke barmely finomo-
dé felosztassorozat esetén ugyanaz, akkor ezt az értéket a v vek-
tortér L gorbére vett vektorértékil vonalintegraljdnak nevezziik.)
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Gyakorlé feladatok

@ Hatarozza meg a
v:r>pyit+zj+-xk, r€R?

vektortérnek az A(1;2;5) és a B(4;7;9) pontokat 6sszekitd
egyenesszakaszra vett vonalintegrdljat !

Az egyenesszakasz egyenlete (IV.1, szakasz 1. feladat)
r=(14+30i+(24+ 50§+ (5+ 40k, t€lo; 1].
r megfeleld koordinatait v-be helyettesitve :
v(r(1) =(2+ 50i+ (5+ 4Di+(1 + 30k,
Mivel e szakaszra
r(f)=3i+5j+ 4k,
igy az integrandus v(r(f)) és r(f) skalirszorzata :

32+ 50+ 5(5+ 4+ 4(1+30).

Tehat:
1
f vdr= f (47¢+35) dt=>58,5.
L 0 ‘

Természetesen, ha a feladatbeli egyenesszakasznak mas parameterezését
valasztjuk, az integral értéke nem valtozik. Az

r 0> (143694 2+ 5§+ (5 - 4Dk t€[0; 1]

fiiggvény szintén az 4B szakasz egy lehetséges megadasi modja.
Ekkor '

v(r(0))= 2+ 569+ (5+ 4D + (1 + 319k,
és
r(f)=61i-+- 10¢j + 81k,

tehat:
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' 1
f vdr= f (9413 +701) d1 =585,
L [

ami valdban az eld6zfvel megegyezd.
2. Hatdrozza meg a
v:r—-xpi+xy+zxk, TreR?
fiiggvénynek az
L= {ry | 1= 1+ 7Aj+ £k, 0=¢t=1},
Ly={r, | i,=7Fi+ 8+ t'k, 0=t=1},
térgdrbékre vett vonalintegraljit !
A két gérbe kezd6- és végpontja azonos, hiszen

r(0)=A4(0; 0, 0),
és
r()=8(1;1;1).

Az L, girbe esetén:

1
f vdr= f e, (Ol (1) de=
Ly 0
1

= f i+ i+ AR+ 26+ 3%k di =
[
1

32
= | (*+20+30) de=—~.
35
0
Hasonloan az L, gorbére:

1
f vdr= f i+ B+ OB (2ri+ 34+ 45Kk) dr =
L2 0
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1

886
= | @A+304-4 dt=— |,
f ¢ Y455

0

ami az el6z6td] kilinbozb.
E feladat esetében tehat

fvdr;éfvdr
L, Lz

bar az L, & L, gorbék kezd6- és végpontja azonos.

3. Hatarozza meg a
x

v X1
ey

j+xzk, D,={rcR3|y# -2}
figgvény

L={r]r=i+cos fj+sintk 0=¢=2m}
gorbére vett vonalintegraljit!

Az L gbrbe az x=1 sikban fekv egységsugar( kor, azaz zart gorbe.

2-+cost

pt 4
1
§ vdr=f [cos -+ j+sin zk) (—sin ¢j+cos ik)dt=
L 0
2

4

. 2 27
—sin ¢ cos* ¢
= +cos tsint]dt= 1n(2+cost)+m] =0,

2+cost 2k

0

Megjegyzés : Az, hogy a vonalintegril egy zirt gorbe esetén zérus,
nem jelenti azt, hogy a tér potencialos, azaz minden zart gérbe esetén zérus.
Esetiinkben az

Ly={r, | r;=sin 2¢i+j+cos rk 0=t=2m}
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zart gorbe esetén

21
. 1 L 4
fvdr=f (2sm32t0052t—§sm22r]dt=7
Ly 0

adodik, ami zérust6l killsnbozo.

4. Hatdrozza meg a

> 3 y
Cx24 2 I+ X2+
fiiggvény

Y.Ir

5h D,={r<R | x?+p*>0}

L={r{r=cos fi+sin tj+tk 0=¢=27)
gorbére vett vonalintegraljat!

A térgorbe a IV.1, szakasz 2. feladatiban szerepié csavarvonal, amely
illeszkedik az x?+y2=1 feliiletre. A vektortér hengerszimmetrikus, trajek-

toridi a z tengelyre, azaz a térgdrbe érintbjére is merdlegesek. EbbS! kivet-
kezben v(r(7)) és r(f) vektorok skaldrszorzata minden pontban zérus, igy:

fvdr=0.

L

(Az Olvasé gyakorlasképpen ellenfrizze szimitassal, hogy az integrandus
valéban zérus!)

5. Hatdrozza meg a

y . X
x2+ y2 x2+y
vektortér
L={t|r=A+VI-Pj+k, 0sr=1}
negyedkorre vett vonalintegraljat!
Végezze el az integraldst a teljes korre is!

zb D= {r¢ R | x?+y?#0}
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A kor pontjaiban

x24y2=1,
fgy

v(x®)=V1-i-1,
és

@

j.
1-¢£2

r(t)=i—

Tehat:

| I:/. vadr= Of [;/1——:7+V1‘_:_2] dt.

A masodik tagot atalakitjuk:
12 2-1+1 1 —

~Y1-22
Vi-2 Vi-2 Yi1-¢

foy: .
. 1
dt R
vdr= =[arcsin t]y=—.
Yi-¢2 2
L 0

A teljes korre vald integralaskor célszerti mas paraméterezéssel dqlgozni:
Ly={r|r=cos ti+sintj+k, 0=t=2xr}.

Az el6z6hoz hasonloan:

2
fvdr=f (cos? t+sin? ) dt=2am,
Ly 0

ami az el6z6 eredmény négyszerese.

' Megjegyzés : A vektortér az

u :r»arctgi, D,={r€R3| y=0} '
¥
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fiiggvény gradienseként allithat6 el (a zx sik pontjainak kivételével). fgy f i
barmely y =0 féltérben levd zart gorbe esetén zérus a vonalintegral értéke.

A feladatbeli kor atmetszi az y=0 sikot, koriilveszi a z tengelyt,
amelynek pontjaiban a vektortér nincs értelmezve, igy e zart gorbére nem

kell zérussal egyenldnek lennie a vonalintegralnak. d8ixy;2)

6. Legyen 3

Al -~

u: r—x3¥z? rcR3 y
és 1

v :r—grad u.

2

Hatirozza meg a vonalintegral értékétaz A(1;1; 1)és B(2;3; 5)
pontokat Osszek6td tetszéleges, folytonosan differencidlhato
gorbére! Xy’

Mivel a 72. abra

' d
v(£)=grad u(r)=— Az els5 szakaszon az x tengelyen haladunk az 4 pontbéla Py(x; 0; 0)
dr
pontba.
egyenlfség a tér minden pontjaban teljesiil, igy a tér potencialos, s poten- Ekkor
ciélfiiggw:énye az u skalarvektor fiiggvény. Li={clr=d, t€[0;x]}
o o v(r(1))=0,
du tehat
f vdr= f —dr= f du=u(rg)—u(r 4).
dr
~ f vdr=
4B ra ¥4
Ly

Mivel az u fiiggvény értéke az 4 pontban 1, a B pontban 600, igy : A masodik sza n a P,(x; 0;0) pontbol a Pyx; y; 0) pontig me
maso kaszo MYy » F -

gylink, az y tengellyel pAirhuzamosan :
vdr=1599
Ly={r|r=xi+d, r€[0; ]},
L v(r(0))=xt%i+ x4,
r()=j.

7. Hatarozza meg a
vir-xpi+(xy+2)j+(p+2k RS

297
vektortér vonalintegrdljat az A(0; 0; 0) és B(x; y; z) pontokat f vdr= f X2tde= [x2 ¢ x2y ’
Osszek6t6 72. 4bran lathatd toréttvonalra !

E szakaszra tehat
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Végiil a P, pontbol a B pontig a z tengellyel parhuzamosan:
Ly={r | r=xi+yi+k, 1€0;z]}.

Ekkor
v(e(@)) =%+ (o + 0§+ (+ Dk,
)=k,
tehat:
f vdr= f (y+Hdi= yt+—] —-yz+— .
Végeredményben:

2
fvdr—fvdr+fvdr+ fvdr————+yz+fz—.

Meg;egyzes : Konnyen lathato, hogy a vektortér
xz 2 22 :
+ yz+—2— . reR3

Ui

skalar-vektor filggvény gradienseként allithat6 el8, Ha tehat tudjuk, hogy
a vektortér valamely V<R3 tartomanyban potencialos, a potencialfiigg-
vényt az e feladatban latott mddszerhez hasonldan kereshetjilk meg.
Természetesen az 4, B pontok a V tartoméanyban vannak, s a tortt-
vonalat is Ogy kell felvenniink, hogy az végig a V térrészben haladjon.

8. Az

E: r:—»-l }3' DE {reR3¥1r=0}
térerdsségii vektorterben az A(4;,0;0) pontbol a B(0; 10; O)
pontba mozgatunk egy pozitiv egységnyl toltést az AB szakasz
mentén. Hatirozza meg a végzett munka értékét!

Lattuk, hogy a pozitiv egységnyi toltés mozgatisakor végzett munka:

W=f E dr.

L
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Mivel a vektortér az

el
skalar-vektor fiiggvény gradienseként allithato el6 (IV.3. szakasz alapjan),
ésa
V={r|reR}\r|>1}
tartomany egyszeresen Osszefiiggd, igy e tartomanyban halado barmely

gorbe esetén a vonalintegral értéke fiiggetlen az ttdl, azaz V-ben a vektor-
tér potencialos. Tehat:

7R 8 D,={réR® | r=0}

kK k 3k
W:fEdr—u(B)—u(A)_—~+.____

10 4 20
L
Megjegyzés : A vonalintegral Gttol valo fiiggetlenségét a kivetkezs-
képpen is kihasznilhatjuk. |

Mozgassuk eldszor a toltést az 4 pontbol a C(0; 4;0) pontba az
x24y?=16 kérvonal mentén, majd C-b6l vigyiik B-be. Mivel a tér radialis,
azaz erdvonalai a kort merdlegesen metszik, igy az AC iven a vonalintegral
€rtéke zérus. A CB szakaszon csak y értéke valtozik, igy lrj=y.

10
k k70 3k
y y 1y 20
CE 4

tehat

3k
fEdrum—

20
L

ami természetesen az eldzbvel megegyezd.

A vektorértékii vonalintegril alkalmazasai koziil a Biot—
Savart-torvényt emlitjiik.

Az L gorbe mentén folyé I intenzitdsu aram altal az rg
helyvektora pontban létrehozott mégneses térer8sség :

I r,—

H(l'o):- -‘—4:’1; WXdr
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9. Hatdrozza meg a Biot—Savart-torvény alapjin az I dram-
mal 4tjart R sugarh kdrvezetS kozéppontjaban a magneses tér-
erdsség értékét!

Helyezzitk el a kirvezetot az xy sikban ugy, hogy a kor kiszéppontja
az origd legyen. (xp=0)
Mivel az r a kort merblegesen metszi, s a korén |r|=R, igy:

IrXdr)=Ir| |dt| sin 90° =R dvr.

Ebbdl kovetkezben :
B = § - dr=— cﬁd
=— r.
(o 47 R3 "4z RZ
L
Mivel
¢dr=2R:'t,
L

hiszen az integral éricke a kor keriiletével egyenld, igy

H(o0)| !
| (0)—2R

(H(o) a korvezetd sikjara merdleges.)

10. Hatdrozza meg a magneses térerGsséget az el6z6 kor-
vezetd tengelyén levd P pontban, amely a korvezetd sikjatol m

tavolsagra van!

Helyezziik el a kirvezett az elozo feladatban latott médon (73. abra).
Az elrendezés szimmetridjabol kovetkezik, hogy H a z tengely pontjaiban a
tengely iranyaba mutat. Az ro—r vektor minden pontban meréleges a kir:
érintdjére, tehat:

l(rg— D)X dr|=Irg—1! - dr|=Y R2+m2 dr.

Mivel — mint Iattuk — H a z tengely irAnyaba mutat, igy csak AH tengely-
iranya komponenseit kell Osszegezniink. Az abra alapjan a AH vektor z
tengely iranyu vetijlete:

| AH] sin e,
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/l E
R
X
73. abra
ahol
. R
sin g=———
VR4 me2
(merd6leges szarn szogek), tehat
I R2+m? IR
|H(r0)|z 2 (ﬁ V ——sin ocdrz———————s é dr.
g‘z .
R2+ 23 2
¢ WRHmD) 4n(R24+m?)2 L

Az elozé feladatban lattuk, hogy

45 dr=2Rx,
L
igy:
I R?
H|=—
2 3
(R2+m?)?

m={ esetén az el6zd feladat eredményét kapjuk.
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11. Hatdrozza meg az I drammal 4tjart, végtelen hossza
egyenes vezet altal létrehozott migneses tér nagysigat, a ve-
zetGt6l R tdvolsigban !

ﬂ z
“
[ \ AW
/

| | o\ -

- X
3T R
74, abra

Helyezziik ¢l a koordinata-rendszert Qigy, hogy a vezetd a z tengellyel
essen egybe!
. ¢ Hatarozzuk meg az A(R; 0; 0) pontban H abszoltit értékét ! Mivel az
1‘0'*' r vektor az xz sikban van, igy H az y tengely iranyaba mutat (74. dbra).
Mivel

lep—rl=} R2+ 22,

£s
) z
sin o=
]/Rz~{-z2
fgy
' I - I R%2+z72 z
Hf=— it sin a dr=—- 4 . dz=
n | Irg—r? T 3 YRZZ2
— (R2+22)2
I 2 I
S E o dr= | 2R =
4 3 2R=
0 (R2+z%)2
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Megjegyzés : Az egyenes vezetd 4ltal letrehozott magneses tér erfssé-
g¢ét egyszerfiibben megkaphatjuk az Un. gerjesztési torvény alkalmazasaval,
amely szerint a méagneses térerdsség zart gbrbén vett vonalintegrilja egyenld
a zart gorbe altal hatarolt feliileten athaladd aramok eljeles Ssszegével.
Legyen a zart gorbe az

x24+y2=R2

kdr. Mivel a H vektortér hengerszimmetrikusan veszi koriil a vezetSt, igy e
kor pontjaiban H érintSiranyi, azaz

H dr=H| dr.

A gerjesztési torvény szerint :

I= 93 Hdr= SB [H] dr=H]| (15 dr=|H] 2R,

L L
Ebb5l

IH =T
2Rz

ami az el6zbvel megegyezik.

2. Feliileti integral

A feliileti integral fogalmat is egy alkalmazisdn keresztiil
mutatjuk be.

Tekintsiik a
B:r—~B(r) reDcCR?

indukciovektorral jellemzett médgneses teret és egy D-ben levs
irdnyithatd, mérhetd felszinii feliletet (jeldlje ezt F).

Hatarozzuk meg az e feliileten 4thaladé indukcidvonalak
szimat, a fluxust (75. 4bra)!

Mivel 4ltaldban B pontrdl pontra viltozik, s a feliilet nem
sik, igy a fluxus nem szdmolhat6é a B és a feliiletre merdleges
A vektor skaldrszorzataként. Bontsuk fel a feliiletet mérhet8
felszin{i részekre ! (E részeknek csak a hatdrvonaluk kdzs, egye-
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75. abra

sitésiik az eredeti feliiletet adja!) A k-adik darabon valasszunk
ki egy r, reprezentans pontot, és jelolje 4A, azt a vektort, amely-
nek iranya a feliileti normalis irAnydval megegyezd, abszolit
értéke a feliiletdarab felszinével egyenls, azaz: |AA.|= u(F.).
(A feliiletdarabok irdnyitisa a feliilet irinyitdsdnak megfelel5.)
E kis feliileten az elemi fluxus :

A ®k = B(l'k) AAR.

Ha minden hatdron til finomodo felosztassorozat (F), 4tmérdi-
nek maximuma is zérushoz tart) esetén 1étezik a felosztastol és
a reprezentdnspont valasztasatol fiiggetlen

lim 2 B(r,)4A,
k
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hatérérték, akkor ezt az értéket a B vektortér F feluletre vett
Selitleti integrdljdnak nevezziik.
Jelolése :

deA.

F
Zart feliilet esetén a jelolés:

SﬁBdA.
F

Az integral értéke tehat az F feliileten Athalad6 fluxust adja meg.
Haa

B r»—»B(r), rcDCR3
folytonos, és az
F={r|r=1(u,v), (u, 0)€T}

D-ben levo korlétos, irdnyithatd, mérhetd felszind, folytonosan
differencidlhaté feliilet, akkor :

ffB dA = f f B(r(u, v))(r,X12) du dv.
F T

Tekintsiik az el6z8 vektortér egy roc.D pontjit, s vegyilk azt
koriil D-ben haladé r;-ra zsugorodé olyan {F,} nc N+ zart felii-
letsorozattal, amelynek minden elemére 1étezik

¢ BdA.
Fn

Az F, zért feliiletre szdmitott fluxus a feliilet 4ltal hatérolt tér-
részben (legyen ez ¥,) lev8 ,.forrds” mennyiségére jellemzd. Ha
barmely ilyen sorozat esetén Iétezik a feliilet alakjatél fiiggetle-
niil mindig ugyanaz a

(V)gﬁBdA
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hat4rérték, akkor ezt az r, pontbeli forrdssiiriiségnek nevezziik.
Igazolhatd, hogy ért€ke
div B(x,).

Megjegyezziik, hogy a (skaldrértéki) feliileti integrdlhoz hason-
l6an értelmezhets az

fBXdA

F

vektorértékii feliileti integral is.
Ekkor az el6z8 vektortér, ill. feliilet esetén a
HmY B(r,)x 4A, ,

hatarértéket vizsgiljuk. Ha ez létezik, és értéke barmely fino-
moddé felosztissorozat esetén ugyanaz, akkor ezt az értéket a
B vektortér F felilletre vett vektorértékii felilleti integraljénak
nevezziik.

[ aa

F

a felitletelemek Osszegével, azaz a feliilet felszinével egyezik meg.
Ha a feliilet irdnyitasat megvéltoztatjuk, a feliileti integral ér-
téke eljelet valt. A feladatokban az irAnyitst Ggy valasztottuk,
hogy az integral értéke pozitiv legyen.

Gyakorl6 feladatok

1. Hatdrozza meg a

W:irer, rcR
filggvény feliileti integraljat az A(151;3), B(4:;2:7)és C(5;4;9)
cstcspontii hdromszdogre !

A héromszt")‘g[ap egy lehetséges megadasi modja ([. a IV.2. szakasz
1. feladatat):

F={r | r=(1+3u+40)i+(1 +u+30)i+(3 +4u+6v)k,
(u, )ERT2| 0=u+o=1).
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Hatarozzuk meg a paraméterek szerinti pafciélisokat:
r,=3i+j+ 4k,
r,=4i+3j+6k.

Az integrandus a

wlr(y, v)], r,, ¥, vektorok vegyes szorzata; azaz

14+3u+4dv 14u+3p 3+4dutép
3 1 4
4 3 6

7.

(Mivel a determinans elsd soraban Osszeg szerepel, igy ez hirom determi-
nans Osszegére bonthatd. A masodikb6l u-t, a harmadikbdl v-t kiemelve

ezeknek két sora megegyez0, tehét értékiik zérus, tebat csak az Osszeg elsb
tagja marad meg.)

Az integralési tartomény :
T={{u,v)| 0=u=1,0=p=1-u},
Tehat :
1 1-u

fWa’A=ff 7dvdu=;.
F 0 0

. 2. Hatdrozza meg az el6z8 feladatban szerepl§ vektortér
Integraljat egy origé kdzéppontd, R sugard gémbfeliiletre !

A gombfeliilet egy lehetséges megadasa (1. a. IV.2, szakasz 2. felada-
tat): '

F={r|r=Rsin ucos vi+ R sin u sin j+ R cos uk, u€{0; ], v€[0; 2a)}.

A parcialis derivaltak:

r,= R cos u cos vi+ R cos u sin vj+ (~ Rsin u)k,

r, =~ R sin u sin vi-+ R sin u cos vj.
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Az integrandus:
' !
wlr(y, v)] - (r, Xr,)=
=R3 sin3 # cos? v+ R3 sin3 u sin? v+ R3 cos? u sin u=R3sin u.

Tehat a vektortér gdmbfeliiletre vett feliileti integralja:

n 2n
fﬁ wdA= f f R3 sin u dv du=47R5.
F 0 0

Jéval egyszer(ibben kapjuk meg az eredményt, ha felhasznaljuk, hogy a tér
erdvonalai (trajektoriai) sugarirdnyiiak, azaz merdlegesen metszik a gomb-
feliiletet, igy 1évén a feliileten |w|=R,

f{) wdA=§ [w| dA=§ Rdd=R g)dA.

F F F F
Mivel a feliiletelemek Osszege a gomb felszinét adja, igy:

R (jﬁ dA=4nR3,
F
ami az el6z8vel megegyez0.

Megjegyzés : Jeldlje V a gombfeliilet altal hatarolt térrészt, s képez-
zitkka

1

lim wdA
R=0 wy)
F
hatarértéket !
Mivel
4
w(V)= —3:1 R

az R sugaru gomb térfogata, igy a fenti hatarérték 3-mal egyenld.
Esetiinkben tehat valoban teljesiil a

lim

é wdA=div w(0)=3
F

V)

Osszefiiggés.
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3. Hatdrozza meg a
B:r—jxr, rcR3
vektortér felilleti integraljat az

x24+z2=1

hengerfeliilet 0O=y=1 részére!

A feliilet:
F={r| =cos gi+ti+sin ok, O0=¢=2r,0=1=1},
Tekintve, hogy

jXr=zi—xk,
igy Al
B(r(g, )=sin pi—cos pk.

Tehdit az integrandus :

sing 0 —cosg
B(r;Xr;)= —sing 0  cosgl|=0,

0 1 0
fB‘dA=0.

F

igy

Megjegyzés : Mivel a feliilet tetszdleges P(x, y, z) pontjaban a feliileti
normalis iranyat az r(x, 0, z) vektor adja, amely a B vektorra merdleges,
vagyis nB=0, igy nyilvinval6, hogy teljesiil a

f B dA=0 egyenlGség.

F

4. Hatarozza meg a

v r—~zyi+zxj+ 22k, réeR3
vektortér feliileti integraljit az

F={r|[r=(ch t4+2u)i+ (sh t+4u)j+ Suk, 0=1=1,0=y=1}
feliiletre!
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A feliilet egy hiperbola alapti henger része (1. a IV. 2. szakasz 5. felada-
tat). Elvégezve a megfelel6 koordinatak helyettesitését :

v(r(t, u))=5u ((sh £+ 4w)i+(ch ¢+ 2u)j+ 5uk),
az integrandus pedig:
she¢4+4u che+2u  5u
v(r, Xr;)=5u| shz che 0 |=
2 4 5
=150u? (ch #—sh £)=150u%e~*,
Tehét a feliileti integral :

1 1
f vdA= f f 150i%e ™" dudt=50(1—¢"1).
F 0 0

5. Hatirozza meg a
T

E:l"—"m'?;, .DE= {I'ER‘,'II'#O}
fiiggvény feliileti integraljat a z=1 sikra!

Célszer( kihasznaini a z tengelyre vald forgdsszimmetriat. Adjuk meg
a felitletet a kvetkezé mddon

F={r|r—ucos gpi+usin pj+k, u=0, @€l0, 2=]}.
Ekkor az u=uy vonalak z tengely kozéppontll kérok. Mivel a feliileten

Fl=}u?+1,

fgy:

1

E(r(x, go))=——3 (u cos i+ u sin gj-+ k).
@2+1)2
Az integrandus tehit:
ucosg using 1

't 1 .
Erur@=m~; cosp sing O
2+ 1)'5 —usingp ucosg O

=U.
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Igy E feliileti integralja:

o 2z oo

- 3
u r——
fEdA= f————sdcpdu=:zf 2u(@?+1) 2 du=
6 0 @+1)?

0
Usgyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a sikot

1
=7z[—-—2(u2—:- 1)_3:]" =27

F={rlr=xi+yj+k, (x,y)ER%}
alakban adjuk meg, s a feliileti integral szamitasakor polarkoordinatikra

tériink at.

6. Az elektrosztatika Gauss-tételét felhasznilva hatirozza
meg az origéban levd egységnyi ponttoltés terét!

Az elektrosztatika Gauss-tétele:

gﬁDdA=zi 2,

azaz g D=¢E vektor zirt feliiletre vett integralja egyenld a feliilet altal ha-
tarolt térrészben levd toltések elbjeles Gsszegével.

Mivel a kialakuld tér gombszimmetrikus, igy egy orig6 kozépponti
R, sugartl gombre célszer( a feliileti integralt meghataroznunk.

E gombfeliileten, mivel D merdleges a feliiletre:

DdA=|D}|dA,

ebbil kovetkezoen

¢ D aa= IDida=iD| § aa=iDlanRZ=0=1.
F F F

Azintegralas soran felhasznaltuk, hogy a gémbszimmetria miatt a feliileten
iD| allando, igy az integraljel el¢ kiemelhet6.
Tehat

1B(r)| = ¢|E(r)] =3
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azaz
T

E:r A
™ dzer2 [l

Dg={rcR3| r+0}.

Megjegyzés : Ha a tOliést egy a sugart fémgombre vittiik fel, ennek
tere [r|=a esetén kapott eredményiinkkel megegyez0, Irl<a esetén pedig
|E|=0.

7. Hatdrozza meg az R, sugari végtelen hosszi vezet6 hen-
ger altal létrehozott tér erfsségét, ha annak egységnyi magassa-
gu részén Q toltés helyezkedik el!

Az eldz0 feladatban lattuk, hogy

§ DJA=Q.
F

Helyezzik el a hengert Ggy, hogy tengelye a z tengely legyen, és legyen a zart
feliilet egy ugyancsak z tengelyfi, R sugar(i egységnyi magassagi kirhenger.
(A henger alap- és fedSkorét is figyelembe kell venniink 1)

A feliileti integril meghatarozésihoz kihasznaljuk, hogy a tér henger-
szimmetrikus, azaz a henger alap- és fed6korén nem 1ép ki er6vonal, igy
ezek jaruléka a feliileti integralhoz zérus.

A henger paldstjan D allandd, igy:

0, ha Ry=<Rj,
DdA= | D{dA=D| | da=D2ary=]" P* Fo=Fi
Q, ha Ry=R,.

F F F

Tehat :

0, ha [rj<R,
E(t)l=
EOIS1 2 b =g,
27e|r|

Ez esetben tehat a tengelytdl tivolodva a téretdsség abszolat érigke csak

1
T elsd hatvanya szerint csokken.
¥

8. Egy R, sugarti egyenes vezetSben j dramsiiriiségii egyen-
aram folyik. Hatarozza meg a magneses térerdsség értékét a ve-

ZetOben s azon kiviil!
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76. abra

frjuk fel a VIL1, 11, feladataban szerepld getjesztési torvény altalinos
alakjat!

g)Hdr=fjdA

L F

(itt F a zart L gorbére fektetett feliilet).

Legyen az L gorbe a vezetd tengelyére merdleges sikban levd, a ten-
gelyre szimmetrikusan elhelyezkedd kérvonal, F az erre fektetett siklap
(76. abra).

Lattuk (VIL1. szakasz 11. feladata), hogy

§) H dr=|H|2mr,
L

ahol » a kir sugara.
A feliiletiintegral r=R, esetén:
A vezetdben j a feliiletre merdbleges,
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I
lil =R—%ﬂ=élland6,

igy ekkor:
1 Pr I
jaA= | ljldd=—— | aa=2Z222T_.
Rin Riz R:
F F
A két eredmény egyenloségébdl:
Ir
‘lein_Rf— R ha r=R,.

A vezetd belscjében tehat a tengelytdl tivolodva JH| lineirisan ndvekszik,

. 1
a vezetdn kiviil, mint azt VIL.1.11. feladatiban lattuk, —rel arinyosan
r .
csokken.

9. Hatdrozza meg a
B:r—xi T1€ER?

vektortér vektorértékii feliileti integraljat a zx sikban fekvé
(x—1)+z22=1

korlapra!

f B X dA értékét kell meghataroznunk.

F
Mivel minden ré R® pontban B(r) i-vel pdrhuzamos, az F (sik) feliilet

pedig i-re mer6leges, igy:
IBXdA|=|BldA=dA.

Ebbod] kovetkezben a feliiletiintegral abszolit értékének kiszamitasa a

ffxdxdz
T

értékének meghatarozasaval egyenértékii, ahol
T={(x,y) | (x—1)*+22=1}.
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Az intepral értékéneck meghatarozisahoz célszer( a kovetkezd transzforma-
it elvégezni:

x—1=tcos p,
z=tsin @.

Ekkor
T={(t, p) | 0=t=1, O=¢=2x},

igy
1 2n 1
ffxdxdy=ff (1+tcos<p)tdqudt=2nftdt=n.
T 0 0 0 _

fgy, mivel BXdA irdnya (—j)-vel egyezik meg, tehit:

f BXdA=—jm.

F
Megjegyzés: Ha a feliiletet hatarold girbében egységnyi erdsségi

aram folyik, a B indukci6jii magneses tér f BxdA forgatbnyomatékot

gyakorol ra. F

10. Hat4rozza meg a

v r—xyi+ xzj+ yzk, rcR3
vektortér

F= {r | r=ucos pitusin pj+2k, uc[0;1}], @€ [O, g’]}
feliiletre vett vektorértékii feliileti integraljat !

A feliilet a z=2 sikban fekvé negyedksr, amelynek normélvektora
parhuzamos k-val, igy az integralds eredménye k-ra merdleges vektor lesz,

Mivel a kifejtési tétel szerint:

aX(bxc)=(ac)b—(ab)c,
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tehat az integrandus:
VX (1, X)) = (Ve ), — ()r,.
Elvégezve a helyettesitést, s meghatarozva a parcidlisokat kapjuk, hogy
v(x(u, p))=u?sin @ cos i+ 2u cos pj-+2u sin gk,
r;,=Cos pi-+sin ¢j,
r, = —u sin @i+-u cos gj.

Ha ezeket az értékeket az integrandusba helyettesitjiik — a részletszamita-
sok mellozésével — a kovetkez6 adodik :

' ”
1 2
: . 2.1,
vdA= (24 cos gi—u? cos ¢ sin gj) dp du=§ -2,
F 0 0

anlely vektor valéban merdleges a k vektorra,

334

VII1. INTEGRALTETELEK

1. Gauss—Osztogradszkij-tétel

A VIL2. szakaszban emlitettiik a vektortér r, pontbeli di-
vergencidja és az r,-t koriillvevs zért feliiletre vett feliileti integ-
ralja k6zotti kapcesolatot.

Ennek alapjan varhato6, hogy a vektortér divergenciajinak
térfogati integralja és a vektortér feliileti integrdlja kozott vala-
milyen Osszefiiggés all fenn.

Ezt mondja ki a Gauss—Osztogradszkij-tétel (77. 4bra).

Legyen F zart, véges sok, egymishoz élekben csatlakozd
folytonosan differencialhaté felilletdarabbdl 4116 feliilet, kifelé
Iranyitott normalvektorral; az F 4ltal hatdrolt V térrész mér-
hetd térfogatu, s legyen a v vektortér e térrészben és a feliileten
folytonosan differencidlhato, ekkor :

9SvdA=fdiv vdV.

F v

F

77. abra
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A tétel fizikai tartalma — elektromos térben szemléltetve —:
Legyen a vektortér e térben a térer8sség vektora.

A bal oldalon szerepl6 integril az E tér fluxusat (az F felii-
leten 4thaladé erévonal szdmot) adja meg.

A jobb oldal a forrassfir(iség (az E tér forrdsai a toltések)
térfogati integrilja. Nyilvanvald, hogy ha a zart F feliileten tobb
erévonal 1ép ki, mint be, akkor a feliilet belsejében pozitiv for-
rasnak kell lennie ; masrészt, ha a V" térrész forrasmentes, akkor
a beléps és kiléps erdvonalak szama azonos kell hogy legyen,
tehat a bal oldal zérus. .

Hasonlo értelmezés adhatd dramlasi terek esetén (v ekkor
az araml6 kozeg sebességeloszlisa).

Specialisan, ha a v vektortér forrasmentes egy V térrész-
ben, azaz

div v(r)=0 rcl,

és F, valamint az 4ltala bezart térrész V részhalmaza, ekkor, ha
F-re teljesiilnek a tétel kikotései:

¢ vda=0,
F

tehat forrasmentes vektortér esetén a vektortér zart feliiletre
vett feliileti integralja zérus.

Ezt a tényt masképpen is megfogalmazhatjuk : az el5z8 tér-
részben haladd sima, zart gorbére illesztett F; (nyilt) feliiletre
vett feliileti integral értéke nem fiigg a feliilet alakjatdl, azaz
L gorbére illeszked§ kiilonb6z8, de azonos irdnyitasa feliiletek
esetén azonos érték adadik.

Ha van olyan kétszer folytonosan differenciilhaté W vek-
tortér, amelyre '

v=rot W rev,

akkor az el6z8 zart F feliiletre :

¢ vda=0,
F

336

hiszen
div v=divrot W=0, rev.

(Igazolhat6 az Allitds megforditédsa is, tehat v akkor &s csak ak-
kor forrasmentes, ha v=rot W.)
A W vektorteret a v tér vekiorpotencidljdnak nevezziik.

A vektorpotencial meghatdrozdsdnak mddszereivel nem foglal-
kozunk.

Gyakorlo feladatok

1. Szemléltesse a Gauss-tételt a kovetkezd két esetben ugy,
hogy a tételben szerepld mindkét integralt meghatirozza !
a) v:r—xi, r¢ R3, |
a V térrész az egységkocka, F a kocka felszine.
b) vi.rer, ré R3,

V={(x,y, 2) | x>+ y?+z2=1},
F a gomb felszine.

a) Mivel a ¥ minden pontban i-vel egyirany1, igy a feliiletiintegralban
csak az i-re merdleges lapok jaruléka lehet zérustél kiilonbozd. Az x=0sik

esetén azonban v=0, igy az erre vett feliileti integral ériéke zérus; az x=1
sik esetén |v|=1, igy

[VdA=']f|V|dA=fdA=l.
Fi Fy Fy

Tehat é vdA=1.

F .
Mivel

dive=1  rcR3,
és

u(Vy=1,
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igy

fdivvdel,

v
tehat a két oldal értéke valoban egyenld.

b) Mivel v sugiriranyd, azaz F minden pontjaban merdleges a felii-
letre, és a feliileten |v|=1, igy

é vdA:S]S vl dA=§) dA=4m,

F F F
Masrészt
divv=3, rel,
igy
47
f div vdV=f 34dV=3: -—3——=4n,
v 4

tehat a két integral értéke valoban egyenld.

2. irja fel az

a) SBDdA:ngV

F v
(elektrosztatika Gauss-tétele: VI1.2.8.)

b) ¢ BdA=0
F

(B a magneses indukcid vektora).
Maxwell-egyenletek differencidlis alakjat! (F a V térrészt hatd-
rold zart feliilet.)

a) Feltéve, hogy teljesiilnek a Gauss-tétel feltételei, alakitsuk 4t a bal
oldalt:

?DdA:f divDdV.
F vV
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Az egyenlet ekkor

fdideV—fng=0

12 v
alakban irhat6d; az integral tulajdonsagait felhasznalva :

f (divD—p) dV=0.
Vv

A térfogati integral értéke csak akkor lehet térrésztol fiiggetlenii
zérus, ha maga az integrandus is zérus, azaz:

div D=p.
(0 a toltéssilirliség, tehat a divergencia valoban a forrassiiriiséget jelenti)

&) Lattuk e rész bevezet(jében, hogy a zart feliiletre vett feliiletiinteg
ral zérus voltabol nem kovetkezik az, hogy az integrandus is zérus.

A bal oldalt a Gauss-tétel alapjan atalakitva:

SSBdA=fdideV=0.
F v

Ebbdl mar kdvetkezik az, hogy az integrandus zérus, azaz:
div B=0,

tehat a B tér forrasmentes vektortér, azaz B egy misik vektortér rotacidjava
egyenlo.

(Azt, hogy B forrasmentes, Ggy is mondhatjuk, hogy nincs magnese:
monopdlus.)

3. Hatdrozza meg a

v @ re>x2yzi— xp2zj re R?
vektortérnek az

Fi={r|{x?+y*+22=16 z/éO}
félgomb feliiletére vett feliileti integraljat!
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Zarjuk le a feliiletet az
Fy={r | ¥2+)?=16, =0}

korlappal, s alkalmazzuk az igy nyert zart feliiletre a Gauss-tételt (F=
=F,UF,)!

?vdA=‘/‘ divvdv.

F |4
Mivel

divv=0,

igy a jobb oldalon szerepld integral zérus, a masik oldal pedig:

SﬁVdA=/VdA+IVdA-

F Fi F;
A korlapon v=90, mivel itt z=0, tehét az F, feliiletre vett feliileti integral
zérus, igy

f vdA=0.

E

4. Hatdrozza meg a

v:rext3zA x4 1% reR3

vektortérnek az egységkocka felszinére vett feliileti integraljat
(kifelé irdnyitott feliileti normalis mellett)!

Alkalmazzuk a Gauss-tételt:

ff)vdA=f divvdV.

F 4
A vektortér divergenciaja:
div v=4x3y322,

a Vtérrész
V={(x,y, 2) | (x, 3, 2)€[0; 1%},
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tehat

1 1 1 1 1
fﬁvdA=fff4x3y322dxdydz:ffySszydz=
F 0o o e ‘0 ,

1
1 1
== 2 dg—
4[2 1

0

5. Hatdrozza meg az

E: r»l—:ﬁ, D= {rc R |10}

vektortér feliileti integraljat az
a) K(2;3;5) kozépponti egységsugaru gomb feliiletére,
b) az origd kozépponti egységsugart gomb feliiletére,
¢c)a ‘

V={(x,y, 2) | 1=x2+ 2+ z2=4}
térrész hatérfeliiletére! (A feliileti normalist irdnyitsuk a tér-
részbél kifelé.)

a) IV.4-ben lattuk, hogy a vektortér az origd kivételével forrasmentes,
azaz div E=0, ha r=0.
Mivel az origd a gombfelilleten kiviil helyezkedik el, igy :

?EdA: fdivEdV:O.
Fy

Va

b) Mivel az origbban div E#=0, és itt a vektortérnek szingularitisa
van, igy ez esetben az integral értéke zérustol kitlonboza.
A feliilet pontjaiban E a felilletre merdleges, és itt |[E|=1, igy

§ EdA= § IE| dA= 98 dA=4n.
Fp Fp Fy

¢ ) Mivel a vektortér az origd kivételével forrasmentes, igy a V tér-
részbe belépd, ill. onnan Kilépd erévonalak szdma azonos, igy
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g) E dA=0.
Fe

Megjegyzés : TetszOleges origdt tartalmazd, mérhetd V térrészt lezard
feliilet esetén (ha erre teljesiilnek a Gauss-tétel kikétései):

{) E dA=4n.

F

rr_rr

"6. Hatarozza meg az el6z0 feladatbeli vektortér
Fi={r|r=xi+yji+k, (x,»)€[-1;1]%}
feliiletére vett feliileti integraljat!

Az eldzd feladat szerint a vektortér
V={(x,y,2) | (x,y, 2)E[-1; 11}

térrésze hatarfeliiletére (F) vonatkozoé feliileti integralja :

éEdA=4ﬂ:.
F

A tér szimmetriadjabol kovetkezden a kocka lapjain az E tér feliileti integ-
raljanak ériéke azonos, igy:

1 27
| EdA=-+-4n=—vo.
6 3

Fy

7. Hatarozza meg az

E : r—>x2pz2%i+ xy3z4+ 23xk, reR?
vektortér rotacidjanak integraljat az

F={r| x>+ y*+z*=1, z=0}

feliiletre ! (A feliileti norm4lis a z tengely pozitiv irdnydba mu-
tasson.)
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Mivel div rot E=0, igy e vektortér zart feliiletre vett feliileti integtalia
Zérus; azaz barmely, az F feliilet hatargorbéjére illeszked®, azonos iranyi-
tasu feliilet esetén, azonos érték adodik a feliileti integralra.

Legyen

Fi={r | x*+y*=1,2z=0}.

Az elézbek szerint:

frotEdA=fr0tEdA.
F

Fi

az E vektortér rotacidja:

i b k
rot E= _@_ _3_ _3__ =
ox dy oz

x%yz?2 xy3zt x

=i(—4xy°2%) = j(z3 — 2x%pz) + k()3z% - x%22).
Mivel F; pontjaiban z=0, igy itt

rot E=0,
tehat:

f rotE dA= f 1ot E JA=0.

F F,

8. Igazolja, hogy ha a V térrész és az azt hatirold F zart
feliilet eleget tesz a Gauss-tételben emlitett kikotéseknek, és a
B vektortér folytonosan differencialhato, akkor:

frot BdV:—qs BXxdA!

vV F

Mivel a B vektortér folytonosan differencialhato, igy tetszbleges, rog-
zitett a vektor esetén a

v=aXB
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vektortér is folytonosan differencialhatd, azaz v-re teljesiil a Gauss-tétel:

93vdA=fdivvdV.

F v
Mivel
div(aXB)=—arot B,
— amit az Olvasé a V operator alkalmazasival kénnyen igazolhat —,
igy

—f arothV=gS (axB)dA.

14 F

A jobb oldalon egy vegyesszorzat all, amelynél a vektorialis és skaldris
szorzas sorrendje felcserélhets :

(ﬁ (axXB)dA= é a(BxXdA).
F F
Mivel az a vektor allandd, igy az integraljel elé kiemelhet6

-—afrothV=a 56 BXdA;

vV F

ez az Osszefiiggés azonban tetszéleges a vektor esetén csak gy teljesiilhet,
ha az igazolandoé allitas teljesiil.
Megjegyzés: Ha a V térrészben a B vektortér drvénymentes, akkor

fBXdA

F
értéke csak a feliilet hatdrvonalatol és a feliilet iranyitasatdl fiigg.

9. Hatdrozza meg az a, b, ¢ paraméterek értékeit tgy,
hogy a

v r>(xz-+ay’+bzhi+ (xp+ azt+ bx?)j+
+(yz+axt+by?, reR?

vektortér vektor értékii feliileti integriljanak értéke tetszBleges
zart felidlet esetén zérus legyen!
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Az eldz6 feladat szerint ez akkor teljesiil, ha a v vektoriér roticidja
egy egyszeresen Osszeftiggd V térrészben zérus, azaz itt v drvénymentes.

g j K
rotv= 3 a a =
- ox oy 9z -

xz+ay’+bz? xy+2°+bx? yziaxt+by?

=i(z+ 2by— acz® Y —(acx"~ - x— 2bz) + k(y+ 2bx—acy* ™).
1
Ha =0, ¢=2, a=-2—, akkor

rot v=0 reERS,

s igy az el6z0 feladat szerint

qs VXdA=0,

F

2. Stokes-tétel

A vonalintegral definialdsa sordn utaltunk a vektortér r,
pontbeli roticidjanak és a vektortér ry-t koriilvevs zart gérbére
vett vonalintegraljdnak kapcsolatara. Ennek alapjan vérhato,
hogy a rotacié felileti integralja és (skaldrértékil) vonalinteg-
rilja kozott valamilyen Osszefiiggés 4l fenn.

Ezt mondja ki a Stokes-tétel (78. abra).

Legyen F véges sok, egymashoz élekben csatlakozé, foly-
tonosan differencidlhatoé felilletdarabb6l 4116 irdnyithatd feliilet,
L a felidletet hatdrold, szakaszonként ,,sima” (folytonosan deri-
valhatd) zart gorbe, amelyet Ggy iranyitunk, hogy koriiljirasa
a feliilet normalisa irdny4abdl pozitiv legyen. Ha a v vektortér
folytonosan differencidlhaté a feliileten s annak hatarin, akkor :

SSvdr=frot vdA.

L F
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78. abra

A tételbs8] kovetkezik, hogy ha egy egyszeresen Osszefiiggs 7
térrészben a vektortér Orvénymentes (azazrot v=0 ¥ minden
pontjaban), akkor minden ¥-ben haladé zart gérbe esetén zérus
a vonalintegral értéke, azaz a tér potencialos, tehat a vonalin-
tegral értéke két adott pont kozétt fiiggetlen az integrilési
uttol. :

Igazolhato, hogy ez akkor és csakis akkor teljesiil, ha van
olyan

U r—ur) rel
skalartér, amelyre :
v=grad u.

A potencidlfiiggvény meghatdrozasara a példaul VII.1.7.-ben
Jlatott modszer hasznélhatd.

Megemlitjiikk még, hogy ha a v vektortér divergencidja az
egyszeresen Osszefiiggd V tartomdanyban zérus, akkor (VITL1.
szerint) :

v=rot w,

azaz
fvdA:frotwdAzgSwdr,
F F L

vagyis v feliileti integrilja vektorpotencialjanak vonalintegral-
javal egyenld,
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Gyakorlo feladatok

1. Szemléltesse a Stokes-tételt a tételben szerepl6 mindkét
integral meghatarozisaval : :
a) v:r—kXr reR3,

a feliilet a z=0 sikban fekvé, origé kozéppontt egységsugari
korlap, a gorbe ennek hatéra ;

b) v:r—yi+xj+zk rc R3,

Fés L az elézs)

a) Lattuk (IV.4. 3.}, hogy
rot (kXr)=2k,

igy a kérlap pontjaiban rot v a felliletre merdleges, azaz:

frothA=[ Irotv}dA=2fdA=2n,
F F F

mivel a feliiletelemek Hsszege a kdrlap teriiletével egyenlé. Mivel a feliilet
normalis k-val egyez6 irAnyn, igy az egységkort pozitiv koriiljarassal kell
befutnunk.

A masik integral tehit, mivel a kXXr vektor k-ra és r-re is mer6leges,
fgy irAnya a korvonal érintéjével azonos, igy (a kétrvonalon |v|=1)

ﬁi v dr=93 |¥] dr=58 dr=2m,

L L L

hiszen ez az integral a kor keriiletével egyezik meg. A két integral ériéke
tehat valoban egyenld. )

Megjegyzés: E vektortér esetén rot v zérustol kiilonbozd, tehat a tér
nem potencialos, de barmely k-ra merbleges sikban levd zart gorbe esetén
zérus a vonalintegral értéke,

b) E vektoriér esetén

rot v=A0,
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tehat ennek feliileti integralja is zérus. A hatarolé kérvonal :
r={r | r=cos fi+sin ¢j, 2€[0; 21},

azaz:
27

§vdr= f v(x(®)(t) de=
L 3
2

=f (sin i+ cos #)(—sin ti+cos ) dt=
0
2

=f cos 2t dt=0,

0

a két integral értéke tehat valdban egyenld. E vektortér potencialos, igy bar=
mely zart gorbe esetén a vonalintegral értéke zérus.

2, frja fel az

a) 95Hdr=f j+%?-] dA,
L

F

(gerjesztési torvény altalanositdsa).

b) 93Edr=—ji]3—dA

ot
L F

(Faraday-féle indukci6torvény) Maxwell-egyenletek differencia-
lis alakjat!

a) Feltéve, hogy teljesiilnek a Stokes-iétel feltételei, alakitsuk &t a bal
oldalt:

éHdr=f rotEdA=f [i+%€~] dA,
L F F
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rendezve :

f . . D

(rot E—J——~] dA=0.
ot

¥ .

TetszOleges feliiletre integralva, az integral értéke csak Ggy lehet zérus-
sal egyenld, ha maga az integrandus zérus, azaz

tE=j+ 9D
IO = -—_—
] ot

b) Az €l6z6hoz hasonléan a bal oldalt alakitjuk at:

JB
@Edr= rotEdA=— | —dA,
at
F

L F
amely tetszbleges feliilet esetén csak ugy teljesiilhet, ha

oB
rotE= “ar
Megjegyzés :
a) A feladatban szerepl6 fiiggvények
E:(r,)—E(, ) rER3, teRT

jellegliek ; az eddig szerepld vektor—vektor fiiggvényeknél altaldnosabb
fuggvények.

" b) A masodik egyenlet eredményét a kovetkez&képp értelmezhetjiik :
az E vektortér akkor rotacidmentes, ha nincs ko6lcsdnhatasban egy idében
valtozd B térrel. Tehat annak a feltétele, hogy zirt gborbe esetén a munka-
végzés zérustol killonbozo legyen az, hogy kodzben a tér valahonnan ,,ener-
giautanpoétiast’ kapjon.

¢} Homogén, izotrop ktzegben :

B=uH; D=¢E.

Tegyiik fel tovabba, hogy j és ¢ zérus e térrészben. Tehat

tH=¢—,

pys) Sat
.8l
tE=—p—.

10 >
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Vegyiik a méasodik egyenlet rotacidjat !

Feltéve, hogy a szerepl§ fiiggvények kétszer folytonosan differencial-
hatok — azaz a vegyes parcialisok egyenlék — a rotacidképzés, és az ido-
szerinti derivalas sorrendje felcserélhet:

7
rotrotE=—pu % rot H.

A bal oldalt IV.4, szerint atalakitva :
rot rot E=grad div E— AE=— 4E,
hiszen VIIL1.2. szerint g=0 esetén div E is zérus.

.. JE
A misik oldalon rot H helyett £--—-t helyettesitve (az elsd egyenlet
" . bl
alapjan) kapjuk, hogy:

Ez az Osszefiiggés, a IIL1. 18-ban latott hullamegyenlet vezetett arra az
elméleti felismerésre, hogy 1&tezniiik kell elektromagneses hullaimoknak,

Ezutn igazoltak kisérletileg is 1étezésiiket, majd sor keriilt igen sokrétd al-
kalmazasukra is.

3. Potencidlos-e az

r
E: r»m , Dg={rcR3 [ r=0} (¢=0 allandg)
vektortér ? Ha igen, hatdrozza meg a potencialfiiggvényt !

IV.3. targyalasa soran lattuk, hogy
grad ! L r r ER | r=0}
T e s — e r s
W ME i wp CERr
tehat az E vektortér az
~—1
47e|r]

U r—-

D,={reR3 | r=0}

skalartér gradiense, igy a vektortér potencilos, s potencialfiiggvénye(i)
az u skalar—vektor fiiggvény(ek).
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Megjegyzés : A gyakorlatban a potencialfiiggvény értelmezése az
E=—grad u

vsszefiiggés alapjan torténik, meghatarozasahoz altalaban a ,,végtelen ta-
voli’’ pontban valasztjak zérusnak u értékét. Ennek alapjan

VIL.2-ben latiuk, hogy az E tér az origdban levé egységnyi ponttoltés, vagy
az Ry sugari egységnyi toltésd fémgodmb tere (lrléRo)..- ] o

Egységnyi toltés hatasara tehat a gomb u(R) fesziiltségre toltédik, igy
a gémb kapacitasa:

C= g‘ = 47!8 Ro,
U
tehat a sugaraval egyenesen aranyos.

4. Potencidlos-¢ az
E: v (43 + 20+ (x4 3p2)j+ (1 + 7+ 220k reR?

vektortér? Hatarozza meg a potencialfiiggvényt !

Az E vektortér akkor és csak akkor potencidlos, ha a tér 6rvénymen-
tes, azaz

rot E=0 re R,

Mivel
i i k
S I R T T
e 3y 9z

4x3y+z22 x*+3% 143+ 22x

igy a vektoriér potenciilos, tehat van olyan u skalartér, amelynek gradien-
seként allithato ¢ld E.

Azaz u-ra teljesiilnie kell a

ou

—=4x3y+2%, (D)
dx
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L))
——tf-=x4+ 332z, (2)

dy
M i+l 3
o zx+ 3)
parcialis differencialegyenlet-rendszernek.
(1)-bél1:

u =x4y+22x+ k(y, 2),

ezt (2)-be helyettesitve :
u)',=x4+ k;,= 41 3y22,
ahonnan
Ky, 2)=zy3+ky(2).
Ezt (3)-ba helyettesitve :

uy=2zx+y3+ki=1+33+2zx,
tehat

kf(2)=z+c,
azaz

w=xtyr22x+zy3+z+ ¢,

Az Olvasod konnyen ellenérizheti, hogy E valdban e skalartér gra-
diense.

A potencidlfiiggvényt a VII.I-ben latott modszerrel is meghataroz-
hatjuk.

Haladjunk az origbbdl a 72. abran lathatd idrottvonal mentén a
P(x, y, z) pontba, s hatarozzuk meg a vonalintegral értékét !

Az els6 szakaszon az x tengely iranyaban mozgunk, azaz:
Ly={rlr=nr tc[0; x1}.

Mivel itt y=z=0, igy e gdrbénz vonalintegral értéke zérus.
A masodik szakasz:

Ly=frlr=xi+4  ¢€[0; y]}.
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E szakaszon z=0, igy

Edr:f 2 de=x*.
Ly 0 |
A harmadik szakasz:

Ly={r}r=xi+yj+1k €{0;z]},
ezen

z
E dr=f (134 2tx) dt=z4 293+ 22x.

Lz 0
Ebbdl kovetkezden:

umf Edr=yx*+ z2x-+zp3+ 2,

L
ami az el6zével megegyezd.
Megjegyzés : A tordttvonal kezdbpontjat, s magit a trdttvonalat ugy
kell megvalasztani, hogy tartalmazza a fiiggvény értelmezési tartomanya.
Az el6z6 feladatnal példaul a kezddpont nem lehet az origd.

5. Potencidlos-e az
E :r—+(3x2p+2x)i+ (3 +3y%)] reR®
vektortér ? Hatdrozza meg a potencidlfiiggvényt!

Ahhoz, hogy az E tér potenciaios legyen, teljesiilnie kell a
rot E=0
egyenlBségnek. Itt

i j k
) P 9

t E= _— . o =05
rotE ax ay oz

3x2y+2x 3432 0

tehat a tér potencialos.
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Az el6z6 feladat szerint az u potencialfiiggvényre teljesiilnie kell az
u=3x%y+ 2x,

u}',=x3+3y2,
u,=0

egyenleteknek.
Az elsObdl:

u=x>p+x2+ Ky, 2),
amit a masodikba helyettesitve :
f 3t 2
uy=x34 ky = x3+ 3y,
Mivel &k nem fiigg z-t6l, hiszen a z szerinti derivalt zérus, igy

k(y, Z)=J’3+C,
tehat
u=x3y+x2+y3+c.

Megjegyzés : E feladat megoldasa egzakt differencialegyenlet megolda-
sanak keresésével egyenéricki.

6. Hatarozza meg az
E:r>(x+2)i+(x+p)j+(+2k  reéR?
vektortér
L:{r[r:costi+i_ sin tj_i_ costk 0§t§2:7:}
V2 V2

g0rbére vett vonalintegriljit!

Az L zart gorbe az
y=-z

sik és az
x2+y2+22=1

806mb metszésvonala, egy egységsugari kor.
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A Stokes-tétel szerint:

é Ea’r=f rot E dA,

L F
ahol Flegven az L gorbe altal hatarolt korlap. A vektortér rotaciéja :

rot E=i+j+ k.

Jelblje o a rot E vektornak és a sik normalvektoranak szogét. (Azn(0; 1; 1)
wvektor iranyabdl nézve az I, gbrbe iranyitisa a Stokes-tételnek megfeleld);

frotEdA=flrotE[ cosadAd.

F : F
Mivel
n-rot B 2
cos o =

" Inl|rot E| R R
igy:

93Edr=f rot E dA=} 27

L 5

Megjegyzés : Barmely y= — z sikban levd zart gorbe esetén:
95 Edr=}2-T,
L

ahol T jeloli a gorbe altal hatarolt sikrész teriiletét.

2r_or

7. Hatarozza meg az el6z8 feladatbeli vektortér
L={r:r=sin fi+cos fji+cos tk  0=r¢=2xn}
gorbére vett vonalintegraljat !

Az el6z6 feladathoz hasonldan itt is a Stokes-tételt alkalmazzuk.
A gorbe az
y—z=0

sikban fekvo ellipszis. E sik egy normalvektora az n{0; 1; —1) vektor
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Mivel
nrotE=0,
igy:
5}) Edr= | rotEdA=0.
I F

Megjegyzés : Barmely y=z sikban fekv® zart gorbe esetén zérus a
vonalintegral €értéke.

A gyakorlati alkalmazisok sordn az eddig emlitetteknél 4l-
talinosabb potencidlkeresési feladatok megolddsa is sziikséges.
E feladatokban a potencialfiiggvény magasabb rendii derivalt-
jai szerepelnek, s e fiiggvénynek valamilyen peremfeltételeket is
ki kell elégitenie.

Hyen probléma adédik, ha a D vektortér potencilos. Ek-
kor a VIII.1.2a)-ban litott egyenletbsl

div D=div grad u= du=o,
ahol g adott skalar-vektor fiiggvény.
A =0 esetén ad6db egyenlet a

Au=0 n. Laplace-egyenlet ;
Au= p Poisson-egyeniet.

Ezek és a hasonld jellegl feladatok megolddsdnak segédeszko-
zei a Green-tételkor tételei. Erre vonatkozik a kovetkezd fel-
adat.

8. Igazolja, hogy ha a V térrész és az azt hatdrold zart
F feliilet cleget tesz a Gauss-tételben ¥-re és F-re kir6tt kove-
telményeknek, valamint a v és u skalar-vektor fiiggvények két-
szer folytonosan differencidlhaték e térrészben és a feliileten,
akkor:

95 ugrad o dAzf:(grad u grad v+udv) dV'}
F 12
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Alkalmazzuk a Gauss-tételt az
u grad » vektor-vektor fiiggvényre!

(Mivel v kétszer folytonosan differenciilhatd, igy grad » derivaltja folytonos
tehat alkalmazhatd a tétel.)
E vektortér divergenciaja a V operator alkalmazisaval:

div (¢ grad v)=V{(u Vv)=Vu Vo+u V=grad u grad v+ udv.

Tehat a Gauss-tétel szerint :

4) u grad vdA=f div (u grad v) dVr—f (grad u grad v+udv) dV,
F v vV

ami a bizonyitando allitis. Az igazolt dsszefiiggés a Green-tétel aszimmet-
rikus alakja. .

Megjegyzés: Alkalmazzuk a Gauss-tételt a v grad u fiiggvényre is.
Ekkor:

ﬁs vgradu dA=f (grad u grad v{-vAu) dV.
F v
Ezt az el6z8b6l kivonva kapjuk a Green-tétel masik alakjat:
Sﬁ (u grad v— v grad 1) dA=f (u dv—-v Au) dV.
F v

9. Szemléltesse a Green-tétel szimmetrikus alakjat ugy,
hogy a tételben szerepld mindkét integrilt meghatirozza :

u:r—|r] reR:,
v:r»l—h D,={re R?| r=0},

V={r|Ir|=R,}!

IV.3-ban lattuk, hogy
r

grad Ir|=—,
i

alo X

R T
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Ezt behelyettesitve a bal oldal:

-r r
Fﬁ (u grad v— v grad u) dA=98 [—l?l—z-mmi-] dA.
F F

Felhasznalva, hogy a feliileti normalis parhuzamos az r vektorral, és a felii~
feten [r|=R:
2 gj) L dA=-2 56 - —sR
— e = e —_— = e— TT.
Ir|2 R, ¢
F 'F

A masik oldal;

1 1 1 2
Au=div (grad ©)=div [— . r)zr grad ——-+-—divrs=—,
It b JI I}

tehat

”Au:m'f .

Ennek térfogati integralja gbmbi koordinatikra attérve:
. Ro 2 = '
2 v . % 25in b db dy dr=SR
—dV= — r¥sin r=8R7.
|r§2 2 4 0
14 B 0 0

IV.4-ben lattuk, hogy
. 1
div grad ﬁ:O’ ha r=0.
3
Masrészt VIIL.1.5-ben lattuk, hogy e fiiggvény barmilyen origd kdzeép-
pontd gombre vett integralja 4m, ‘tehat nem szitkségszer(i, hogy az

f u Av dV=0 egyenldség teljestiljon.

Vv
Bontsuk V-t két részre:

Vi={r: e=sl|=Ry},
Vo={r:0=lrj=¢};
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V)-ben udv zérus, igy integralja is zérus. Vyben:

flr]-AvdVés fAvdV=e4ﬂ,

V2 Vz
amely érték tetszdlegesen kicsivé tebets. fgy tehat

f u Av dV=0,

¥
tehat

f (u dv—v Au) dV=—8Ryx,
Vv
amely a masik oldallal megegyez6 ériék.

Megjegyzés f u dv dV meghatarozasinak modszerébdl lathato,
4
hogy tetszbleges P-ben folytonos u skalar-vektor fiiggvény esetében az in-
tegral értéke; ha v a feladatbeli skalartér : 4swu(0).

A Green-tétel alkalmazdsait nem ismertetjiik, csak annyit
emlitiink, hogy potencidlkeresési feladatok esetén &ltalaban v az
e feladatban szerepld fiiggvény, 1 az ismeretlen potencial, amely
bizonyos peremfeltételeket kell teljesitsen. Ha a tér szimmetria-
tulajdonsagokkal rendelkezik, megfelel§ transzformacioval a
feladatok lényegesen leegyszeriisithetGk.
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