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Kiadja a Typotex kiadó, az 1795-ben alapı́tott
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Terjedelem: 24,2 (A/5) ı́v
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Előszó

Könyvünk első kötete három féléves előadás anyagát tartalmazta, ame-
lyeket a szerző matematikus és matematika tanári szakos hallgatók számára
tartott a Strasbourg-i Louis Pasteur Egyetemen a Topológia, Differenciál-
számı́tás és a Közelı́tő módszerek témakörében. A jelen kötet három további
előadást tartalmaz: Funkcionálanalı́zis, Integrálszámı́tás és Függvényterek.
Az első két rész lényegében egymástól független, és az első kötetből csak a
Topológia alaperedményeit használja fel rendszeresen. A befejező Függ-
vényterek előadás mintegy szintézise az egész munkának, és valamennyi
korábbi előadásra épı́t.

A Funkcionálanalı́zis tárgyalása eltér a szokásostól: az anyag jobb mo-
tiválása érdekében négy egyszerű sı́kgeometriai tételt igyekszünk tetszőle-
ges dimenziós terekre általánosı́tani. Ez a megközelı́tés természetes módon
vezet el a legtöbb fontos fogalomhoz és tételhez. Egy másik rendhagyó
vonás, hogy az egyszerűség kedvéért nem épı́tünk itt a Lebesgue-integrál
ismeretére, hanem legtöbb eredményt a kis �p terekben szemléltetjük.

Az Integrálszámı́tás részben a Lebesgue-integrált Riesz Frigyes rendkı́vül
elegáns tárgyalásában ismertetjük, néhány azóta talált egyszerűsı́téssel. A
lépcsős függvényekre vonatkozó két ,,ártatlan” segédtételből kiindulva 15
oldalon egyszerűen és világosan felépı́thető az általános elmélet. A mér-
hetőség Riesz-féle konstruktı́v definı́ciója gyorsan elvezet a klasszikus nagy
tételek (Fubini–Tonelli, Radon–Nikodým) optimális változataihoz.

A befejező Függvényterek részben részletesen szemléltetjük a Funkcio-
nálanalı́zis tételeit a folytonos függvények és a Lebesgue-integrálható függ-
vények tereiben.

Akárcsak az első kötetben, most is megadjuk a legtöbb fogalom és ered-
mény eredeti forrását. Első olvasáskor célszerű kihagyni a csillaggal jelölt
részeket. Sok példa és megjegyzés feladatként is tárgyalható. (Lásd a 325.
oldali megjegyzéseket is.)

A ix. oldalon felsorolt cikkek tanulmányozása elősegı́theti az olvasó
általános matematikai kultúrájának a megszilárdı́tását.

Ezt a kötetet édesapám emlékének ajánlom.

Strasbourg, 2003. június 23.
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22.4. Mértékben való konvergencia . . . . . . . . . . . . . . . . 299

Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
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4. rész

Funkcionálanalı́zis
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Geometriai és fizikai kérdések vezettek a funkcionálanalı́zis megszüle-
téséhez a XIX. század végén. Dini, Ascoli, Peano, Arzelà, Volterra és Ha-
damard munkáit Fredholm, Hilbert, Riesz, Fréchet látványos felfedezései,
majd Helly, Hahn, Banach, Neumann és mások alapvető dolgozatai követték.
A funkcionálanalı́zis a mai matematika egyik legélőbb ágazata. Belső harmó-
niáján túlmenően eredményei hasznosnak bizonyultak a variációszámı́tás-
ban, a parciális differenciálegyenletek elméletében, a kvantummechaniká-
ban, . . .

A történeti fejlődés követése helyett 1 az elemi geometria néhány közis-
mert eredményét kı́séreljük meg végtelen dimenziós terekre általánosı́tani:

• ha K nem-üres konvex, zárt halmaz RN -ben és x ∈ RN , akkor
létezik x-től minimális távolságra lévő pont K-ban;

• RN minden M valódi alteréhez van olyan x, hogy dist (x,M) =
|x| = 1 (ebben a részben altéren mindig lineáris alteret értünk);

• két RN -beli nem-üres diszjunkt konvex halmaz mindig szétválaszt-
ható affin hipersı́kkal;

• bármely RN -beli korlátos konvex poliéder a csúcsainak a konvex
burka;

• bármely RN -beli korlátos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Ezen az úton haladva természetes módon jutunk el számos mély tételhez, de
sok meghökkentő ellenpéldához is.

Minél általánosabb tereket tekintünk, annál inkább megszaporodnak a
meglepő, véges dimenziós intuı́ciónknak ellentmondó jelenségek. Ezért di-
daktikai szempontból az RN -hez legközelebb álló Hilbert-tereket vizsgáljuk
meg először. Ezt követően tárgyaljuk a Banach-terek gazdagabb osztályát,
majd rövid betekintést adunk a (lokálisan) konvex terek elméletébe: ezek
a terek még sok kedvező tulajdonsággal rendelkeznek, és fontos szerepet
játszanak a lineáris parciális differenciálegyenletek alapjául szolgáló disztri-
búcióelméletben. Végül röviden megismerkedünk az általános topologikus
vektorterek furcsa tulajdonságaival.

További tanulmányokhoz a hatalmas irodalomból kiemeljük Banach [23],
valamint Riesz és Szőkefalvi-Nagy [340] klasszikus monográfiáit: a megı́rá-
suk óta eltelt 50–70 év mit sem ártott frissességüknek és eleganciájuknak.
Sok elméleti kiegészı́tés található az [2], [31], [33], [38], [80], [97], [99],
[217], [225], [240], [263], [274], [302], [317], [344], [349], [351], [355]
művekben, izgalmas történeti elemzéseket tartalmaznak a [42], [87], [97],
[168], [270], [280], [317], [340], [372] munkák, és végül nagy számú fe-
ladatot közölnek az alábbi könyvek: [15], [97], [153], [212], [302], [317],
[349], [351], [394].

1 A könyv hátralévő részében szinte kizárólag a Lebesgue-integrált tanulmányozzuk.
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13. fejezet
Hilbert-terek

Végtelen! Soha más kérdés nem kavarta fel ilyen mélyen az emberi
elmét.

D. Hilbert

A Hilbert-terek teljes normált terek, amelyek normáját skaláris szorzat
segı́tségével definiáljuk. Bevezethető bennük az ortogonalitás fogalma, és
általánosı́tható rájuk az euklideszi sı́kgeometria sok eredménye, például a
Pitagorasz-tétel. Neumann János alapvető munkája óta1 a Hilbert-terek ké-
pezik a kvantummechanika matematikai keretét.

13.1. Definı́ciók és példák

Legyen X valós vektortér. Emlékeztetünk néhány definı́cióra és alaptu-
lajdonságra.2 X-beli normán3 olyan ‖·‖ : X → R függvényt értünk, amely
minden x, y, z ∈ X-re és λ ∈ R-re eleget tesz a következő négy tulajdon-
ságnak:

• ‖x‖ ≥ 0,

• ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,

• ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖,
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

1 Neumann 1927, 1932.
2 Topológia, 3.1 szakasz, 60. o. A Topológia rész a jelen könyv első kötetében található.
3 Riesz 1917. Schmidt 1908 jelölése.
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4 13. Hilbert-terek

0

x + y

x

y

13.1. ábra. Háromszög-egyenlőtlenség

Az utolsó tulajdonságot háromszög-egyenlőtlenségnek hı́vjuk (lásd a 13.1
ábrát).

Normált téren normával ellátott vektorteret értünk. A norma-függvény
folytonos a megfelelő topológiára nézve.

X-beli skaláris szorzaton olyan (·, ·) : X ×X → R függvényt értünk,
amely minden x, y, z ∈ X-re és α, β ∈ R-re eleget tesz a következő négy
tulajdonságnak:

• (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z),

• (x, y) = (y, x),

• (x, x) ≥ 0,

• (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Euklideszi vagy prehilbert téren skaláris szorzattal ellátott vektorteret értünk.
Minden euklideszi tér rendelkezik egy természetes normával: ‖x‖ :=

(x, x)1/2. Ez a norma eleget tesz a Cauchy–Schwarz egyenlőtlenségnek:

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
és a paralelogramma-azonosságnak:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
Végezetül a skaláris szorzás folytonos a megfelelő topológiára nézve:

ha xn → x és yn → y, akkor (xn, yn)→ (x, y).
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13.1. Definı́ciók és példák 5

Definı́ció. Hilbert-téren4 teljes euklideszi teret értünk.

Példák.
• A topológiából tudjuk, hogy RN euklideszi tér a szokásos

(x, y) := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xNyN

skaláris szorzatra nézve. Minthogy minden véges dimenziós normált
tér teljes 5, RN Hilbert-tér.

• A
∑
|xn|2 < ∞ tulajdonságú valós x = (xn) számsorozatok �2

halmaza Hilbert-tér az

(x, y) :=
∞∑
n=1

xnyn

skaláris szorzatra nézve. Először is a
∞∑
n=1

|xnyn| ≤
1
2

∞∑
n=1

|xn|2 +
1
2

∞∑
n=1

|yn|2 <∞,

valamint a tetszőleges α, β ∈ R-re érvényes
∞∑
n=1

|αxn + βyn|2 ≤ 2|α|2
∞∑
n=1

|xn|2 + 2|β|2
∞∑
n=1

|yn|2 <∞

egyenlőtlenségekből következik, hogy �2 vektortér, és hogy (x, y)
korrektül definiált skaláris szorzat.

Legyen (x1
n), (x

2
n), . . . �2-beli Cauchy-sorozat. Minden ε > 0-

hoz van olyan k0, hogy k, � ≥ k0 esetén
∞∑
n=1

|xkn − x�n|2 < ε. (13.1)

Speciálisan (x�n) Cauchy-sorozat minden rögzı́tett n-re, tehát kon-
vergál valamely xn számhoz.

Az � → ∞ határátmenettel (13.1)-ből minden k ≥ k0-ra és
N ≥ 1-re a

N∑
n=1

|xkn − xn|2 ≤ ε

egyenlőtlenséget kapjuk. Ebből következik, hogy (xn) ∈ �2, és
(xkn)→ (xn) �2-ben.

4 Hilbert 1904, Neumann 1927, Löwig 1934, Rellich 1935.
5 Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
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6 13. Hilbert-terek

• A topológiában láttuk azt is, hogy ha I nem-degenerált kompakt in-
tervallum, akkor C(I) euklideszi tér az (f, g) :=

∫
I fg dx skaláris

szorzatra nézve. Ez a tér nem teljes. Legyen ugyanis az egyszerűség
kedvéért I = [0, 2], és tekintsük a következő függvényeket (lásd a
13.2 ábrát):

xn(t) :=



0 ha 0 ≤ t ≤ 1,

n(t− 1) ha 1 ≤ t ≤ (n+ 1)/n,

1 ha (n+ 1)/n ≤ t ≤ 2.

Ha m > n→∞, akkor

‖xm − xn‖2 =
∫ (n+1)/n

1
|xm(t)− xn(t)|2 dt ≤ 1

n
→ 0,

tehát (xn) Cauchy-sorozat. Ha konvergálna valamely x ∈ C(I)
függvényhez, akkor az∫ 1

0
|x(t)|2 dt =

∫ 1

0
|x(t)− xn(t)|2 dt ≤ ‖x− xn‖2 → 0

becslés alapján x = 0 volna [0, 1]-ben. Másrészt az ugyancsak
érvényes∫ 2

1
|x(t)− 1|2 dt ≤ 2

∫ 2

1
|x(t)− xn(t)|2 dt+ 2

∫ 2

1
|xn(t)− 1|2 dt

≤ 2‖x− xn‖2 + 2
∫ (n+1)/n

1
|xn(t)− 1|2 dt

≤ 2‖x− xn‖2 +
2
n
→ 0,

becslés szerint x = 1 lenne [1, 2]-ben, és ı́gy x(1)-re két különböző
érték adódna.

Utolsó példánk mutatja a következő eredmény jelentőségét:

13.1. Állı́tás. Minden euklideszi tér teljessé tehető, vagyis alkalmas Hil-
bert-tér sűrű alterének tekinthető.

Bizonyı́tás. Minden E euklideszi tér metrikus tér is a

d(x, y) := ‖x− y‖E = (x− y, x− y)1/2

távolságra nézve, és ı́gy alkalmas (H, d) teljes metrikus tér sűrű (metrikus)
alterének tekinthető.6

6 Topológia, 1.15 állı́tás, 23. o.
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13.1. Definı́ciók és példák 7

0 1 + 1
n1 2

1

13.2. ábra. xn gráfja

Tetszőlegesen rögzı́tett x, y ∈ H és c ∈ R esetén válasszunk olyan E-
beli (xn) és (yn) sorozatokat, hogy d(x, xn) → 0 és d(y, yn) → 0, majd
definiáljuk a következő mennyiségeket:

x+ y = lim xn + yn,

cx = lim cxn,

(x, y) = lim (xn, yn).

Könnyen ellenőrizhető, hogy

• ezek a határértékek léteznek;
• a határértékek nem függnek (xn) és (yn) speciális választásától;
• H euklideszi és ı́gy Hilbert-tér a most bevezetett skaláris szorzatra

nézve;
• d(x, y) = (x− y, x− y)1/2 minden x, y ∈ H-ra.

�
Definı́ció. Jelöljük L2(I)-vel a C(I) teljessé tételével kapott Hilbert-

teret.

*Megjegyzés. A Lebesgue-integrál lehetővé fogja tenni L2(I) konkré-
tabb interpretációját. 7

7 Lásd a 21.5 állı́tás (b) részét, 260. o.
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8 13. Hilbert-terek

Látni fogjuk, hogy RN számos hasznos tulajdonsága minden Hilbert-
térben érvényben marad. De a következő példák óvatosságra intenek:

*Példák. Tekintsük a H := �2 Hilbert-teret.

• A H-beli

F := {(
k−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1 + k−1, 0, . . . ) : k = 1, 2, . . . }

halmaz nem-üres, korlátos és zárt, mégsincs minimális normájú e-
leme. Más szóval a 0 pont F -től való távolsága nem vétetik fel:
dist (0, F ) = 1, de ‖y‖ > 1 minden y ∈ F -re. Ebből következik,
hogy F korlátos és zárt, de nem kompakt. Valóban, emlékeztetünk
arra8, hogy metrikus térbeli nem-üres kompakt halmazok távolsága
mindig felvétetik.

• A H-beli

K :=
{
x ∈ H :

∞∑
n=1

(
1 +

1
n

)2
|xn|2 ≤ 1

}
halmaz nem-üres, konvex, korlátos és zárt, de nincs maximális nor-
májú eleme. Továbbá a halmaz átmérője sem vétetik fel: diamK =
2, de ‖x− y‖ < 2 minden x, y ∈ K-ra. Ebből következik, hogy K
konvex, korlátos és zárt, de nem kompakt. Valóban, emlékeztetünk
arra9, hogy metrikus térbeli nem-üres kompakt halmaz átmérője
mindig felvétetik.

• Az

M :=
{
x ∈ H :

∞∑
n=1

xn = 0
}

halmaz valódi, sűrű altere H-nak. Speciálisan nem létezik olyan
y ∈ H pont, amelyre dist (y,M) > 0. Ilyen szituáció nem fordul-
hat elő véges dimenzióban, mert abban minden altér teljes, tehát
zárt is. 10

Az M altér sűrűségének az igazolására rögzı́tsünk egy tetsző-
leges Br(x) gömböt. Adott, később megválasztandó m ≥ 1 és

8 Topológia, 1.22 állı́tás, 27. o.
9 Lásd újra az emlı́tett 1.22 állı́tást.
10 Topológia, 3.9 tétel és 1.10 állı́tás, 75. és 18. o.
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13.2. Ortogonalitás 9

k ≥ 1 egészekhez tekintsük az

y :=
(
x1, . . . , xm,

k︷ ︸︸ ︷
− c

k
, . . . ,− c

k
, 0, 0, . . .

)
, c = x1 + · · ·+ xm

sorozatot. Akkor y ∈M , és

‖x− y‖2 =
m+k∑
n=m+1

∣∣∣xn + c

k

∣∣∣2 + ∑
n>m+k

|xn|2

≤
m+k∑
n=m+1

(
2|xn|2 + 2

∣∣∣ c
k

∣∣∣2)+
∑

n>m+k

|xn|2

≤ 2c2

k
+ 2

∑
n>m

|xn|2.

Válasszuk m-et olyan nagynak, hogy az utolsó összeg r2/4-nél
kisebb legyen, majd válasszuk k olyan nagyra, hogy c2/k < r2/4
is teljesüljön. Akkor y ∈ Br(x).

Mostantól kezdve a fejezet végéig a H betűvel mindig Hilbert-teret jelö-
lünk.

13.2. Ortogonalitás

Definı́ció. Legyen x, y ∈ H és A,B ⊂ H . Azt mondjuk, hogy

• x és y ortogonálisak, jelben x ⊥ y, ha (x, y) = 0;
• x és A ortogonálisak, jelben x ⊥ A, ha (x, y) = 0 minden y ∈ A-

ra;
• A és B ortogonálisak, jelben A ⊥ B, ha (x, y) = 0 minden x ∈ A-

ra és y ∈ B-re.

Rátérünk a bevezetésben emlı́tett első probléma megoldására:
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10 13. Hilbert-terek
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y x

13.3. ábra. Merőleges vetı́tés

13.2. Tétel. (Merőleges vetı́tés11) Legyen K ⊂ H nem-üres konvex, zárt
halmaz, és x ∈ H . Létezik egyetlen x-től minimális távolságra lévő K-beli
y pont. Ez a pont a következő tulajdonsággal jellemezhető:

y ∈ K, és (x− y, v − y) ≤ 0 minden v ∈ K-ra. (13.2)

A PKx := y képlettel értelmezett PK : H → K leképezés Lipschitz-
folytonos valamely L ≤ 1 konstanssal.
Ha K altér, akkor (13.2) ekvivalens az

x− y ⊥ K (13.3)

ortogonalitási tulajdonsággal, és PK legfeljebb 1 normájú folytonos
lineáris leképezés.

Definı́ció. Az y = PK(x) pontot az x pont K-ra vonatkozó merőleges
vetületének hı́vjuk (lásd a 13.3 ábrát).

Bizonyı́tás. Létezés. Legyen d = dist (x,K), és tekintsünk egy olyan
(yn) ⊂ K sorozatot, amelyre ‖x − yn‖ → d. Akkor (yn) Cauchy-sorozat.

11 Levi 1906, Schmidt 1908, Nikodym 1931 (tételkimondás), 1935 (bizonyı́tás), Riesz
1934–35.
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13.2. Ortogonalitás 11

Valóban, a paralelogramma-azonosság szerint

‖(x−yn)−(x−ym)‖2+‖(x−yn)+(x−ym)‖2 = 2‖x−yn‖2+2‖x−ym‖2,
és innen d definı́ciója alapján

‖ym − yn‖2 = 2‖x− yn‖2 + 2‖x− ym‖2 − 4‖x− 2−1(ym + yn)‖2

≤ 2‖x− yn‖2 + 2‖x− ym‖2 − 4d2,

mert 2−1(ym + yn) a konvex K halmazhoz tartozik. Elegendő ezek után
észrevennünk, hogy a jobboldal m,n→∞ esetén nullához tart.

E sorozat határértékére y ∈ K, hiszen K zárt, és ‖x − y‖ = d a norma
folytonossága miatt.

Jellemzés és egyértelműség. Legyen y ∈ K minimális d távolságra x-
től. Tetszőlegesen rögzı́tett v ∈ K-ra az (1 − t)y + tv = y + t(v − y)
vektorok minden 0 < t < 1-re a konvex K halmazhoz tartoznak, úgyhogy

0 ≥ t−1(‖x− y‖2 − ‖x− y − t(v − y)‖2) = 2(x− y, v − y)− t‖v − y‖2.
Innen t→ 0 mellett (13.2) adódik.

Megfordı́tva, ha (13.2) teljesül, akkor

‖x− v‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y − v‖2 − 2(x− y, v − y)

≥ ‖x− y‖2 + ‖y − v‖2

> ‖x− y‖2

minden y-tól különböző v ∈ K-ra.

Lipschitz-tulajdonság. Ha x, x′ ∈ H , akkor az y = PK(x) és y′ =
PK(x′) jelöléssel

(x− y, y′ − y) ≤ 0 és (x′ − y′, y − y′) ≤ 0.

Összeadva őket
(x− x′ + y′ − y, y′ − y) ≤ 0

adódik; innen

‖y′ − y‖2 ≤ (x′ − x, y′ − y) ≤ ‖x′ − x‖ · ‖y′ − y‖,
és ı́gy

‖y′ − y‖ ≤ ‖x′ − x‖.
A K altér esete. Legyen w ∈ K. Alkalmazzuk (13.2)-t v = ±tw-vel,

ahol t > 0; t-vel osztva

±(x− y, w) ≤ t−1(x− y, y)

adódik. Innen t→∞ mellett a keresett (x− y, w) = 0 relációt kapjuk.
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12 13. Hilbert-terek

Megfordı́tva, (13.3)-ból (x− y, v− y) = 0 következik, mert v− y ∈ K.
PK linearitása az egyértelműségből következik. Ha ugyanis y = PK(x),

y′ = PK(x′) és λ ∈ R, akkor a x− y ⊥ K és x′ − y′ ⊥ K relációk maguk
után vonják az

(x+ x′)− (y + y′) ⊥ K és λx− λy ⊥ K

összefüggéseket. �

*Példa. Az előző szakasz végén bevezetett F halmaz példája mutatja,
hogy a konvexitási feltétel a merőleges vetület létezéséhez is szükséges.

Mielőtt levezetnénk a most igazolt tétel néhány fontos következményét,
vezessünk be két új fogalmat:

Definı́ciók.

• A H-beli D halmaz ortogonális komplementumán a

D⊥ := {x ∈ H : x ⊥ D}
halmazt értjük.

• A H-beli D halmaz által generált zárt altéren a D-t tartalmazó H-
beli zárt alterek metszetét értjük. Világos, hogy ez a D-t tartalmazó
legszűkebb zárt altér.

Vegyük észre, hogy D⊥ zárt altere H-nak, és hogy

A ⊂ B =⇒ B⊥ ⊂ A⊥, (A ∪B)⊥ = A⊥ ∩B⊥.

Jegyezzük meg azt is, hogy a D által generált zárt altér a D-beli pon-
tok véges lineáris kombinációi által alkotott halmaz lezárása. A következő
eredmény (b) része megoldja a bevezetőben emlı́tett második problémát:

13.3. Következmény.

(a) (Riesz12) Legyen M ⊂ H nem-üres zárt altér. Minden x ∈ H vektor
egyértelműen felı́rható x = y + z alakban, ahol y ∈M és z ∈M⊥.

(b) Legyen M ⊂ H nem-üres valódi zárt altér. Létezik olyan x ∈ H vektor,
hogy

dist(x,M) = ‖x‖ = 1.

(c) A D ⊂ H halmaz által generált zárt altér megegyezik D⊥⊥-sel. Követ-
kezésképpen
• ha D⊥ = {0}, akkor D generálja H-t;
• ha M⊥ = {0} valamely M ⊂ H altérre, akkor M sűrű H-ban.
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13.2. Ortogonalitás 13

0

y

zx

M⊥

M

13.4. ábra. Merőleges
felbontás

x

0

M

13.5. ábra. dist(x,M) =
‖x‖

Lásd a 13.4 és 13.5 ábrákat.

Bizonyı́tás.
(a) Létezés. Definı́ció szerint y := PMx ∈ M , és z := x − y ∈ M⊥ a

(13.3) tulajdonság alapján.

Egyértelműség. Ha x = y+z és x = y′+z′ két olyan felbontás, amelyre
y, y′ ∈M és z, z′ ⊥M , akkor

w := y − y′ = z′ − z ∈M ∩M⊥.

Így (w,w) = 0, ahonnan w = 0, tehát x = x′ és y = y′.

(b) Tetszőlegesen választott y ∈ H\M -re x := (y−PMy)/‖y−PMy‖
megfelel a kı́vánalmaknak.

(c) Könnyen látható, hogy D⊥⊥ a D-t tartalmazó zárt altér, és ı́gy tar-
talmazza a D által generált M zárt alteret. Meg kell még mutatnunk, hogy
D⊥⊥ ⊂M .

Ha x ∈ D⊥⊥, akkor (a) miatt x = y + z alkalmas y ∈ M és z ∈ M⊥
vektorokkal. Innen következik, hogy z = x − y ∈ D⊥⊥ − M = D⊥⊥.
Másrészt z ∈ D⊥, mert D ⊂M folytán M⊥ ⊂ D⊥. Így z ∈ D⊥⊥ ∩D⊥ =
{0}, ahonnan x = y ∈M . �

12 Riesz 1934–35.
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14 13. Hilbert-terek

13.3. Konvex halmazok szétválasztása

Véges dimenziós X vektortérben két diszjunkt nem-üres konvex halmaz
mindig szétválasztható affin hipersı́kkal, vagyis

{x ∈ X : ϕ(x) = c}
alakú halmazzal, ahol ϕ : X → R nem-nulla folytonos lineáris funkcionál,
és c ∈ R. Pontosabban:

13.4. *Állı́tás. (Minkowski13) Legyenek A és B diszjunkt nem-üres kon-
vex halmazok a véges dimenziós X vektortérben. Létezik olyan ϕ nem-nulla
lineáris funkcionál X-en, hogy alkalmas c valós számra

ϕ(a) ≤ c ≤ ϕ(b) minden x ∈ A és b ∈ B esetén. (13.4)

Először egy gyengébb, de minden Hilbert-térben érvényes változatot bi-
zonyı́tunk. Emlékeztetünk arra 14, hogy X ′-szel jelöljük az X normált tér
duálisát, vagyis az X-en értelmezett folytonos lineáris funkcionálok normált
terét.

13.5. Tétel. (Tukey15) Legyenek A és B diszjunkt nem-üres konvex, zárt
halmazok H-ban. Ha legalább az egyikük kompakt, akkor létezik olyan
ϕ ∈ H ′, hogy alkalmas c1, c2 valós számokra

ϕ(a) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(b) minden x ∈ A és b ∈ B esetén. (13.5)

(Lásd a 13.6 ábrát.) Speciálisan különböző a, b ∈ H pontokhoz mindig
található olyan ϕ ∈ H ′, hogy ϕ(a) �= ϕ(b).

Bizonyı́tás. A

C := B −A = {b− a : a ∈ A, b ∈ B}
halmaz nem-üres konvex, zárt, és nem tartalmazza 0-t. Az egyetlen nem-
trivális tulajdonság C zártsága: meg kell mutatnunk, hogy ha egy C-beli
bn − an alakú sorozat konvergál valamely x ponthoz X-ben, akkor x ∈ C.

13 Minkowski 1910, 1911.
14 Topológia, 3.5 szakasz, 81. o.
15 Tukey 1942.
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13.3. Konvex halmazok szétválasztása 15
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13.6. ábra. Konvex halmazok szétválasztása

Tegyük fel például, hogy A kompakt, akkor létezik egy konvergens ank
→

a ∈ A részsorozat. Innen következik, hogy

bnk
= (bnk

− ank
) + ank

→ x+ a.

Mivel B zárt, x+ a ∈ B, és ı́gy x = (x+ a)− a ∈ B −A = C.
Jelöljük y-nal 0 merőleges vetületét C-re; akkor y �= 0 (hiszen 0 /∈ C),

és

(0− y, b− a− y) ≤ 0 minden x ∈ A és b ∈ B esetén,

vagyis

‖y‖2 + (a, y) ≤ (b, y) minden x ∈ A és b ∈ B esetén.

A ϕ(x) := (x, y) képlet egy ϕ ∈ H ′ funkcionált definiál a Cauchy–
Schwarz egyenlőtlenség miatt. Minthogy A és B nem üresek, az imént
kapott egyenlőtlenség alapján az

c1 := sup
a∈A

(a, y), és c2 := inf
b∈B

(b, y)

számok végesek, és (13.5) teljesül.
Az utolsó tulajdonság az A := {a} és B := {b} választással következik

az eddigiekből. �
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16 13. Hilbert-terek

*A 13.4 állı́tás bizonyı́tása. Lássuk el X-et egy euklideszi normával;
véges dimenziós lévén X szeparábilis, ı́gy A és B is szeparábilisak.16 Rög-
zı́thetünk tehát egy A-ban sűrű (an) sorozatot és egy B-ben sűrű (bn) soro-
zatot. Jelöljük minden n természetes számra An-nel és Bn-nel az a1,. . . , an,
illetve b1,. . . , bn pontok konvex burkát.

Az An, Bn halmazok kompaktak, mert a kompakt17

{(t1, . . . , tn) ∈ Rn : t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0, t1 + · · ·+ tn = 1}

szimplex folytonos képei az

f(t1, . . . , tn) := t1a1 + · · ·+ tnan és g(t1, . . . , tn) := t1b1 + · · ·+ tnbn

képletekkel definiált f, g : Rn → X folytonos (lineáris) leképezésekre
nézve.

Minthogy An ⊂ A és Bn ⊂ B diszjunktak, a 13.5 tétel szerint van olyan
nem-nulla ϕn ∈ X ′ funkcionál, hogy

ϕn(a) ≤ ϕn(b) minden x ∈ An és b ∈ Bn esetén. (13.6)

Alkalmas konstanssal megszorozva feltehetjük, hogy ‖ϕn‖ = 1.
Minthogy X ′ véges dimenziós, létezik konvergens ϕnk

→ ϕ részsoro-
zat.18 Akkor ‖ϕ‖ = 1, tehát ϕ nem-nulla. Meg fogjuk mutatni, hogy

ϕ(a) ≤ ϕ(b) minden x ∈ A és b ∈ B esetén;

ebből az állı́tás

c := inf {ϕ(b) : b ∈ B}
választással következni fog.

Az (an), (bn) sorozatok sűrűsége miatt elég igazolnunk, hogy

ϕ(ak) ≤ ϕ(bm)

minden k,m = 1, 2, . . . -re. Tetszőlegesen rögzı́tett k,m-re ez n → ∞
esetén adódik a (13.6) miatt minden n ≥ max {k,m}-re érvényes

ϕn(ak) ≤ ϕn(bm)

relációból. �

16 Topológia, 1.28 állı́tás és 3.9 tétel, 32. és 75. o.
17 Emlékeztetünk arra, hogy véges dimenzióban minden korlátos zárt halmaz kompakt:

Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
18 Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
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13.3. Konvex halmazok szétválasztása 17

A 13.5 tétel bizonyı́tásában konstruált ϕ funkcionált egy y ∈ H vektor
reprezentálta. Megmutatjuk, hogy valójában minden ϕ ∈ H ′ ilyen alakú.
Ha y ∈ H , akkor a

ϕy(x) := (x, y)
formula olyan ϕy ∈ H ′ funkcionált definiál, amelyre ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖, mert

|ϕy(x)| ≤ ‖y‖ · ‖x‖
minden x ∈ H-ra a Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség miatt. A j(y) := ϕy
jelöléssel ı́gy egy j : H → H ′ lineáris leképezést kapunk.

13.6. Tétel. (Riesz–Fréchet19) A j leképezés izometrikus izomorfizmus H-
ról H ′-re.

A tételből következik, hogy H ′ is Hilbert-tér; a tétel alapján H ′-t gyakran
azonosı́tják H-val.

Bizonyı́tás. Már tudjuk, hogy ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖ minden y-ra. Az |ϕy(y)| =
‖y‖2 egyenlőség maga után vonja a fordı́tott ‖ϕy‖ ≥ ‖y‖ egyenlőtlenséget
is. Így j izometria, és csak a szuperjektivitás igazolása marad hátra.

Tetszőlegesen rögzı́tett ϕ ∈ H ′ funkcionál

M = N(ϕ) := {x ∈ H : ϕ(x) = 0}
magja zárt altér. Ha M = H , akkor y = 0 választással ϕ = ϕy.

Ha M �= H , akkor a 13.3 következmény (12. o.) alapján rögzı́thetünk
egy M -re merőleges e egységvektort. Megmutatjuk, hogy y = ϕ(e)e vá-
lasztással ϕ = ϕy. Valóban, tetszőleges x ∈ H-ra legyen λ = ϕ(x)/ϕ(e) és
z = x−λe. Akkor ϕ(z) = 0, tehát z ∈M , és ı́gy z ⊥ e. Következésképpen

ϕ(x) = ϕ(λe+ z) = λϕ(e)

és
(x, y) = ϕ(e)(x, e) = ϕ(e)(λe+ z, e) = λϕ(e). �

Befejezésül ismertetünk két érdekes ellenpéldát.

*Példák.
• A 13.4 állı́tásban a véges dimenzió feltétele lényeges. 20 Tekintsük

ugyanis azon valós (xn) számsorozatok X vektorterét, amelyekben
legfeljebb véges sok nem-nulla elem van. Jelöljük A-val azon nem-
nulla sorozatok halmazát, amelyek utolsó nem-nulla eleme pozitı́v,

19 Riesz 1907 és Fréchet 1907 (két cikk az L2 esetre), Riesz 1934–35 (általános eset).
20 Dieudonné 1941.
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18 13. Hilbert-terek

és legyen B = {0}. Akkor A és B diszjunkt nem-üres konvex
halmazok X-ben.

Megmutatjuk, hogy ha (13.4) teljesül, akkor szükségképpen
ϕ ≡ 0. Válasszunk e célból tetszőlegesen rögzı́tett x ∈ X-hez
olyan k indexet, hogy xn = 0 minden n ≥ k-ra, és tekintsük az

ek := (
k−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, 0, . . . )

vektort. Akkor ±x+ tek ∈ A minden t > 0-ra, tehát

±ϕ(x) + tϕ(ek) ≤ c minden t > 0-ra.

Ebből t → 0 mellett |ϕ(x)| ≤ c adódik. De egy korlátos lineáris
leképezés szükségképpen azonosan nulla.

• A 13.5 tételben a kompaktság feltétele nem hagyható el. 21 Tekint-
sük ugyanis H := �2-ben az

A := {(xn) ∈ �2 : n|xn − n−2/3| ≤ x1 minden n ≥ 2-re}
és

B := {(xn) ∈ �2 : xn = 0 minden n ≥ 2-re}
nem-üres konvex, zárt halmazokat. A és B diszjunktak, hiszen egy
(xn) ∈ A ∩ B sorozatnak teljesı́tenie kellene minden n ≥ 2-re az
x1 ≥ n1/3 egyenlőtlenséget, márpedig n1/3 →∞.

Ha szét lehetne választani A-t és B-t zárt hipersı́kkal, akkor
A − B egy zárt féltérhez tartozna. Ez azonban lehetetlen, mert
A−B sűrű �2-ben. Ez az

A−B = {(xn) ∈ �2 : xn − n−2/3 = O(1/n)}
összefüggés segı́tségével igazolható. Tetszőlegesen rögzı́tett (zn) ∈
�2 és ε > 0 esetén válasszunk olyan m-et, hogy∑

n>m

|zn|2 < ε2/4 és
∑
n>m

n−4/3 < ε2/4.

Akkor az

xn :=

{
zn ha n ≤ m,

n−2/3 ha n > m

21 Tukey 1942.
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13.4. Ortonormált bázisok 19

képlet olyan (xn) ∈ A−B sorozatot definiál, amelyre( ∞∑
n=1

|xn − zn|2
)1/2

≤
(∑
n>m

n−4/3
)1/2

+
(∑
n>m

|zn|2
)1/2

< ε.

13.4. Ortonormált bázisok

A Hilbert-terek ideális keretet nyújtanak a Fourier-sorok tanulmányozá-
sára.

Definı́ció. Páronként ortogonális egységvektorokból álló sorozatot or-
tonormált sorozatnak hı́vunk. 22

Példák.
• Az �2-beli

ek = (
k−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), k = 1, 2, . . .

vektorok ortonormált sorozatot alkotnak.
• (Trigonometrikus rendszer) Tetszőleges 2π hosszúságú I interval-

lumra az

e0 =
1√
2π

, és e2k−1 =
sin kt√

π
, e2k =

cos kt√
π

, k = 1, 2, . . .

függvények ortonormált sorozatot alkotnak L2(I)-ben.
• A

√
2/π sin kt (k = 1, 2, . . . ) függvények ortonormált sorozatot

alkotnak az L2(0, π) térben.
• Az 1/

√
π és

√
2/π cos kt (k = 1, 2, . . . ) függvények ortonormált

sorozatot alkotnak L2(0, π)-ben.

13.7. Állı́tás. Legyen (ej) ortonormált sorozat H-ban.

(a) (Bessel-egyenlőség23) Minden x ∈ H-ra és m = 1, 2, . . . -re fennáll az∥∥∥x− m∑
j=1

(x, ej)ej
∥∥∥2

= ‖x‖2 −
m∑
j=1

|(x, ej)|2 (13.7)

egyenlőség. (Lásd a 13.7 ábrát.)

22 Gram 1879, Schmidt 1908.
23 Bessel 1815, 1828. A 13.7 ábra mutatja, hogy a Pitagorasz-tétel általánosı́tásáról van

szó.
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20 13. Hilbert-terek

x

(x, e1)e1

x− (x, e1)e1

13.7. ábra. Bessel-egyenlőség m = 1-re

(b) (Bessel-egyenlőtlenség24) Minden x ∈ H-ra érvényes a
∞∑
j=1

|(x, ej)|2 ≤ ‖x‖2 (13.8)

egyenlőtlenség. Speciálisan a baloldali sor mindig konvergens.

(c) Tetszőleges valós (cj) számsorozatra
∞∑
j=1

cjej konvergál H-ban ⇐⇒
∞∑
j=1

|cj |2 <∞.

Megjegyzések.
• A Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség levezetésekor már igazoltuk a

Bessel-egyenlőséget m = 1-re.
• Az (x, ej) mennyiségeket x Fourier-együtthatóinak 25 nevezzük.

24 Bessel 1815, 1828.
25 Clairaut 1757 (546–547. o.), Euler 1777, Fourier 1822.
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13.4. Ortonormált bázisok 21

Bizonyı́tás.
(a) Az egyenlőség közvetlen számolással adódik:

‖x−
m∑
j=1

(x, ej)ej‖2 =
(
x−

m∑
j=1

(x, ej)ej , x−
m∑
k=1

(x, ek)ek
)

= (x, x)−
( m∑
j=1

(x, ej)(ej , x)
)
−
( m∑
k=1

(x, ek)(x, ek)
)

+
( m∑
j=1

m∑
k=1

(x, ej)(x, ek)(ej , ek)
)

= (x, x)− 2
( m∑
j=1

|(x, ej)|2
)
+
( m∑
k=1

|(x, ek)|2
)

= ‖x‖2 −
m∑
j=1

|(x, ej)|2,

mert (ej , ek) = 0 ha j �= k, és (ej , ej) = 1 minden j-re.

(b) A nem-negatı́v tagú sor részletösszegeinek ‖x‖2 felső korlátja (a)
miatt.

(c) Minthogy

∥∥∥ m∑
j=n+1

cjej

∥∥∥2
=

m∑
j=n+1

|cj |2

minden n > m-re, a Cauchy-kritérium azonos a két sorra. �

Megjegyzés. Tetszőleges x ∈ H-re

m∑
j=1

(x, ej)ej

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



22 13. Hilbert-terek

az x-hez legközelebbi pont az e1,. . . , em által generált Mm altérben, mert
bármely Mm-beli pont esetén∥∥∥x− m∑

j=1

cjej

∥∥∥2
= ‖x‖2 − 2

( m∑
j=1

cj(x, ej)
)
+

m∑
j=1

|cj |2

=
(
‖x‖2 −

m∑
j=1

|(x, ej)|2
)
+

m∑
j=1

|cj − (x, ej)|2

=
∥∥∥x− m∑

j=1

(x, ej)ej
∥∥∥2

+
m∑
j=1

|cj − (x, ej)|2.

Következésképpen26

dist (x,Mm) =
∥∥∥x− m∑

j=1

(x, ej)ej
∥∥∥. (13.9)

Vizsgáljuk meg az egyenlőség esetét a Bessel-egyenlőtlenségben:

13.8. Állı́tás. Legyen (ej) ortonormált sorozat H-ban. A következő négy
tulajdonság ekvivalens:

(a) az (ej) által generált M altér sűrű H-ban;

(b) (Fourier-sor27)
∑

(x, ej)ej = x minden x ∈ H-ra;

(c) (Parseval-egyenlőség28)
∑
|(x, ej)|2 = ‖x‖2 minden x ∈ H-ra;

(d) ha x ∈ H és (x, ej) = 0 minden j-re, akkor x = 0.

Bizonyı́tás.
(a)⇐⇒ (b). Jelöljük Mm-mel az e1,. . . , em által generált alteret. Akkor

(a) és (b) azzal ekvivalens, hogy

dist (x,Mm)→ 0 illetve
∥∥∥x− m∑

j=1

(x, ej)ej
∥∥∥→ 0

minden x ∈ H-ra. Elég tehát alkalmazni a fenti (13.9) egyenlőséget.

(b) ⇐⇒ (c) a Bessel-egyenlőségből adódik, mert (13.7) két oldala egy-
szerre tart nullához.

(b) =⇒ (d) nyilvánvaló.

26 Toepler 1876.
27 Fourier 1822.
28 Parseval 1805.
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13.4. Ortonormált bázisok 23

(d) =⇒ (a). (Csak itt használjuk H teljességét.) A feltevésünk szerint
M⊥ = {0}, úgyhogy alkalmazható a 13.3 következmény (12. o.). �

Definı́ció. A H Hilbert-térbeli (ej) ortonormált sorozat teljes, ha az
egymással ekvivalens (a), (b), (c), (d) tulajdonságok teljesülnek. Azt is
mondjuk ilyenkor, hogy (ej) ortonormált bázis.

Példák.
• A fent definiált �2-beli (ej) ortonormált sorozat teljes, hiszen bár-

mely �2-beli x = (xj) esetén (x, ej) = xj minden j-re, úgyhogy a
Parseval-egyenlőség a norma definı́ciójából következik.

• Később megmutatjuk29, hogy a fent definiált három másik ortonor-
mált sorozat is teljes. Alkalmazva a Parseval-egyenlőséget a trigo-
nometrikus rendszerre az I = [−π, π] intervallumban az x(t) ≡ t
függvényre, megkapjuk Euler egyik nevezetes eredményét 30:

∞∑
k=1

1
k2

=
π2

6
.

Ha (ej) ortonormált bázis H-ban, akkor az ej vektorok racionális e-
gyütthatókkal vett véges lineáris kombinációi megszámlálható, sűrű halmazt
alkotnak H-ban, tehát H szeparábilis. Megfordı́tva:

13.9. Állı́tás. Minden szeparábilis Hilbert-térnek van ortonormált bázisa.

Bizonyı́tás. Legyen (yn) sűrű sorozat a Hilbert-térben. Legyen nk az
első olyan index, amelyre y1,. . . , ynk

k dimenziós alteret generál. Az yn1 ,
yn2 ,. . . sorozat lineárisan független, továbbá

y1, . . . , ynk
és yn1 , . . . , ynk

minden k-ra azonos alteret generálnak.
Az xk := ynk

egyszerűsı́tett jelöléssel élve az

e1 =
x1

‖x1‖
és en :=

xn −
∑
k<n(xn, ek)ek

‖xn −
∑
k<n(xn, ek)ek‖

, n = 2, 3, . . .

képletek könnyen ellenőrizhetően ortonormált sorozatot értelmeznek. 31 Mi-
vel

x1, . . . , xn és e1, . . . , en

29 Lásd a 21.6 következményt, 262. o.
30 Euler 1734/5 (heurisztikus bizonyı́tás), 1748 (§167).
31 Gram-Schmidt ortogonalizáció: első kötet, 9.1 állı́tás, 192. o.
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24 13. Hilbert-terek

nyilván azonos alteret generálnak minden n-re, az (en) sorozat által generált
altér sűrű H-ban. �

*Megjegyzés. A fenti fejtegetésekben az elemek sorrendje nem játszik
szerepet. Ezért a jelen szakasz eredményei kiterjeszthetők nem-szeparábilis
Hilbert-terekre is, ha ortonormált sorozatok helyett tetszőleges ortonormált
családokat tekintünk. 32

13.5. Gyenge konvergencia. Kiválasztási tétel

A 13.1 szakasz végén szereplő példák mutatják, hogy a Bolzano–Weier-
strass tétel nem érvényes végtelen dimenziós Hilbert-terekben: a korlátos,
zárt halmazok nem mindig kompaktak. A következő példa azt is mutatja,
hogy a végtelen dimenziós Hilbert-terek zárt gömbjei, bár korlátosak és
zártak, sohasem kompaktak.

Példa. Minden (en) ortonormált sorozat korlátos, de nem tartalmaz kon-
vergens részsorozatot, mert ‖en − em‖ > 1 minden n �= m-re.

Nevezetes eredmény, hogy a Bolzano–Weierstrass tétel kiterjeszthető
minden Hilbert-térre a konvergenciafogalom alkalmas gyengı́tésével:

Definı́ció. Az (xn) sorozat gyengén konvergál x-hez H-ban 33, jelben
xn ⇀ x, ha (xn, y)→ (x, y) minden rögzı́tett y ∈ H-ra.

Példák.
• Véges dimenzióban a gyenge konvergencia ekvivalens a norma-

konvergenciával (komponensenkénti konvergencia).
• Végtelen dimenzióban minden (en) ortonormált sorozat gyengén

nullához tart. Ugyanis a
∑
|(x, en)|2 sor tetszőleges x ∈ H-

re konvergál a Bessel-egyenlőtlenség szerint (13.7 állı́tás, 19. o.),
és ı́gy az általános tagja nullához tart: (x, en) → 0 = (x, 0).
Emlékeztetünk arra, hogy (en) nem konvergál normában.

Íme a gyenge konvergencia elemi tulajdonságai:

13.10. Állı́tás.
(a) Egy sorozatnak legfeljebb egy gyenge határértéke lehet.

32 Lásd például Halmos 1957.
33 Hilbert 1906.
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13.5. Gyenge konvergencia. Kiválasztási tétel 25

(b) Ha xn ⇀ x, akkor xnk
⇀ x minden (xnk

) részsorozatra is.

(c) Ha xn ⇀ x és yn ⇀ y, akkor xn + yn ⇀ x+ y.

(d) Ha xn ⇀ x H-ban és λn → λ R-ben, akkor λnxn ⇀ λx H-ban.

(e) Legyen K ⊂ H konvex zárt halmaz. Ha xn ∈ K minden n-re, és xn ⇀
x, akkor x ∈ K.

(f) Ha ‖xn‖ ≤ L minden n-re, és xn ⇀ x, akkor ‖x‖ ≤ L.34

(g) Fennáll a következő ekvivalencia:

xn → x ⇐⇒ xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖.

Bizonyı́tás.
(a), (b) és (c) a definı́ció egyenes következményei.

(d) ugyanúgy igazolható, mint a skaláris szorzat folytonossága. 35

(e) Jelöljük y-nal x merőleges vetületét K-ra, akkor

(xn − y, x− y) ≤ 0

minden n-re a 13.2 tétel alapján (10. o.). Minthogy xn ⇀ x, innen határát-
menettel (x − y, x − y) ≤ 0 adódik. Így ‖x − y‖2 ≤ 0, tehát x = y ∈ K.

(f) Alkalmazzuk (e)-t K := {z ∈ H : ‖z‖ ≤ L}-ra.

(g) Ha xn → x, vagyis ha ‖xn − x‖ → 0, akkor

|(xn, y)− (x, y)| ≤ ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0

minden y ∈ H-ra a Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség szerint, és∣∣ ‖xn‖ − ‖x‖ ∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0

a háromszög-egyenlőtlenség alapján.
A fordı́tott irányban, ha xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖, akkor az

‖xn − x‖2 = ‖xn‖2 + ‖x‖2 − 2(xn, x)

azonosság jobboldala nullához tart, úgyhogy xn → x. �
Megjegyzések.
• A konvexitás feltétele nem hagyható el (e)-ben: minden ortonormált

sorozat a zárt egységgömb-felülethez tartozik, gyenge határértéke,
a nullvektor azonban nem.

34 Ekvivalens módon ‖x‖ ≤ lim inf‖xn‖.
35 Topológia, a 3.4 állı́tás (h) része, 68. o.
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26 13. Hilbert-terek

• A norma-konvergenciát erős konvergenciának is hı́vják, mert (g)
szerint maga után vonja a gyenge konvergenciát.

A gyenge sorozatok korlátossága mélyebb tulajdonság. A bizonyı́táshoz
emlékeztetünk a Baire-lemma következő alakjára36:

13.11. Állı́tás. Ha egy teljes metrikus tér előáll megszámlálható sok zárt
halmaz egyesı́téseként, akkor ezek közül legalább egynek van belső pontja.

13.12. Állı́tás.
(a) Minden gyengén konvergens sorozat korlátos.

(b) Ha xn → x és yn ⇀ y, akkor (xn, yn)→ (x, y).

Példa. Ha (en) ortonormált sorozat, akkor az xn = yn := en példa
mutatja, hogy a skaláris szorzás folytonossága nem gyengı́thető tovább: az
xn ⇀ x és yn ⇀ y összefüggésekből általában nem következik, hogy
(xn, yn)→ (x, y).

Bizonyı́tás.
(a) Ha xn ⇀ x H-ban, akkor az n �→ (xn, y) számsorozat minden

y ∈ H-ra konvergens, és ı́gy korlátos. Következésképpen az

Fk := {y ∈ H : |(xn, y)| ≤ k minden n-re}, k = 1, 2, . . .

zárt halmazok befedik H-t. Alkalmazva a Baire-lemmát, valamelyik Fk hal-
maz tartalmaz egy B2r(y) gömböt.

Ha xn �= 0, akkor

y + r‖xn‖−1xn ∈ B2r(y) ⊂ Fk,

és innen
|(xn, y + r‖xn‖−1xn)| ≤ k.

Minthogy y ∈ Fk, ebből következik, hogy

r‖xn‖ = |(xn, r‖xn‖−1xn)| ≤ k + |(xn, y)| ≤ 2k.

Tehát az (xn) sorozat korlátos.

(b) Az (yn) sorozat korlátossága miatt

|(xn, yn)− (x, y)| ≤ |(xn − x, yn)|+ |(x, yn − y)|
≤ ‖xn − x‖ · ‖yn‖+ |(x, yn)− (x, y)|
→ 0

36 Topológia, 1.12 állı́tást, 20. o. A Baire-lemma funkcionálanalı́zisbeli hasznosságára
Saks hı́vta fel a figyelmet: lásd Banach és Steinhaus 1927.
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13.5. Gyenge konvergencia. Kiválasztási tétel 27

ha n→∞. �

A következő segédtétel egyszerűsı́ti a gyenge konvergencia ellenőrzését:

13.13. Lemma. Legyen (xn) korlátos H-beli sorozat, x ∈ H és ∆ ⊂ H .
Jelöljük M -mel a ∆ által generált zárt alteret.

Ha (xn, y) → (x, y) minden y ∈ ∆-ra, akkor (xn, y) → (x, y) minden
y ∈M -re is.

Speciálisan, ha ∆ generálja H-t, akkor xn ⇀ x.

Bizonyı́tás. Tetszőlegesen rögzı́tett z ∈ M -hez és ε > 0-hoz olyan
N természetes számot kell találnunk, hogy |(xn, z) − (x, z)| < ε minden
n ≥ N -re.

Legyen L olyan nagy szám, hogy ‖x‖ < L, és ‖xn‖ < L minden n-
re. A skaláris szorzat bilinearitása miatt (xn, y)→ (x, y) a ∆-beli vektorok
bármely y véges lineáris kombinációjára. Válasszunk olyan y-t, amelyre
‖z − y‖ < ε/(3L), majd olyan N -et, hogy |(xn, y)− (x, y)| < ε/3 minden
n ≥ N -re. Akkor minden n ≥ N -re fennáll a következő becslés is:

|(xn, z)− (x, z)| = |(xn, z − y) + (xn − x, y) + (x, y − z)|
≤ ‖xn‖ · ‖z − y‖+ |(xn, y)− (x, y)|+ ‖x‖ · ‖y − z‖
< ε. �

Példa. Az �2-beli x1 = (x1
k), x2 = (x2

k), . . . sorozat pontosan akkor
konvergál gyengén x = (xk)-hoz, ha korlátos, és ha xnk → xk minden
rögzı́tett k-ra (komponensenkénti konvergencia).

Minthogy az xnk → xk konvergencia (xn, ek) → (x, ek) alakban is
ı́rható, a feltétel szükségessége az előző állı́tásból következik. A feltétel
elégségessége a 13.13 lemmából adódik, mert (ek) generálja �2-t.

Általánosı́tsuk végül a Bolzano–Weierstrass tételt:

13.14. Tétel. (Kiválasztási tétel37) Hilbert-térben minden korlátos sorozat-
nak van gyengén konvergens részsorozata.

Bizonyı́tás. Legyen (xn) korlátos sorozat H-ban, és L olyan konstans,
hogy ‖xn‖ < L minden n-re. Jelöljük M -mel az (xn) által generált zárt
alteret. Vegyük észre, hogy M szeparábilis.

37 Hilbert 1906, Schmidt 1908, Neumann 1929–30.
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28 13. Hilbert-terek

Ha M véges dimenziós, akkor (xn)-nek van erősen konvergens részso-
rozata a szokásos Bolzano–Weierstrass tétel szerint38, és ez maga után vonja
a gyenge konvergenciát is (valójában ekvivalens vele). Tegyük fel ezentúl,
hogy M végtelen dimenziós, és vegyünk fel benne egy (ek) ortonormált
bázist a 13.9 állı́tás alapján (23. o.).

Az n �→ (xn, e1) számsorozat korlátos. A Bolzano–Weierstrass tétel
szerint van tehát olyan (x1

n) ⊂ (xn) részsorozat és c1 valós szám, hogy
(x1
n, e1)→ c1.

Ezt követően, minthogy az n �→ (x1
n, e2) számsorozat is korlátos, talál-

ható olyan (x2
n) ⊂ (x1

n) részsorozat és c2 valós szám, hogy (x2
n, e2)→ c2.

Rekurzióval folytatva egymást követő részsorozatoknak olyan végtelen

(xn) ⊃ (x1
n) ⊃ (x2

n) ⊃ · · ·
sorozatát és olyan ck valós számokat kapunk, hogy

(xkn, ek)→ ck (13.10)

minden rögzı́tett k = 1, 2, . . . -re. Alkalmazva a Cantor-féle átlós módszert39

a zn := xnn képlet olyan (zn) ⊂ (xn) részsorozatot definiál, amely gyengén∑∞
k=1 ckek-hoz tart.

Ennek a bizonyı́tására jegyezzük meg először, hogy (zn, ek)→ ck min-
den rögzı́tett k-ra, mert zk, zk+1,. . . részsorozata (xkn)

∞
n=1-nek.

Vegyük most észre, hogy a
∑∞
k=1 ckek sor erősen konvergál valamely,

legfeljebb L normájú z ∈ M ponthoz. A konvergenciához a 13.7 állı́tás
alapján csak azt kell belátnunk, hogy

∑m
k=1|ck|2 ≤ L2 minden rögzı́tett m-

ra. Minthogy
m∑
k=1

|(zn, ek)|2 ≤ ‖zn‖2 < L2

minden n-re a Bessel-egyenlőtlenség miatt, ez az n → ∞ határátmenettel
adódik. A ‖z‖ ≤ L egyenlőtlenség a norma folytonosságából következik.

Az eddigiek alapján (zn, ek) → ck = (z, ek) minden k-ra. Alkalmazva
a 13.13 lemmát, innen (zn, y)→ (z, y) minden y ∈M -re.

Mutassuk meg végül, hogy (zn, y) → (z, y) minden y ∈ H-ra is.
Jelöljük e célból u-val y merőleges vetületét M -re, akkor az előzőek sze-
rint (zn, u) → (z, u). Továbbá y − u ⊥ M , úgyhogy (zn − z, y − u) = 0
minden n-re. Végeredményben tehát

(zn, y)− (z, y) = (zn − z, u) + (zn − z, y − u) = (zn − z, u)→ 0. �
38 Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
39 Cantor 1890–91.
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13.6. Folytonos és kompakt operátorok 29

13.6. Folytonos és kompakt operátorok

A rövidség kedvéért egy L : H → H lineáris leképezést operátornak is
nevezünk. Az operátorok folytonossága a gyenge konvergencia segı́tségével
is jellemezhető:

13.15. Állı́tás. Az A : H → H operátorra a következő tulajdonságok
ekvivalensek:

(a) van olyan M konstans, hogy ‖Ax‖ ≤M‖x‖ minden x ∈ H-ra;

(b) korlátos halmazokat A korlátos halmazokba visz át;

(c) teljesen korlátos halmazokat A teljesen korlátos halmazokba visz át;

(d) ha xn → x, akkor Axn → Ax;

(e) ha xn ⇀ x, akkor Axn ⇀ Ax;

(f) ha xn → x, akkor Axn ⇀ Ax.

Megjegyzés. A linearitása miatt elegendő (d)-t, (e)-t és (f)-et csak x =
0-ra megkövetelni. Ugyanez a megjegyzés tehető a későbbi 13.17 állı́tásra
is.

A bizonyı́táshoz vezessük be az adjungált operátor fogalmát.

13.16. Állı́tás. Minden A ∈ L(H,H) operátornak létezik pontosan egy
olyan A∗ ∈ L(H,H) adjungáltja40, hogy

(Ax, y) = (x,A∗y) minden x, y ∈ H-ra. (13.11)

Megjegyzés. Az állı́tásból következik, hogy A∗∗ = A minden A-ra.

Bizonyı́tás. Tetszőlegesen rögzı́tett y ∈ H-ra a ψy(x) := (Ax, y) képlet
folytonos lineáris ψy ∈ H ′ funkcionált definiál. Alkalmazva a Riesz–Fréchet
tételt létezik pontosan egy olyan y∗ ∈ H vektor, hogy

(Ax, y) = (x, y∗) minden x, y ∈ H-re.

Ez mutatja, hogy A∗y egyetlen lehetséges értéke y∗. Másrészt az A∗y := y∗
értelmezéssel (13.11) valóban teljesül.

Tetszőleges y1, y2 ∈ H és λ ∈ R esetén y∗1 , y∗2 definı́ciójából és a
skaláris szorzat bilinearitásából következik, hogy

(Ax, y1 + y2) = (x,A∗y1 +A∗y2) és (Ax, λy) = (x, λA∗y)

minden x, y ∈ H-ra. Az A∗(y1 + y2) és A∗(λy) vektorok unicitása folytán
innen A∗ linearitása adódik.

40 Lagrange 1762–65 (471. o.), Riesz 1910, 1913 (L2-ben és �2-ben).
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30 13. Hilbert-terek

Alkalmazva (13.11)-et x = A∗y-nal minden y ∈ H-ra az

‖A∗y‖2 = (AA∗y, y) ≤ ‖AA∗y‖ · ‖y‖ ≤ ‖A‖ · ‖A∗y‖ · ‖y‖
becslés adódik; ez mutatja, hogy A∗ folytonos, és ‖A∗‖ ≤ ‖A‖. �

A 13.15 állı́tás bizonyı́tása.
Az (a)⇐⇒ (b), (a)⇐⇒ (c), (a) =⇒ (d) és (e) =⇒ (f) következtetések a

definı́ciókból adódnak.

(d) =⇒ (e). Tetszőlegesen rögzı́tett y ∈ H-ra

(Axn −Ax, y) = (xn − x,A∗y)→ 0,

mert xn ⇀ x.

(f) =⇒ (a). Ha (a) nem teljesül, akkor található olyan (yn) sorozat, hogy
‖yn‖ = 1/n és ‖Ayn‖ > n minden n-re. Akkor xn → 0, de (Axn) nem
konvergál gyengén, hiszen még csak nem is korlátos. �

Vezessük be a folytonosság egy erősebb változatát:

13.17. Állı́tás. Az A : H → H operátorra a következő tulajdonságok
ekvivalensek:

(a) ha (xn) ⊂ H korlátos sorozat, akkor, (Axn)-nek van (erősen) konver-
gens részsorozata;

(b) korlátos halmazokat A teljesen korlátos halmazokba visz át;

(c) ha xn ⇀ x, akkor Axn → Ax.

A bizonyı́táshoz felhasználjuk Cantor következő tételét, amelyet metri-
kus terekre már korábban41 igazoltunk:

13.18. Lemma. (Cantor42) Topologikus térben xn pontosan akkor tart
x-hez, ha (xn) bármely (x′

n) részsorozatának van x-hez tartó (x′′
n) részsoro-

zata.

Bizonyı́tás. Ha xn → x, akkor x′′
n → x, mert (x′′

n) részsorozata (xn)-
nek is. Ha viszont xn �→ x, akkor van x-nek olyan V környezete és (xn)-nek
olyan (x′

n) részsorozata, amely teljes egészében V -n kı́vül fekszik. Akkor
(x′
n) egyetlen részsorozata sem tarthat x-hez. �

41 Topológia, 1.2 állı́tás, 9. o.
42 Cantor 1871, 89. o.
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A 13.17 állı́tás bizonyı́tása.
(a) ⇐⇒ (b) Elég emlékeztetnünk arra 43, hogy egy H-beli B halmaz

pontosan akkor teljesen korlátos, ha bármely B-beli sorozatnak van (erősen)
konvergens részsorozata.

(a) =⇒ (c) A fenti lemma miatt elegendő megmutatnunk, hogy (Axn)
bármely (Axnk

) részsorozatának van Ax-hez tartó (Axnk�
) részsorozata.

Minthogy a teljesen korlátos halmazok korlátosak is, A folytonos a 13.15
állı́tás miatt, és ı́gy xn ⇀ x maga után vonja az Axn ⇀ Ax relációt.

Az (xnk
) sorozat korlátos lévén, (a) miatt létezik konvergens Axnk�

→
y ∈ H részsorozata. Meg kell még mutatnunk, hogy y = Ax. Az Axn ⇀
Ax és Axnk�

→ y relációkból következik, hogy Axnk�
⇀ Ax és Axnk�

⇀
y; innen y = Ax a gyenge határérték egyértelműsége miatt.

(c) =⇒ (a) Minden korlátos (xn) sorozatnak van gyengén konvergens
xnk

⇀ x részsorozata a 13.14 tétel szerint. Akkor Axnk
→ Ax (c) miatt.

�
Definı́ció. Az A : H → H operátor kompakt vagy teljesen folytonos 44,

ha a 13.17 állı́tásbeli ekvivalens tulajdonságok valamelyike teljesül.

Íme néhány alaperedmény:

13.19. Állı́tás.
(a) Minden kompakt operátor folytonos.

(b) Minden véges rangú45, folytonos operátor kompakt.

(c) Ha A,B ∈ L(H,H) és A kompakt, akkor AB és BA is kompakt.

(d) A kompakt operátorok zárt alteret alkotnak L(H,H)-ban.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) a 13.15 és 13.17 állı́tásokból adódik, ha figyelembe vesszük,

hogy véges dimenziós terekben a gyenge és erős konvergencia egybeesik.

(c) a definı́ciók azonnali következménye.

(d) Csak a zártság nem nyilvánvaló. Legyenek A1, A2, . . . olyan kom-
pakt operátorok, hogy An → A L(H,H)-ban. Meg kell mutatnunk, hogy A
is kompakt. Ha (xk) korlátos sorozat H-ban, akkor a 13.14 tétel bizonyı́tását
megismételve konstruálható olyan (zk) részsorozat, hogy (Anzk) minden

43 Topológia, 1.27 következmény, 32. o. Jegyezzük meg azt is, hogy teljes metrikus
térbeli teljesen korlátos halmaz lezárása (is teljesen korlátos, és ı́gy) kompakt.

44 Hilbert 1906, Riesz 1917.
45 Egy operátor véges rangú, ha az értékkészlete véges dimenziós.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó
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rögzı́tett n-re konvergens. Elég megmutatnunk, hogy akkor (Azk) Cauchy-
sorozat.

Legyen ‖xn‖ < L minden n-re. Tetszőleges ε > 0-hoz válasszunk
olyan n-et, hogy

‖A−An‖ <
ε

3L
,

majd olyan N -et, hogy

‖Anzk −Anz�‖ <
ε

3
minden k, � ≥ N -re.

Akkor

‖Azk −Az�‖ ≤ ‖(A−An)zk‖+ ‖Anzk −Anz�‖+ ‖(An −A)z�‖ < ε

minden k, � ≥ N -re. �
Példák.
• Ha H véges dimenziós, akkor minden A : H → H operátor foly-

tonos, és ı́gy kompakt.
• Az I : H → H identikus leképezés nem kompakt, ha H végtelen

dimenziós. Valóban, en ⇀ 0 minden ortonormált sorozatra, de
Ien = en �→ 0 H-ban.

Kompakt operátorokra igen fontos példát szolgáltat a következő

13.20. Állı́tás. (Hilbert–Schmidt operátorok46) Legyen (en) ortonormált
bázis H-ban. Ha az amn valós számokra

∞∑
m,n=1

|amn|2 <∞,

akkor az

A
( ∞∑
n=1

xnen

)
:=

∞∑
m=1

( ∞∑
n=1

amnxn

)
em

képlet kompakt operátort definiál H-ban.

Példa. Intuitı́ve hasznos (amn)-t végtelen négyzetes mátrixnak tekin-
teni. Például a diagonális 

λ1 0 . . .
0 λ2 . . .
...

...
. . .




46 Hilbert 1906, Schmidt 1907.
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13.7. Hilbert spektráltétele 33

mátrix Hilbert–Schmidt operátort reprezentál, ha
∑
|λn|2 <∞, de kompakt

operátort reprezentál már a gyengébb λn → 0 feltétel mellett is.

Bizonyı́tás. Ha

x =
∞∑
n=1

xnen ∈ H,

akkor

‖Ax‖2 =
∞∑
m=1

∣∣∣ ∞∑
n=1

amnxn

∣∣∣2 ≤ ( ∞∑
m,n=1

|amn|2
)( ∞∑

n=1

|xn|2
)

a Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség alapján. Innen A folytonos operátor, és

‖A‖ ≤
( ∞∑
m,n=1

|amn|2
)1/2

.

Hasonlóan, az

AN

( ∞∑
n=1

xnen

)
:=

N∑
m=1

( N∑
n=1

amnxn

)
em

képlet folytonos és véges rangú, tehát kompakt AN operátorokat értelmez
H-ban. Mivel N →∞ esetén analóg számı́tással

‖A−AN‖ ≤
( ∑

max{m,n}>N
|amn|2

)1/2
→ 0,

az előző állı́tás alapján A kompakt. �

13.7. Hilbert spektráltétele

Lineáris algebrából ismeretes, hogy minden szimmetrikus mátrix dia-
gonalizálható. Ebben a szakaszban kiterjesztjük ezt az eredményt végtelen
dimenziós Hilbert-terekre.

Definı́ció. Az A ∈ L(H,H) operátor szimmetrikus 47 vagy önadjungált,
ha A∗ = A, vagyis ha

(Ax, y) = (x,Ay) minden x, y ∈ H-ra.

47 Hilbert 1904, Schmidt 1907.
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34 13. Hilbert-terek

Példa. A Hilbert–Schmidt operátor önadjungált, ha amn = anm minden
m,n-re.

E szakasz fő eredménye a

13.21. Tétel. (Hilbert48) Legyen A kompakt, önadjungált operátor egy
végtelen dimenziós, szeparábilis H Hilbert-térben. Létezik olyan (ek)
ortonormált bázis H-ban és olyan (λk) valós számsorozat, hogy

Aek = λkek minden k-ra,

és
λk → 0.

Megjegyzések.
• A tétel véges dimenzióban is érvényben marad: ekkor az (ek), (λk)

sorozatok végesek, és a λk → 0 reláció elhagyandó. Ez ekvivalens
a szimmetrikus mátrixok diagonalizálhatóságára vonatkozó tétel-
lel.

• Ortonormált sorozatok helyett ortonormált családokat használva a
tétel kiterjeszthető a nem-szeparábilis esetre is.

Az alábbi bizonyı́tás Riesz Frigyestől származik.49 Jelöljük minden valós
λ-ra N(A − λI)-vel az A − λI operátor magját, vagyis az A operátor λ
sajátértékhez tartozó sajátalterét:

N(A− λI) := {x ∈ H : (A− λI)x = 0} = {x ∈ H : Ax = λx}.
Ha A folytonos, akkor a sajátalterek zártak. A sajátalterek nem-nulla ele-

meit sajátvektoroknak nevezzük.

13.22. Lemma. Legyen A ∈ L(H,H) önadjungált operátor.

(a) A sajátalterei páronként ortogonálisak.
(b) Ha e1, e2,. . . , ek sajátvektorai A-nak, akkor

Hk := {x ∈ H : x ⊥ e1, . . . , x ⊥ ek}
invariáns zárt altere A-nak, vagyis

x ∈ Hk =⇒ Ax ∈ Hk.

Következésképpen A-nak a Hk-ra való leszűkı́tése L(Hk, Hk)-beli önad-
jungált operátor.

48 Hilbert 1904, 1906, Schmidt 1907, Rellich 1935.
49 Riesz 1910.
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13.7. Hilbert spektráltétele 35

(c) Az A operátor normája meghatározható a hozzárendelt kvadratikus a-
lakból:

‖A‖ = sup{|(Ax, x)| : ‖x‖ ≤ 1}. (13.12)

Bizonyı́tás.
(a) Ha Ae = λe, Af = µf és λ �= µ, akkor

λ(e, f) = (Ae, f) = (e,Af) = (e, µf) = µ(e, f),

ahonnan (e, f) = 0, tehát e ⊥ f .

(b) Ha Aej = λjej minden j = 1,. . . , k-ra és x ∈ Hk, akkor

(Ax, ej) = (x,Aej) = (x, λjej) = λj(x, ej) = 0, j = 1, . . . , k,

tehát Ax ∈ Hk.

(c) Jelöljük ideiglenesen NA-val (13.12) jobboldalát. A nyilvánvaló

|(Ax, x)| ≤ ‖Ax‖ · ‖x‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖2

becslés mutatja, hogy NA ≤ ‖A‖. Az ellentétes irányú egyenlőtlenség iga-
zolására jegyezzük meg először, hogy az

(A2x, x) = (Ax,Ax)

egyenlőség következtében minden λ > 0-ra fennáll az alábbi becslés:

4‖Ax‖2 = (A(λx+ λ−1Ax), λx+ λ−1Ax)

− (A(λx− λ−1Ax), λx− λ−1Ax)

≤ NA‖λx+ λ−1Ax‖2 +NA‖λx− λ−1Ax‖2

= 2NA
(
λ2‖x‖2 + λ−2‖Ax‖2

)
.

Ha Ax �= 0, akkor a λ2 = ‖Ax‖/‖x‖ választással

4‖Ax‖2 ≤ 4NA‖Ax‖ · ‖x‖,

és innen

‖Ax‖ ≤ NA‖x‖
adódik. Ez nyilvánvalóan igaz Ax = 0 esetén is, tehát ‖A‖ ≤ NA. �

13.23. Lemma. Ha A ∈ L(H,H) kompakt, önadjungált operátor és
H �= {0}, akkor A-nak van olyan λ sajátértéke, hogy |λ| = ‖A‖.
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36 13. Hilbert-terek

Bizonyı́tás. Ha A = 0, akkor λ = 0 sajátértéke A-nak. Tegyük fel
ezentúl, hogy A �= 0. Alkalmazva az előző lemmát van olyan (xn) ⊂ H
sorozat, hogy

‖xn‖ ≡ 1 és |(Axn, xn)| → ‖A‖.
Alkalmazva a 13.14 tételt (27. o.) létezik gyengén konvergens xnk

⇀ x
részsorozat. Akkor ‖x‖ ≤ 1.

Továbbá A kompaktsága miatt Axnk
→ Ax, és ı́gy (Axnk

, xnk
) →

(Ax, x) a 13.12 állı́tás miatt (26. o.). Minthogy |(Axnk
, xnk

)| → ‖A‖ az
(xn) sorozat definı́ciója miatt, innen

|(Ax, x)| = ‖A‖,
és akkor szükségképpen ‖x‖ = 1. Ezek alapján

‖Ax− (Ax, x)x‖2 = ‖Ax‖2 − |(Ax, x)|2 ≤ ‖A‖2 − |(Ax, x)|2 = 0,

tehát λ = (Ax, x) sajátértéke A-nak. �

A 13.21 tétel bizonyı́tása. Az A = 0 eset nyilvánvaló. Ha A �= 0,
akkor az előző két lemma alapján van olyan e1 egységvektor és λ1 valós
szám, hogy

Ae1 = λ1e1 és |λ1| = ‖A‖ > 0.
Ha valamely k ≥ 1-re már ismeretes e1,. . . , ek és λ1, . . . , λk, akkor

tekintsük A-nak a leszűkı́tését Hk-ra. Ha ez nem nulla, akkor alkalmazzuk
ismét az előző két lemmát: létezik olyan ek+1 ∈ Hk egységvektor és λk+1

valós szám, hogy

Aek+1 = λk+1ek+1 és |λk+1| = ‖A|Hk
‖ > 0.

Vegyük észre, hogy |λk| ≥ |λk+1|, mert Hk ⊂ Hk−1 (H0 := H).
Ha a konstrukció véges sok lépés után megszakad, vagyis ha A|Hk

= 0
valamely k-ra, akkor elegendő kiegészı́teni az e1,. . . , ek sorozatot Hk egy
tetszőleges ek+1, ek+2,. . . ortonormált bázisával, és bevezetni minden m >
k-ra a λm = 0 számot.

Ha a konstrukció nem szakad meg, akkor λk → 0. Az ellenkező esetben
ugyanis az (xk) := (ek/λk) sorozat korlátos volna, azonban az (Axk) =
(ek) képsorozatnak nem volna konvergens sorozata, hiszen ‖ek − ej‖ =

√
2

ha k �= j. Ez ellentmondana A kompaktságának.
Mivel λk �= 0 minden k-ra, mindegyik ek ortogonális A magjára. Mu-

tassuk meg, hogy az (ek) ortonormált sorozat teljes N(A)⊥-ben. Ha x ∈
N(A)⊥ ortogonális minden ek-ra, akkor x ∈ Hk minden k-ra, tehát

‖Ax‖ = ‖A|Hk
x‖ ≤ |λk| · ‖x‖
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13.7. Hilbert spektráltétele 37

minden k-ra. Minthogy λk → 0, innen Ax = 0. Így, x ∈ N(A)⊥∩N(A) =
{0}, vagyis x = 0.

Ha N(A) �= {0}, akkor befejezésül egészı́tsük ki (ek)-t az N(A) mag
tetszőleges (fm) ortonormált bázisával50; az fm-ekhez hozzárendelt sajátér-
tékek nullák. �

*Megjegyzés. A spektráltétel segı́tségével definiálhatjuk kompakt, ön-
adjungált operátorok folytonos függvényeit. Vezessük be ehhez A spektru-
mát51 a

σ(A) := {λk} ∪ {0}
képlettel; vegyük észre, hogy a spektrum kompakt. Ha f ∈ C(σ(A)), akkor
az

f(A)
(∑

xkek

)
:=
∑

f(λk)xkek

képlet egy f(A) ∈ L(H,H) operátort definiál. Ez ésszerű definı́ció, hiszen
valós együtthatós p(z) = anz

n + · · · + a1z + a0 polinomok esetén vissza-
kapjuk a szokásos

p(A) := anA
n + · · ·+ a1A+ a0I

értelmezést. A kapott f : C(σ(A)) → L(H,H) leképezés lineáris izomet-
ria, és (fg)(A) = f(A)g(A) minden f, g ∈ C(σ(A))-ra. Ez a megjegyzés
rámutat a spektráltétel szoros kapcsolatára a Banach-algebrákkal, amelyre
itt helyhiány miatt nem tudunk kitérni.52

Tekintsük most az

x−Ax = y (13.13)

inhomogén lineáris egyenletet és a hozzá kapcsolódó

z −Az = 0 (13.14)

homogén lineáris egyenletet, ahol A adott H-beli operátor. A következő
eredmény nagy fontossággal bı́r a parciális differenciálegyenletek elméleté-
ben 53:

50A két sorozat összefésülésével a tétel feltételeinek eleget tevő e1, f1, e2, f2, . . . soro-
zatot kapunk.

51 Hilbert 1906.
52 Lásd például Berberian 1966, Dunford–Schwartz 1957–1971, Halmos 1957, Rudin

1991, Szőkefalvi-Nagy 1942.
53 Lásd például Riesz és Szőkefalvi-Nagy 1988, §81.
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38 13. Hilbert-terek

13.24. Állı́tás. (Fredholm-alternatı́va54) Legyen A kompakt, önadjungált
operátor a H Hilbert-térben.

(a) A (13.14) egyenlet megoldásai véges dimenziós M alteret alkotnak.

(b) A (13.13) egyenlet pontosan akkor oldható meg, ha y ⊥M .

(c) Ha y ⊥ M , akkor a (13.13) egyenlet megoldásai My affin alteret alkot-
nak, amelyik ugyanannyi dimenziós, mint M .

Megjegyzés. Két, egymást kölcsönösen kizáró eset lehetséges tehát:
vagy létezik nem-triviális megoldása (13.14)-nak, vagy pedig (13.13) bármely
y ∈ H esetén egyértelműen megoldható.

Bizonyı́tás. Az egyszerűbb ı́rásmód kedvéért tegyük fel, hogy H végte-
len dimenziós és szeparábilis.

(a) Mivel λn → 0 a 13.21 tétel szerint, az N(A− λI) sajátalterek min-
den nem-nulla λ-ra véges dimenziósak. Speciálisan N(A − I) is véges di-
menziós.

(b) A 13.21 tételbeli (en) és (λn) sorozatokat használva és x, y-t az

x =
∞∑
n=1

xnen és y =
∞∑
n=1

ynen

alakban ı́rva (13.13) a következő alakot ölti:

(1− λn)xn = yn, n = 1, 2, . . . (13.15)

Innen látszik, hogy ha van megoldása (13.13)-nak, akkor yn = 0 minden
olyan n-re, amelyre λn = 1. Más szóval y ⊥M , hisz M az {en : λn = 1}
halmaz által generált altér.

Megfordı́tva, y ⊥M esetén az

xn :=

{
(1− λn)−1yn ha λn �= 1,

tetszőleges ha λn = 1

képlet a (13.15) egyenletrendszer megoldását szolgáltatja. Minthogy (yn) ∈
�2, és az (1 − λn)−1 számsorozat korlátos (ugyanis 1-hez tart), fennáll az
(xn) ∈ �2 reláció is. Következésképpen x :=

∑
xnen megoldása (13.13)-

nak.

(c) My = x+M a (13.13) egyenlet tetszőlegesen rögzı́tett x megoldására.
�

54 Fredholm 1900, 1903.
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13.8. * A komplex eset

A jelen fejezet legtöbb eredménye könnyen adaptálható a komplex eset-
re. Tekintsük át röviden a szükséges változtatásokat. Emlékeztetünk arra,
hogy minden komplex vektortér valós vektortérnek is tekinthető, ha csak a
valós számokkal való szorzást engedjük meg. Így például valós vektortérként
CN izomorf R2N -nel.

Legyenek X és Y komplex vektorterek. Azt mondjuk, hogy az A : X →
Y leképezés lineáris, ha

A(x+ y) = A(x) +A(y) és A(λx) = λA(x)

minden x, y ∈ X és λ ∈ C esetén, és antilineáris vagy konjugáltan lineáris,
ha

A(x+ y) = A(x) +A(y) és A(λx) = λA(x)
minden x, y ∈ X és λ ∈ C esetén.

13.1 szakasz. A komplex X vektortéren értelmezett, valós értékű ‖·‖
függvényt normának nevezzük55, ha minden x, y, z ∈ X és λ ∈ C esetén
fennállnak a következő tulajdonságok:

• ‖x‖ ≥ 0,

• ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,

• ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖,
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Az utolsó tulajdonságot továbbra is háromszög-egyenlőtlenségnek nevezzük.
Normával ellátott vektorteret normált térnek nevezünk. A norma a szokásos

módon metrikát definiál, és a megfelelő topológiára nézve a norma folytonos
függvény.

A komplex X vektortéren értelmezett komplex értékű (·, ·) : X ×X →
C függvényt skaláris szorzatnak nevezzük, ha minden x, y, z ∈ X és α, β ∈
C esetén fennállnak a következő tulajdonságok:

• (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z),

• (x, y) = (y, x),

• (x, x) ≥ 0,

• (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

55 Wiener 1922.
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40 13. Hilbert-terek

Skaláris szorzattal ellátott vektorteret euklideszi térnek nevezünk. A skaláris
szorzat a szokásos módon normát definiál, amely eleget tesz a Cauchy–
Schwarz egyenlőtlenségnek és a paralelogramma-azonosságnak. A skaláris
szorzat folytonos a norma-topológiára nézve.

A teljes euklideszi tereket Hilbert-tereknek nevezzük.56 Például CN

Hilbert-tér az
(x, y) := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xNyN

skaláris szorzattal, és a
∑
|xn|2 <∞ feltételnek eleget tevő x = (xn) komp-

lex számsorozatok �2 halmaza Hilbert-tér az

(x, y) :=
∑

xnyn

skaláris szorzattal. Viszont adott kompakt I intervallumon folytonos, komp-
lex értékű függvények csak nem-teljes euklideszi teret alkotnak az

(f, g) :=
∫
I
fg dx

skaláris szorzatra nézve.

13.2 szakasz. Az 13.2 tételbeli (13.2) feltételt (10. o.) a következőre kell
cserélni:

y ∈ K, és �(x− y, v − y) ≤ 0 minden v ∈ K-ra

(az � betű a valós részre utal), a bizonyı́tásban pedig minden (·, ·) skaláris
szorzat helyett �(·, ·) ı́randó.

13.3 szakasz. A 13.4 állı́tásbeli (13.4) formulában, valamint a 13.5 tétel-
beli (13.5) formulában ϕ(a) és ϕ(b) helyett �ϕ(a) és �ϕ(b) ı́randó.

A Riesz–Fréchet tételben (17. o.) a j leképezés a komplex esetben anti-
lineáris.

13.4 szakasz. Minden eredmény és bizonyı́tás érvényben marad, csak a
Bessel-egyenlőség igazolásakor kell (x, ek) helyett (x, ek)-t ı́rni.

A trigonometrikus rendszer elegánsabb alakot ölt: az eikt/
√
2π függvé-

nyek, ahol k az összes egész számon végigfut, ortonormált bázist alkotnak
L2(I)-ben bármely 2π hosszúságú I intervallumra.

13.5 szakasz. Minden eredmény és bizonyı́tás érvényben marad, mind-
össze a 13.10 állı́tás (e) részének igazolásakor (25. o.) ı́randó

�(xn − y, x− y) ≤ 0

(xn − y, x− y) ≤ 0 helyett.

56 Hilbert 1904, Neumann 1927, Löwig 1934, Rellich 1935.
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13.6 szakasz. Nincs szükség változtatásra; a Hilbert–Schmidt-féle 13.20
állı́tás (32. o.) komplex amn számokra is érvényes marad.

13.7 szakasz. Minden érvényben marad egyetlen megjegyzéssel: ha
komplex amn számokat is tekintünk, akkor amn = anm helyett az amn =
anm feltételek biztosı́tják a megfelelő Hilbert–Schmidt operátor önadjun-
gáltságát.

A komplex esetben a spektráltétel általánosı́tható nem feltétlenül önad-
jungált operátorokra. Ismertessük a megfelelő eredményeket57:

Definı́ció. Az A ∈ L(H,H) operátor normális58, ha AA∗ = A∗A.

Példák.
• Minden önadjungált operátor normális.
• Minden unitér operátor normális. (Az A ∈ L(H,H) operátor

unitér, ha invertálható és A−1 = A∗, vagyis ha AA∗ = A∗A = I .)

13.25. Tétel. (Normális operátorok spektráltétele59) Legyen A kompakt,
normális operátor a végtelen dimenziós, szeparábilis, komplex H Hilbert-
térben. Létezik olyan (ek) ortonormált bázis H-ban és olyan (λk) komplex
számsorozat, hogy

Aek = λkek minden k-ra,

és
λk → 0.

57 Bernau–Smithies 1963 a 13.7 szakaszbelihez hasonló bizonyı́tást ad. Egy másik bi-
zonyı́tást ismertet Halmos 1957.

58 Frobenius 1878 (391. o.) véges dimenzióban, Toeplitz 1918.
59 Frobenius 1878 (391. o.) véges dimenzióban, Toeplitz 1918 az általános esetben.

Neumann 1929–30 nem-folytonos normális operátorokra is általánosı́totta a tételt.
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14. fejezet
Banach-terek

A matematikus, akárcsak a festő és a költő, formákat alkot. Az általa
létrehozott formák azért tartósabbak, mert gondolatokból készülnek.

G. Hardy

Az alkalmazásokban sokszor szükség van a Hilbert-tereknél általánosabb
struktúrákra, ahol az ortogonalitás fogalma már nem értelmezhető, de az
előző fejezetben megismert eredmények többsége érvényben marad. Ebben
a fejezetben a Banach-terekkel foglalkozunk.

Javasoljuk az olvasónak, hogy első olvasáskor hagyja ki az �1, �∞ és
c0 terekre vonatkozó eredményeket, és koncentráljon az �p terekre a ho-
mogénabb 1 < p <∞ esetben.

14.1. Normált terek

A normált terekkel már a Topológiában megismerkedtünk, de nem ta-
nulmányoztuk részletesen a végtelen dimenziós esetet. Ez a jelen fejezet fő
célja.

Definı́ció. A teljes normált tereket Banach-tereknek nevezzük.1

Példák.

• Minden véges dimenziós normált tér Banach-tér.2

• Minden Hilbert-tér Banach-tér is.

1 Riesz 1917, Banach 1922, Hahn 1922, Wiener 1922. Fréchet 1928 terminológiája.
2 Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
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14.1. Normált terek 43

• Ha K nem-üres halmaz és X Banach-tér, akkor a korlátos f : K →
X függvények B(K,X) normált tere teljes az

‖f‖∞ := sup
t∈K
‖f(t)‖X

normára nézve. 3 Ha X = R, akkor röviden csak B(K)-t ı́runk.
• Ha K nem-üres topologikus tér és X Banach-tér, akkor a korlátos

és folytonos f : K → X függvények Cb(K,X) halmaza zárt al-
tere B(K,X)-nek, és ı́gy Banach-tér. 4 Ha K kompakt, akkor
egyszerűen C(K,X)-et ı́runk. Ha X = R, akkor csak Cb(K)-t,
illetve C(K)-t ı́runk.

• Ha U nem-üres nyı́lt halmaz valamely normált térben, Y Banach-
tér, és k természetes szám, akkor azon Ck osztályú f : U →
Y függvények, amelyekre az f , f ′, . . . , f (k) függvények mind
korlátosak, egy Ckb (U, Y ) Banach-teret alkotnak az

‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ + · · ·+ ‖f (k)‖∞
normára nézve.5

• A korlátos valós x = (xn) számsorozatok �∞ halmaza Banach-tér
az

‖x‖∞ := sup |xn|
normára nézve, mert �∞ = B(K) a K := {1, 2, . . . } választással.

• A 0-hoz tartó valós számsorozatok c0 halmaza zárt altere �∞-nek,
tehát Banach-tér.6

A következőkben még két fontos példát ismertetünk. Jelöljük 1 ≤ p <
∞ esetén �p-vel azon x = (xn) valós számsorozatok halmazát, amelyekre∑
|xn|p <∞, és legyen

‖x‖p :=
(∑

|xn|p
)1/p

.

14.1. Állı́tás. Legyenek 1 ≤ p, q ≤ ∞ konjugált kitevők, vagyis p−1 +
q−1 = 1.

3 Topológia, 1.7 állı́tás, 16. o.
4 Topológia, 2.11 állı́tás, 42. o.
5 Topológia, 98. és 109. o.
6 Adaptálható a Topológiabeli 2.11 állı́tás bizonyı́tása, 42. o.
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44 14. Banach-terek

(a) (Hölder-egyenlőtlenség7) Ha x ∈ �p és y ∈ �q, akkor xy ∈ �1 és

‖xy‖1 ≤ ‖x‖p · ‖y‖q.
(b) (Minkowski-egyenlőtlenség8) Ha x, y ∈ �p, akkor x+ y ∈ �p és

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p.

(c) �p Banach-tér.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) nyilvánvaló a p = 1 és p = ∞ esetekben. Ha 1 < p <

∞, akkor 1 < q < ∞. Alkalmazva az RN -beli Hölder- és Minkowski-
egyenlőtlenséget 9

N∑
n=1

|xnyn| ≤
( N∑
n=1

|xn|p
)1/p( N∑

n=1

|yn|p
)1/q

és ( N∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

≤
( N∑
n=1

|xn|p
)1/p

+
( N∑
n=1

|yn|p
)1/p

minden N ≥ 1-re; a keresett eredmények N →∞ esetén adódnak.

(c) A Minkowski-egyenlőtlenség felhasználásával könnyen látható, hogy
�p vektortér és ‖·‖p norma.

Ha (x1
n), (x

2
n), . . . Cauchy-sorozat �p-ben, akkor minden ε > 0-hoz van

olyan k0 index, hogy
∞∑
n=1

|xkn − x�n|p < ε (14.1)

minden k, � ≥ k0 esetén. Innen először is következik, hogy (xkn) Cauchy-
sorozat minden rögzı́tett n-re, és ı́gy konvergál valamely xn valós számhoz.

Ezután �→∞ esetén (14.1)-ből adódik, hogy
∞∑
n=1

|xkn − xn|p ≤ ε

minden k ≥ k0-ra. (Elég igazolni, hogy
∑N
n=1 |xkn − xn|p ≤ ε minden

N -re.) Következésképpen (xn) ∈ �p, és (xkn)→ (xn) �p-ben. �
7 Rogers 1888, Hölder 1889, Riesz 1913.
8 Minkowski 1896 (115–117. o.), Riesz 1913.
9 Topológia, 3.2 állı́tás, 65. o.
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14.1. Normált terek 45

Emlékeztetünk arra10, hogy ha X és Y normált terek, akkor az A : X →
Y folytonos lineáris leképezések egy L(X,Y ) normált teret alkotnak az

‖A‖ := sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}
normára nézve.

14.2. Állı́tás. Ha X normált tér és Y Banach-tér, akkor L(X,Y ) Banach-
tér. Speciálisan a normált terek duálisai Banach-terek.

Bizonyı́tás. Ha (An) Cauchy-sorozat L(X,Y )-ben, akkor minden rög-
zı́tett x ∈ X-re (Anx) Cauchy-sorozat Y -ban, hiszen m,n→∞ esetén

‖Anx−Amx‖ ≤ ‖An −Am‖ · ‖x‖ → 0.

Minthogy Y teljes, (Anx) konvergál valamely Ax ∈ Y ponthoz.
Az An leképezések linearitása miatt A is lineáris. Minthogy az (An)

Cauchy-sorozat szükségképpen korlátos is, alkalmas M konstanssal

‖Anx‖ ≤M‖x‖
minden n-re és x-re. Innen n → ∞ esetén ‖A‖ ≤ M adódik, tehát A ∈
L(X,Y ).

Végül adott ε > 0-hoz rögzı́tsünk olyan N -et, hogy

‖An −Am‖ ≤ ε

minden m,n > N -re. Akkor

‖Anx−Amx‖ ≤ ε‖x‖
minden m,n > N -re és x ∈ X-re. Innen m→∞ esetén

‖Anx−Ax‖ ≤ ε‖x‖
adódik minden n > N -re és x ∈ X-re, tehát An → A L(X,Y )-ben. �

*Megjegyzés. Ha X = Y Banach-tér, akkor L(X,X) nemcsak Banach-
tér, de Banach-algebra is. Ez azt jelenti, hogy értelmezve van az operátorok
közötti szorzás művelete is, amely kompatibilis a normált tér struktúrájával.
(Itt a szorzás a kompozı́ció.) Pontosabban, ha A,B,C ∈ L(X,X) és α ∈ R,
akkor

• α(AB) = (αA)B = A(αB),

• (A+B)C = AC +BC,

• A(B + C) = AB +AC,

• ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

10 Topológia, 3.13 állı́tás, 79. o.
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46 14. Banach-terek

Jegyezzük meg, hogy a szorzás nem kommutatı́v általában: AB �= BA.

*Példa. Legyen I = [a, b] nem-degenerált kompakt intervallum és 1 ≤
p <∞. Korábban láttuk11, hogy C(I) normált tér az

‖x‖p :=
(∫
I
|x(t)|p dt

)1/p

normára nézve. Megmutatjuk, hogy ez a norma nem teljes. Legyen I =
[0, 2] az egyszerűség kedvéért, és tekintsük újra az előző fejezetbeli

xn(t) :=



0 ha 0 ≤ t ≤ 1,

n(t− 1) ha 1 ≤ t ≤ (n+ 1)/n,

1 ha (n+ 1)/n ≤ t ≤ 2

sorozatot: lásd a 13.2 ábrát a 7. oldalon.
Ha m > n→∞, akkor

‖xm − xn‖pp =
∫ (n+1)/n

1
|xm(t)− xn(t)|pp dt ≤ 1/n→ 0,

tehát (xn) Cauchy-sorozat. Ha konvergálna valamely x ∈ C(I) függvényhez,
akkor ∫ 1

0
|x(t)|p dt =

∫ 1

0
|x(t)− xn(t)|p dt ≤ ‖x− xn‖pp → 0,

és ı́gy x = 0 volna [0, 1]-ben. Másrészt alkalmazva az x �→ |x|p függvény
konvexitásából következő

|a+ b|p ≤ 2p−1
(
|a|p + |b|p

)
egyenlőtlenséget, fennállna az∫ 2

1
|x(t)− 1|p dt ≤ 2p−1

∫ 2

1
|x(t)− xn(t)|p dt+ 2p−1

∫ 2

1
|xn(t)− 1|p dt

≤ 2p−1‖x− xn‖pp + 2p−1

∫ (n+1)/n

1
|xn(t)− 1|p dt

≤ 2p−1‖x− xn‖pp +
2p−1

n
→ 0

reláció is, ahonnan x = 1 [1, 2]-ben. De ez lehetetlen, mert két különböző
értéket kaptunk x(1)-re.

11 Topológia, 3.3 állı́tás, 67. o.
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14.2. Konvex halmazok szétválasztása 47

14.3. Állı́tás. Minden normált tér teljessé tehető, vagyis Banach-tér sűrű
alterének tekinthető.

Bizonyı́tás. Könnyen adaptálható a 13.1 állı́tás bizonyı́tása (6. o.). Ké-
sőbb más bizonyı́tást is adunk.12 �

Definı́ció. Jelöljük Lp(I)-vel a C(I) teljessé tételével kapott Banach-
teret.

Megjegyzés. Később13 konkrét interpretációt adunk az ilyen terekre.

14.2. Konvex halmazok szétválasztása

A konvex halmazok szétválasztásáról szóló 13.5 tétel (14. o.) minden
normált térben érvényes marad, és ennek rengeteg fontos alkalmazása van. A
bizonyı́tás azonban lényegesen különböző a Hilbert-térbelitől: normált terek
esetén már az sem nyilvánvaló, hogy létezik nem-nulla folytonos lineáris
funkcionál.

Tanulmányozzuk először a vektorterek hipersı́kjait.

Definı́ciók. Legyen X vektortér.

• X-beli lineáris funkcionálon egy ϕ : X → R lineáris leképezést
értünk. Az X-beli lineáris funkcionálok X∗ halmaza természetes
vektortérstruktúrával van ellátva.

• X-beli hipersı́kon maximális valódi alteret értünk. Más szóval a H
valódi altér akkor hipersı́k, ha tetszőleges a ∈ X\H esetén H és a
generálja X-et.

• X-beli affin hipersı́kon egy hipersı́k eltoltját értjük.

14.4. Lemma. Az X-beli hipersı́kok az X-beli nem-nulla lineáris funk-
cionálok magjai.

Bizonyı́tás. Ha ϕ ∈ X∗ és ϕ �= 0, akkor H := ϕ−1(0) X valódi altere.
Továbbá, ha a ∈ X\H , akkor H és a generálják X-et, hiszen közvetlen
számolás mutatja, hogy

x− ϕ(x)
ϕ(a)

a ∈ H

12 Lásd a 14.21 állı́tás (b) részét, 67. o.
13 Lásd a 21.5 állı́tás (b) részét, 260. o.
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48 14. Banach-terek

bármely x ∈ X-re. (Itt ϕ(a) �= 0, mert a /∈ H .)

Megfordı́tva, ha H X-beli hipersı́k, akkor tetszőlegesen rögzı́tett a ∈
X\H pont esetén minden x ∈ X-nek van egy egyértelmű x = ta+ h alakú
felbontása, ahol t ∈ R és h ∈ H . (Az egyértelműség az a /∈ H feltételből
adódik.) A ϕ(x) := t képlet olyan nem-nulla lineáris funkcionált definiál
X-ben, amelynek H a magja. �

A lineáris funkcionálok folytonosságának tanulmányozásához szüksé-
günk lesz a következő fogalomra:

Definı́ció. Az X vektortérbeli U halmaz körszerű, ha

x ∈ U, λ ∈ R és |λ| ≤ 1 =⇒ λx ∈ U.

Példák.
• Minden altér körszerű.
• A normált terek 0 középpontú nyı́lt és zárt gömbjei körszerűek.
• Tetszőlegesen sok körszerű halmaz metszete is körszerű.
• Körszerű halmaz lineáris képe is körszerű.

14.5. Lemma. Legyen U körszerű halmaz az X vektortérben és ϕ ∈ X∗
olyan nem-nulla lineáris funkcionál, amelyre ϕ(a) = 1. Akkor

(a+ U) ∩ ϕ−1(0) = ∅ ⇐⇒ |ϕ| < 1 U -n.

Bizonyı́tás.

(a+ U) ∩ ϕ−1(0) = ∅ ⇐⇒ 0 /∈ ϕ(a+ U) = 1 + ϕ(U) (mert ϕ(a) = 1)

⇐⇒ −1 /∈ ϕ(U)

⇐⇒ ϕ(U) ⊂ (−1, 1) (mert U körszerű). �
Vizsgáljuk most meg a normált terek hipersı́kjait.

14.6. Lemma.
(a) Normált térbeli hipersı́k vagy zárt vagy sűrű.

(b) A H = ϕ−1(0) alakú hipersı́k (ϕ ∈ X∗) pontosan akkor zárt, ha ϕ
folytonos.

Megjegyzés. Ha X véges dimenziós, akkor X∗ = X ′, hiszen minden
ϕ ∈ X∗ folytonos. 14 Ha viszont X végtelen dimenziós, akkor X ′ valódi
altere X∗-nak.

14 Topológia, 3.14 tétel, 79. o.
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14.2. Konvex halmazok szétválasztása 49

Bizonyı́tás.
(a) Ha H zárt, akkor H = H és H �= X , tehát H nem sűrű.

Ha H nem zárt, akkor H olyan altere X-nek, amelyre H ⊂ H és H �=
H . Innen H maximalitása miatt következik, hogy H = X , tehát H sűrű.

(b) Ha ϕ folytonos, akkor ϕ−1(0) zárt.15 Fordı́tva, ha ϕ−1(0) zárt, akkor
válasszunk olyan a pontot, amelyre ϕ(a) = 1, majd olyan kis r > 0 számot,
hogy ϕ �= 0 a B(a; r) gömbben. Alkalmazva az előző lemmát |ϕ| < 1 az
U := B(0; r) gömbben. Ebből következik, hogy ‖ϕ‖ ≤ 1/r. �

Készen állunk a 13.5 tétel (14. o.) általánosı́tására; lásd a 14.1-14.3
ábrákat.

14.7. Tétel. Legyen A és B két diszjunkt nem-üres konvex halmaz az X
normált térben.

(a) (Mazur16) Ha A nyı́lt, és M A-tól diszjunkt altér, akkor létezik olyan
zárt H hipersı́k, hogy

M ⊂ H és A ∩H = ∅.
(b) (Eidelheit17) Ha A nyı́lt, akkor létezik olyan ϕ lineáris funkcionál X-

ben, hogy alkalmas c valós számmal

ϕ(a) < c ≤ ϕ(b) minden a ∈ A-ra és b ∈ B-re.

(c) (Tukey18) Ha A zárt és B kompakt, akkor létezik olyan ϕ lineáris
funkcionál X-ben, hogy alkalmas c1, c2 valós számokkal

ϕ(a) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(b) minden a ∈ A-ra és b ∈ B-re. (14.2)

Megjegyzés. Alkalmazva (a)-t M = {0}-val adódik, hogy konvex nyı́lt
halmaz bármely határpontjához létezik támasztó hipersı́k; lásd a 14.1 ábrát.

A bizonyı́tás a következő segédtételen alapul:

14.8. Lemma. Tekintsünk az X normált térben egy H alteret és egy
tőle diszjunkt nem-üres konvex, nyı́lt A halmazt. Ha H nem hipersı́k, akkor
létezik olyan x /∈ H pont, hogy a H és x által generált altér is diszjunkt
A-tól.

15 Topológia, 2.9 állı́tás, 41. o.
16 Brunn 1910 és Minkowski 1910 (§16, 33—35. o.) véges dimenzióban, Ascoli 1932

(szeparábilis terekben, 53–56. és 205. o.), Mazur 1933.
17 Eidelheit 1936.
18 Tukey 1942.
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14.1. ábra. Mazur tétele
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14.2. ábra. Eidelheit
tétele
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14.3. ábra. Tukey
tétele

Bizonyı́tás. Ha a H és x által generált altér metszi A-t, akkor a = h+sx
alkalmas a ∈ A, h ∈ H vektorokkal és s valós számmal; itt s �= 0, mert
A ∩H = ∅. Innen következik, hogy

x = −s−1h+ s−1a ∈ H +
⋃
t∈R

tA.
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14.2. Konvex halmazok szétválasztása 51

Elegendő tehát megmutatnunk, hogy H +
⋃
t∈R

tA valódi részhalmaza X-
nek.

Tegyük fel indirekt, hogy

H ∪H+ ∪H− = X, (14.3)

ahol a
H+ :=

⋃
t>0

tA és H− := −H+ =
⋃
t<0

tA

jelöléseket használjuk. Vegyük észre, hogy nyı́lt halmazok egyesı́téseként
H+ és H− nyı́lt halmazok, és hogy a H , H+, H− halmazok páronként disz-
junktak. Ha ugyanis létezne például egy x ∈ H+ ∩H− pont, akkor

x = h+ ta = h′ − t′a′

volna alkalmas

h, h′ ∈ H, a, a′ ∈ A vektorokkal és t, t′ > 0 számokkal.

De ekkor

a′′ :=
ta+ t′a′

t+ t′
=

h′ − h

t+ t′
∈ H

teljesülne, holott A konvexitása miatt a′′ ∈ A, és A ∩H = ∅.
A H+ ∩H = ∅ és H ∩H− = ∅ relációk bizonyı́tása analóg: megismé-

telhető a fenti bizonyı́tás t′ = 0-val, illetve t = 0-val.
Rögzı́tsünk most egy tetszőleges a ∈ H+ pontot, és tekintsük a H és a

által generált M alteret. Mivel feltevésünk szerint H nem hipersı́k, létezik
egy b ∈ X\M pont. Akkor b ∈ H+ ∪H− (14.3) miatt. Szükség esetén b-t
−b-re cserélve feltehető, hogy b ∈ H−.

Minthogy b /∈ M , az a és b által meghatározott L egyenes nem metszi
H-t. Következésképpen, újra felhasználva (14.3)-at, L mint topologikus tér
a diszjunkt nyı́lt L ∩ H+ és L ∩ H− részhalmazok egyesı́tése. Minthogy
a és b választása miatt ezek egyike sem üres, ez ellentmond L összefüggő
voltának. �

A 14.7 tétel bizonyı́tása.
(a) Tekintsük X azon H altereinek a rendszerét, amelyekre M ⊂ H és

A ∩H = ∅. Nyilvánvalóan teljesülnek a Zorn-lemma feltételei 19, van tehát
a rendszernek (legalább egy) maximális H eleme. Az előző lemma alapján
H hipersı́k. Minthogy H nem metszi a nem-üres A nyı́lt halmazt, H nem
sűrű, de akkor zárt a 14.6 lemma szerint (48. o.).

19 Topológia, 2.23 lemma, 52. o.
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52 14. Banach-terek

(b) Alkalmazzuk (a)-t A helyett A−B-vel és M := {0}-val: olyan ϕ ∈
X ′ lineáris funkcionált kapunk, amelyre ϕ(A) és ϕ(B) diszjunkt konvex
halmazok R-ben, vagyis diszjunkt intervallumok; speciálisan ϕ nem nulla.
Szükség esetén ϕ-t −ϕ-re cserélve feltehető, hogy

sup
A

ϕ ≤ inf
B

ϕ.

Legyen c := infB ϕ, akkor innen

ϕ(a) ≤ c ≤ ϕ(b) minden a ∈ A és b ∈ B esetén.

Minthogy A és B egyike sem üres, −∞ < c < ∞. Végül A nyı́ltságából
könnyen adódik, hogy ϕ < c A-n, ugyanis ϕ(A) nyı́lt intervallum.

(c) Jegyezzük meg mindenekelőtt, hogy dist (A,B) > 0. Az ellenkező
esetben volnának ugyanis olyan (an) ⊂ A és (bn) ⊂ B sorozatok, ame-
lyekre ‖an − bn‖ → 0. Minthogy B kompakt, ekkor létezne konvergens
bnk

→ b ∈ B részsorozat. Akkor ‖an−bn‖ → 0 miatt ank
→ b is teljesülne,

úgyhogy b ∈ A volna, hiszen A zárt, ellentmondva A és B diszjunktságának.
Rögzı́tsünk egy 0 < r < 2−1dist (A,B) számot, és vezessük be A és B

alábbi környezeteit:

A′ := A+Br(0), B′ := B +Br(0).

Alkalmazva (b)-t az A′, B′ halmazokra létezik olyan ϕ ∈ X ′ lineáris funk-
cionál és c valós szám, hogy

ϕ(a) < c ≤ ϕ(b) minden a ∈ A′ és b ∈ B′ esetén.

Ebből

ϕ(a) + r‖ϕ‖ ≤ c ≤ ϕ(b)− r‖ϕ‖ minden a ∈ A és b ∈ B esetén.

Innen a keresett eredmény c1 := c − r‖ϕ‖ és c2 := c + r‖ϕ‖ választással
adódik. �

A fenti tétel segı́tségével általánosı́thatjuk a 13.3 következményt (12. o.)
a generált alterekről. Vezessük be D ⊂ X és ∆ ⊂ X ′ esetén a

D⊥ := {ϕ ∈ X ′ : ϕ(x) = 0 minden x ∈ D-re}
és

∆⊥ := {x ∈ X : ϕ(x) = 0 minden x ∈ ∆-ra}
ortogonális komplementumokat. Ha X Hilbert-tér, akkor X és X ′ azonosı́-
tása esetén visszakapjuk az ortogonális komplementum korábbi definı́cióját
(12. o.).
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14.2. Konvex halmazok szétválasztása 53

14.9. Következmény. (Banach20) Legyen X normált tér, D ⊂ X , M
pedig X altere.

(a) A D által generált zárt altér megegyezik (D⊥)⊥-sel.

(b) Ha D⊥ = {0}, akkor D generálja X-et.

(c) Ha M⊥ = {0}, akkor M sűrű X-ben.

Bizonyı́tás. A 13.3 következmény bizonyı́tásához hasonlóan csak az nem
nyilvánvaló, hogy a D által generált M lineáris altér tartalmazza (D⊥)⊥-t.

Ha x /∈ M , akkor alkalmazzuk az előző tétel (c) részét A = M és
B = {x} szereposztással: létezik olyan ϕ ∈ X ′ lineáris funkcionál, hogy
alkalmas c1 < c2 valós számokkal ϕ ≤ c1 M -en és ϕ(x) ≥ c2. Mivel a
ϕ(M) képtér R lineáris altere, innen szükségképpen ϕ = 0 M -en, és ı́gy
ϕ(x) > 0. Következésképpen ϕ ∈ D⊥ és x /∈ (D⊥)⊥. �

*Példák. Az alábbi példák mutatják, hogy az előző következményben
X és X ′ szerepe nem cserélhető fel. 21

• Fogadjuk el ideiglenesen22, hogy X = c0 duálisa X ′ = �1. Akkor

∆ := {(yn) ∈ X ′ :
∑

yn = 0}

X ′ valódi, zárt altere, viszont (∆⊥)⊥ = X ′, ugyanis ∆⊥ = {0}.
Az utóbbi igazolására vegyük észre, hogy ha x = (xn) ∈ ∆⊥,
akkor x ⊥ e1 − en minden n-re, tehát x1 = x2 = . . . . Azonban
x ∈ c0 folytán xn → 0, tehát szükségképpen x = 0.

• Fogadjuk el ideiglenesen23, hogy X = �1 duálisa X ′ = �∞. Akkor
∆ := c0 valódi, zárt altere X ′-nek, viszont (∆⊥)⊥ = X ′, ugyanis
∆⊥ = {0}. Ez abból következik, hogy ha x = (xn) ∈ ∆⊥, akkor
x ⊥ en minden n-re. Más szóval xn = 0 minden n-re, tehát x = 0.

A következő eredmény azt is mutatja, hogy X ′ legalább annyi dimenziós,
mint X .

14.10. Következmény. Legyen X normált tér.

(a) Bármely két különböző a, b ∈ X ponthoz van olyan ϕ ∈ X ′ lineáris
funkcionál, hogy ϕ(a) �= ϕ(b).

20 Banach 1929.
21 Később megadjuk (∆⊥)⊥ topológiai jellemzését is (15.17 állı́tás, 111. o.).
22 Lásd a 14.13 állı́tást, 57. o.
23 Lásd ismét a 14.13 állı́tást.
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54 14. Banach-terek

(b) Ha x1, . . . , xn ∈ X lineárisan független vektorok, akkor léteznek olyan
ϕ1,. . . , ϕn ∈ X ′ lineáris funkcionálok, hogy

ϕi(xj) = δij minden i, j = 1, . . . , n-re.

Következésképpen dim X ′ ≥ dim X .

Bizonyı́tás.
(a) Alkalmazzuk a 14.7 tétel (c) részét A = {a}-val és B = {b}-vel.

(b) Az x1,. . . , xn−1 pontok által generált A lineáris altér véges dimenziós,
tehát zárt. Alkalmazva a 14.7 tétel (c) részét A-val és B = {xn}-nel, van
olyan ϕ ∈ X ′ lineáris funkcionál, hogy alkalmas c1 < c2 valós számokkal
ϕ ≤ c1 A-n, és ϕ(xn) ≥ c2.

Ha a ∈ A, akkor ta ∈ A, és ı́gy tϕ(a) ≤ c1 minden t valós számra;
innen ϕ(a) = 0. Következésképpen ϕ(x1) = · · · = ϕ(xn−1) = 0 és
ϕ(xn) > 0. A ϕn := ϕ/ϕ(xn) lineáris funkcionál rendelkezik tehát a kı́vánt
tulajdonsággal. A ϕ1,. . . , ϕn−1 lineáris funkcionálok konstrukciója analóg.

�

14.3. Kiterjesztési tétel

A következő alapvető tételt korábban már bebizonyı́tottuk. 24 Fontossá-
ga miatt most levezetjük Mazur tételéből is. 25

14.11. Tétel. (Helly–Hahn–Banach26) Ha ϕ : M → R folytonos lineáris
funkcionál egy M ⊂ X altéren, akkor ϕ kiterjeszthető a norma meg-
tartásával egy Φ : X → R folytonos lineáris funkcionállá.

Bizonyı́tás. A ϕ ≡ 0 esetben legyen egyszerűen Φ ≡ 0. A fennmaradó
esetekben rögzı́tsünk egy olyan a ∈M pontot, amelyre ϕ(a) = 1, és tekint-
sük az a+ U konvex, nyı́lt halmazt, ahol

U := {x ∈ X : ‖ϕ‖ · ‖x‖ < 1}.
24 Topológia, 3.19 tétel, 82. o.
25 Történetileg éppen fordı́tva, Mazur vezette le eredményét a kiterjesztési tételből. Lásd

például Brezis 1983 vagy Rudin 1991.
26 Helly 1912 az X = C([0, 1]) esetet vizsgálta, de bizonyı́tása minden szeparábilis

normált térben érvényben marad; Hahn 1927 és Banach 1929 bizonyı́tották a nem-
szeparábilis esetet.
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Akkor |ϕ| < 1 U -n, úgyhogy a 14.5 lemma alapján (48. o .) a + U nem
metszi a ϕ−1(0) lineáris alteret. A 14.7 tétel (a) része miatt (49. o.) létezik
tehát olyan ϕ−1(0)-t tartalmazó H hipersı́k, amely nem metszi a + U -t. A
hipersı́kok analitikus jellemzése folytán létezik (pontosan egy) olyan Φ ∈
X∗ lineáris funkcionál, amelyre Φ−1(0) = H és Φ(a) = 1. Akkor Φ a ϕ
kiterjesztése. Végül a 14.5 lemma újbóli alkalmazása mutatja, hogy |Φ| < 1
U -n. Így Φ folytonos, és ‖Φ‖ ≤ ‖ϕ‖; de akkor ‖Φ‖ = ‖ϕ‖, hiszen a
kiterjesztés nem csökkentheti a normát. �

*Megjegyzések.
• Ha X Hilbert-tér, akkor a Φ kiterjesztés egyértelmű. 27

• Sokan általánosı́tották a fenti tételt vektorértékű lineáris leképezé-
sekre. 28

14.12. Következmény. (Banach29) Legyen M az X normált tér zárt al-
tere.

(a) Minden x ∈ X\M -hez van olyan ϕ ∈ X ′, hogy

‖ϕ‖ = 1, ϕ = 0 M -en, és ϕ(x) = dist (x,M).

(b) Minden x ∈ X-hez van olyan ϕ ∈ X ′, hogy

‖ϕ‖ ≤ 1 és ϕ(x) = ‖x‖.
(c) Minden x ∈ X-re fennáll az

‖x‖ = max
‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)|

egyenlőség.

Bizonyı́tás.
(a) Tekintsük az

M0 := {tx− y : t ∈ R és y ∈M}
altéren a

ψ(tx− y) := t dist (x,M)

27 Elég, ha a duális tér szigorúan konvex, vagyis ha X ′ egységgömbfelülete nem tar-
talmaz egyenes szakaszt; lásd például Holmes 1975, 175. o. Jegyezzük meg, hogy minden
egyenletesen konvex normált tér szigorúan konvex; az egyenletesen konvex tereket majd a
21.4 szakaszban vezetjük be, 271. o.

28 Banach–Mazur 1933, Fichtenholz–Kantorovitch 1934, Murray 1937, Goodner 1950,
Nachbin 1950, Kelley 1952. Általános áttekintést ad a kérdésről Narici–Beckenstein 1985.

29 Banach 1929. A (b) részben a degenerált X = {0} kivételével ‖ϕ‖ = 1 is állı́tható.
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lineáris funkcionált. Nyilván ψ(x) = dist (x,M) és ψ = 0 M -en. Továbbá
‖ψ‖ ≤ 1, hiszen

|ψ(tx− y)| = |t dist (x,M)| = dist (tx,M) ≤ ‖tx− y‖
M0-on. Az ellentétes egyenlőtlenség igazolásához válasszunk olyan M -beli
(yn) sorozatot, amelyre ‖x − yn‖ → dist (x,M). Akkor ψ(x − yn) =
dist (x,M) minden n-re, és ı́gy

‖ψ‖ ≥ lim
ψ(x− yn)
‖x− yn‖

= 1.

Befejezésül terjesszük ki ψ-t X-re az előző tétel segı́tségével.

(b) Ha ‖x‖ = 0, akkor legyen ϕ = 0. Ha ‖x‖ �= 0, akkor alkalmazzuk
(a)-t M = {0}-val.

(c) A ≥ egyenlőtlenség a ‖ϕ‖ norma definı́ciójából, a ≤ egyenlőtlenség
pedig (b)-ből következik. �

Megjegyzés. Hasonlı́tsuk össze a (c)-beli formulát a

‖ϕ‖ = sup
‖x‖≤1

|ϕ(x)|, ϕ ∈ X ′

definı́cióval: itt általában nem ı́rható max. E kérdésre még visszatérünk.30

14.4. Az �p terek duálisai

A zárt hipersı́kok ismerete a 14.4 és 14.6 lemma alapján (48. o.) e-
gyenértékű a duális tér ismeretével. A Hilbert-terek esete egyszerű, hiszen
a Riesz–Fréchet tétel alapján (17. o.) X ′ azonosı́tható X-szel. Hamarosan
látni fogjuk azonban, hogy normált terek esetén X és X ′ különböző szerke-
zetűek lehetnek.

Tekintsük az X = �p teret. Ha y = (yn) ∈ �q, ahol q a p kitevő
konjugáltja, akkor a

ϕy(x) :=
∞∑
n=1

xnyn, x = (xn) ∈ �p (14.4)

formula folytonos lineáris funkcionált definiál. Valóban, a Hölder-egyenlőt-
lenség alkalmazásával látható, hogy a definı́ció korrekt, és

|ϕy(x)| ≤ ‖y‖q · ‖x‖p
30 Lásd a 14.24 állı́tást, 71. o.
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minden x-re. Következésképpen

ϕy ∈ (�p)′, és ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖q minden y ∈ �q-ra.

Így a j(y) := ϕy formula (legfeljebb 1 normájú) folytonos lineáris j : �q →
(�p)′ leképezést definiál.

Mivel c0 �∞ altere, ugyanez a formula definiál egy (legfeljebb 1 normájú)
folytonos lineáris j : �1 → (c0)′ leképezést is.

Most bebizonyı́tjuk Riesz Frigyes egy tételének 31 speciális esetét:

14.13. Állı́tás.
(a) Ha 1 ≤ p <∞, akkor j : �q → (�p)′ izometrikus izomorfizmus.

(b) j : �1 → (c0)′ is izometrikus izomorfizmus.

*Megjegyzések.
• Az állı́tás alapján gyakran azonosı́tják (c0)′-t �1-gyel, és 1 ≤ p <
∞ esetén (�p)′-t �q-val.

• A szakasz végén megmutatjuk, hogy (�∞)′ nem izomorf �1-gyel.

Szükségünk van egy segédtételre:

14.14. Lemma. Ha X = �p, 1 ≤ p <∞, vagy ha X = c0, akkor az

ek = (
k−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), k = 1, 2, . . .

vektorok generálják X-et. Következésképpen e terek szeparábilisak.

Bizonyı́tás. Tetszőlegesen adott x = (xn) ∈ �p, 1 ≤ p <∞ esetén az∥∥∥x− k∑
n=1

xnen

∥∥∥p
p
=

∞∑
n=k+1

|xn|p → 0 (k →∞)

reláció mutatja, hogy az ek vektorok generálják �p-t. Ha x = (xn) ∈ c0,
akkor ∥∥∥x− k∑

n=1

xnen

∥∥∥
∞

= max{|xn| : n > k} → 0,

mert xn → 0 a c0 tér definı́ciója miatt.
A fentiekből következik, hogy az ek vektorok racionális együtthatójú,

véges lineáris kombinációi megszámlálható, sűrű halmazt alkotnak X-ben.
�

31 Riesz 1913: lásd a 21.14 tételt, 279. o.
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*Megjegyzések.

• A lemma �∞-ben nem érvényes, hiszen c0 valódi, zárt altere �∞-
nek, úgyhogy az ek vektorok nem generálhatják �∞-t.

• Az �∞ tér még csak nem is szeparábilis. Ennek igazolására tekint-
sük az 1 sugarú olyan x = (xn) középpontú (nyı́lt) gömbök nem-
megszámlálható rendszerét, ahol xn = ±1 minden n-re. Minthogy
e gömbök páronként diszjunktak, semmilyen megszámlálható D
halmaz sem metszheti valamennyiüket, úgyhogy D nem lehet sűrű.

A 14.13 állı́tás bizonyı́tása.
(a) Tetszőlegesen rögzı́tett ϕ ∈ (�p)′-hez olyan egyértelmű y ∈ �q

sorozatot kell találnunk, amelyre ϕy = ϕ és ‖y‖q ≤ ‖ϕ‖. (A fordı́tott
‖ϕy‖ ≤ ‖y‖q egyenlőtlenséget már ismerjük.)

Ha van olyan y ∈ �q, amelyre ϕq = ϕ, akkor szükségképpen

ϕ(en) = ϕy(en) = yn

minden n-re, ahonnan

yn = ϕ(en), n = 1, 2, . . .

Tehát legfeljebb egy ilyen y lehet.
Mutassuk most meg, hogy a fenti formula valóban alkalmas sorozatot

definiál. Ha p = 1, akkor

|yn| = |ϕy(en)| ≤ ‖ϕy‖

minden n-re, úgyhogy y ∈ �∞ és ‖y‖∞ ≤ ‖ϕy‖.
Ha p > 1 és ı́gy q < ∞, akkor tekintsük minden egyes rögzı́tett k =

1, 2, . . . -re az

xn :=

{
|yn|q−1sign yn ha n ≤ k,

0 ha n > k

képlettel definiált x = (xn) sorozatot. Akkor x ∈ �p (hiszen csak véges sok
nem-nulla tagja van a sorozatnak), és egyszerű számolással

ϕ(x) =
k∑
n=1

|yn|q = ‖x‖pp.

Felhasználva ezeket az egyenlőségeket a

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖p
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becslésből adódik, hogy

k∑
n=1

|yn|q ≤ ‖ϕ‖ ·
( k∑
n=1

|yn|q
)1/p

,

és ı́gy
k∑
n=1

|yn|q ≤ ‖ϕ‖q.

Innen k →∞ esetén következik, hogy y ∈ �q és ‖y‖q ≤ ‖ϕ‖.
Hátra van még a ϕ = ϕy egyenlőség igazolása. Mivel a folytonos

lineáris ϕ és ϕy funkcionálok definı́ció szerint megegyeznek minden en pont-
ban, megegyeznek az azok által generált zárt altéren, vagyis az előző lemma
alapján32 az egész �p téren is.

(b) Tetszőlegesen adott ϕ ∈ (c0)′ esetén megismételhető az (a)-beli
okoskodás p =∞ és q = 1 választással. �

*Megjegyzés. Az (�∞)′ tér nem izomorf �1-gyel, mert nem is szepará-
bilis. Minthogy �∞ nem szeparábilis, ehhez elegendő megmutatnunk, hogy
ha az X normált tér duálisa szeparábilis, akkor X maga is szeparábilis.

A bizonyı́táshoz rögzı́tsünk X ′-ben egy sűrű (ϕn) sorozatot, majd min-
den n-re válasszunk egy olyan xn ∈ X vektort, amelyre

‖xn‖ ≤ 1 és |ϕn(xn)| ≥ 2−1‖ϕn‖.

Elég megmutatnunk, hogy (xn) generálja X-et, hiszen akkor e vektorok
racionális együtthatójú lineáris kombinációi megszámlálható, sűrű halmazt
alkotnak X-ben.

A 14.9 következmény alapján (53. o.) elegendő megmutatnunk, hogy
ha egy ϕ ∈ X ′ funkcionálra ϕ(xn) = 0 minden n esetén, akkor ϕ = 0.
Válasszunk e célból egy ϕnk

→ ϕ részsorozatot. Akkor

‖ϕnk
‖ ≤ 2|ϕnk

(xnk
)| = 2|(ϕnk

− ϕ)(xnk
)| ≤ 2‖ϕnk

− ϕ‖.

Innen k →∞ esetén ‖ϕ‖ ≤ 0 adódik, tehát ϕ = 0.

32 Csak itt használjuk fel, hogy p �= ∞.
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14.5. Gyenge konvergencia. Banach–Steinhaus tétel

A gyenge konvergencia igen hasznosnak bizonyult a Hilbert-terek tanul-
mányozása során. Ebben a szakaszban általánosı́tjuk ezt a fogalmat normált
terekre.

Definı́ció. Az X normált térbeli (xn) sorozat gyengén konvergál33 x ∈
X-hez, ha

ϕ(xn)→ ϕ(x)
minden ϕ ∈ X ′-re. Ezt ı́rásban az xn ⇀ x jelöléssel fejezzük ki.

Megjegyzések.
• A Riesz–Fréchet tétel alapján Hilbert-terekben visszajutunk a ko-

rábbi definı́cióhoz.
• Az X ′-beli funkcionálok folytonossága miatt a normakonvergen-

cia maga után vonja a gyenge konvergenciát; ezért a normakonver-
genciát erős konvergenciának is hı́vjuk.

• Véges dimenziós normált terekben az erős és gyenge konvergencia
egybeesik.

A gyenge konvergencia elemi tulajdonságai a következők:

14.15. Állı́tás.
(a) Egy sorozatnak legfeljebb egy gyenge határértéke lehet.

(b) Ha xn ⇀ x, akkor xnk
⇀ x minden (xnk

) részsorozatra is.

(c) Ha xn ⇀ x és yn ⇀ y, akkor xn + yn ⇀ x+ y.

(d) Ha xn ⇀ x X-ben és λn → λ R-ben, akkor λnxn ⇀ λx X-ben.

(e) Legyen K ⊂ X konvex zárt halmaz. Ha xn ⇀ x, és xn ∈ K minden
n-re, akkor x ∈ K.

(f) Ha xn ⇀ x, és ‖xn‖ ≤ L minden n-re, akkor ‖x‖ ≤ L.34

(g) Ha xn → x, akkor xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖.
*Megjegyzések.
• A Hilbert-terektől eltérően az xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖ relációk

nem mindig vonják maguk után, hogy xn → x. Ha ez az imp-
likáció is teljesül, akkor azt mondjuk, hogy X rendelkezik a Radon–
Riesz tulajdonsággal.

33 Riesz 1910.
34 Ekvivalens módon ‖x‖ ≤ lim inf‖xn‖.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



14.5. Gyenge konvergencia. Banach–Steinhaus tétel 61

• Hamarosan példát adunk olyan Banach-térre, amely nem rendelke-
zik a Radon–Riesz tulajdonsággal.35

Bizonyı́tás. Szó szerint megismételhetjük a Hilbert-terekre vonatkozó
analóg 13.10 állı́tás bizonyı́tásait (24. o.), kivéve (e)-t, ahol korábban a merő-
leges vetı́tést használtuk. (A (g) tulajdonság igazolásakor a Cauchy–Schwarz
egyenlőtlenség helyett használjuk ki egyszerűen ϕ ∈ X ′ folytonosságát.)

A merőleges vetı́tés helyett Tukey tételét használjuk fel (e) bizonyı́tásá-
hoz (49. o.). Tegyük fel indirekt, hogy x /∈ K; akkor van olyan ϕ ∈ X ′,
hogy alkalmas c1, c2 valós számokkal

ϕ(x) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(y) minden y ∈ K-ra.

Akkor ϕ(xn) ≥ c2 minden n-re, úgyhogy ϕ(xn) �→ ϕ(x), tehát xn �⇀
x. �

Mielőtt megmutatnánk, hogy minden gyengén konvergens sorozat kor-
látos, bizonyı́tsuk be a funkcionálanalı́zis egyik fő tételét: Folytonos lineáris
leképezések pontonként korlátos rendszere egyenletesen is korlátos. Ponto-
sabban, fennáll a következő

14.16. Tétel. (Banach–Steinhaus36) Tekintsük folytonos lineáris
leképezések A ⊂ L(X,Y ) rendszerét, ahol X Banach-tér, Y pedig
normált tér. Ha az

A(x) := {Ax ∈ Y : A ∈ A}, x ∈ X

halmazok mind korlátosak Y -ban, akkor A korlátos L(X,Y )-ban:

sup {‖A‖ : A ∈ A} <∞.

*Megjegyzés. A tétel csı́rájában már Riemann-nál megjelenik.37

35 Lásd a 21.11 állı́tást is ebben a tekintetben, 275. o.
36 Az X = C([0, 1]) és Y = R esetre a tételt először Helly 1912 bizonyı́totta. Bi-

zonyı́tása, amely a Lebesgue 1905 által bevezetett ,,csúszó púpok” módszerét használja, az
általános esetben is érvényben marad; lásd Hochstadt 1979. Lásd továbbá Banach 1922,
Hahn 1922, Hildebrandt 1923, Banach–Steinhaus 1927.

37 Riemann 1854, Hankel 1882: ,,szingularitások kondenzációja”. Lásd még: Gál 1953.
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*Példa. Nem teljes X terekben a tétel nem érvényes. Tekintsük például
�2-nek azt az X alterét, amely a legfeljebb véges sok nem-nulla elemet tar-
talmazó sorozatokból áll. A

ϕn(x) := nxn

képlet pontonként korlátos, de nem egyenletesen korlátos funkcionál-soro-
zatot definiál.

Bizonyı́tás. Van olyan Br(x′) ⊂ X zárt gömb és C konstans, hogy38

‖Ax‖ ≤ C minden A ∈ A és x ∈ Br(x′) esetén.

Az ellenkező esetben ugyanis rekurzióval definiálhatnánk zárt Fk gömböknek
egy monoton fogyó sorozatát és hozzájuk tartozó olyan ik indexeket, hogy

‖Aikx‖ > k minden x ∈ Fk-ra, k = 1, 2, . . .

Feltehető az is, hogy diam Fk → 0. Akkor az Fk halmazoknak van közös
x pontja a Cantor-féle metszettétel miatt39, és e pontban ‖Aikx‖ → ∞, ami
ellentmond a feltevéseinknek.

Mutassuk meg, hogy ‖A‖ ≤ 2C/r minden A ∈ A-ra. Valóban, ha
x ∈ X és ‖x‖ ≤ r, akkor x′, x′ + x ∈ Br(x′); következésképpen

‖Ax‖ = ‖A(x′ + x)−Ax′‖ ≤ ‖A(x′ + x)‖+ ‖Ax′‖ ≤ 2C,

és ez a kı́vánt egyenlőtlenséget bizonyı́tja. �
14.17. Állı́tás. Legyen (xn) az X normált térbeli sorozat.

(a) Ha xn ⇀ x, akkor az (xn) sorozat korlátos.

(b) Ha xn ⇀ x X-ben és ϕn → ϕ X ′-ben, akkor ϕn(xn)→ ϕ(x).
(c) Ha xn → x X-ben és ϕn ⇀ ϕ dans X ′-ben, akkor ϕn(xn)→ ϕ(x).

Bizonyı́tás.
(a) Alkalmazzuk a 14.16 tételt az

Φnϕ := ϕ(xn), ϕ ∈ X ′, n = 1, 2, . . .

képlettel értelmezett (Φn) ⊂ L(X ′,R) funkcionálrendszerre, és vegyük
észre, hogy ‖Φn‖ = ‖xn‖ a 14.12 következmény (c) része miatt (55. o.).

(b) és (c). Adaptáljuk a 13.3 következmény bizonyı́tását (12. o.). �
38 Mint Saks megjegyezte (lásd Banach és Steinhaus 1927), a tétel bebizonyı́tható a

Baire-lemma (26. o.) közvetlen alkalmazásával. Mi inkább megismételjük Osgood 1897
(163–164. o.) gondolatmenetét, amely a Baire-lemmát is bizonyı́tja.

39 Topológia, 1.11 állı́tás, 19. o.
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Mielőtt néhány példát adnánk, jegyezzük meg, hogy az 13.13 lemma
(27. o.) bizonyı́tásának adaptálásával könnyen adódik a következő

14.18. Lemma. Legyen (xk) korlátos sorozat az X normált térben, ∆ ⊂
X ′, és jelöljük M -mel a ∆ által generált zárt alteret.

(a) Legyen x ∈ X . Ha ϕ(xk) → ϕ(x) minden ϕ ∈ ∆-ra, akkor ϕ(xk) →
ϕ(x) minden ϕ ∈ M -re is. Speciálisan, ha ∆ generálja X ′-t, akkor
xk ⇀ x.

(b) Ha (ϕ(xk)) minden ϕ ∈ ∆-ra Cauchy-sorozat, és ∆ generálja X ′-t,
akkor (ϕ(xk)) minden ϕ ∈ X ′-re is Cauchy-sorozat, és a

Φ(ϕ) := limϕ(xk)

képlet folytonos lineáris Φ ∈ X ′′ funkcionált definiál.

*Példák.

• Legyen X = c0 vagy X = �p valamely 1 < p < ∞-re. Legyen
továbbá k �→ (xkn) korlátos sorozat X-ben, és (xn) ∈ X . A 14.14
és 14.18 lemmákból (57 és 63. o.) adódik a gyenge konvergencia
következő jellemzése (komponensenkénti konvergencia):

(xkn) ⇀ (xn) ⇐⇒ xkn → xn minden rögzı́tett n-re.

• Speciálisan az

ek = (
k−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), k = 1, 2, . . .

vektorok sorozata gyengén konvergál nullához az emlı́tett terekben.
• Azonban nem konvergál gyengén �1-ben. A

ϕ(x) :=
∞∑
n=1

(−1)nxn, x = (xn) ∈ �1

képlet ugyanis olyan ϕ ∈ (�1)′ funkcionált értelmez, amelyre a
ϕ(en) = (−1)n számok sorozata nem konvergens. (A most igazolt
tulajdonság az alábbi 14.19 állı́tásból is azonnal következik.)

• Legyen xn = e1 + en, akkor xn ⇀ e1 c0-ban az előző példa
alapján. Vegyük észre, hogy ‖xn‖∞ → ‖e1‖∞, de ‖xn − e1‖∞ �→
0. Tehát a c0 tér nem rendelkezik a Radon–Riesz tulajdonsággal.

• Minthogy c0 �∞ altere, �∞-ben is fennáll az xn ⇀ e1 reláció. Kö-
vetkezésképpen �∞ sem rendelkezik a Radon–Riesz tulajdonsággal.
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64 14. Banach-terek

• A később tárgyalandó 21.11 állı́tásból (275. o.) viszont következni
fog, hogy 1 < p < ∞ esetén az �p terek rendelkeznek a Radon–
Riesz tulajdonsággal.

• A következő állı́tás egyszerű folyománya, hogy �1 is rendelkezik a
Radon–Riesz tulajdonsággal.

Íme egy meglepő eredmény:

14.19. *Állı́tás. (Schur40) Az �1 térben az erős és gyenge konvergencia
egybeesik.

Bizonyı́tás. Elegendő azt igazolnunk, hogy ha xk ⇀ x �1-ben, akkor
‖xk − x‖1 → 0. Felcserélve xk-et xk − x-val feltehető, hogy x = 0.

Tegyük fel indirekt, hogy xk ⇀ 0 �1-ben, de ‖xk‖1 �→ 0. Alkalmas
részsorozatra térve, majd azt elég nagy konstanssal megszorozva feltehető,
hogy ‖xk‖1 > 1 minden k-ra.

Jelöljük xk elemeit xkn-nel. Minthogy xkn → 0 minden rögzı́tett n-re
a gyenge konvergencia definı́ciója miatt, rekurzióval definiálható (xk)-nak
olyan (zk) részsorozata és olyan

0 = n1 < n2 < . . .

indexsorozat, hogy

|zknk+1|+ · · ·+ |zknk+1
| > 3

4
‖zk‖1

minden k-ra. Valóban, legyen n1 = 0. Ha nk már értelmezve van valamely
k-ra, akkor válasszuk ki (xk)-nak olyan elég nagy indexű olyan zk = (zkn)
elemét, amelyre ∑

j>nk

|zkj | >
3
4
‖zk‖1,

majd válasszunk olyan nagy nk+1 > nk-t, amelyre a keresett egyenlőtlenség
már teljesül.

Tekintsük most az

yn := (−1)k sgn zkn ha nk < n ≤ nk+1

40 J. Schur 1920.
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képlettel értelmezett (yn) ∈ �∞ sorozatot. Akkor

(−1)k
∞∑
n=1

ynz
k
n ≥

( nk+1∑
n=nk+1

|zkn|
)
−
( nk∑
n=1

|zkn|
)
−
( ∞∑
nk+1+1

|zkn|
)

= 2
( nk+1∑
n=nk+1

|zkn|
)
− ‖zk‖1

>
1
2
‖zk‖1

>
1
2

minden k-ra, és ez ellentmond a zk ⇀ 0 relációnak. �

Befejezésül igazoljuk a Hölder-egyenlőtlenség érdekes megfordı́tását:

14.20. *Állı́tás. (Hellinger-Toeplitz41) Legyen (yn) valós számsorozat és
1 ≤ p, q ≤ ∞ konjugált kitevők. Ha a

∑
xnyn sor minden (xn) ∈ �p-re

konvergál, akkor y ∈ �q.

Bizonyı́tás. A

ϕk(x) :=
k∑
n=1

xnyn, x ∈ �p, k = 1, 2, . . .

képlet egy (ϕk) sorozatot definiál (�p)′-ben. Feltevésünk szerint a (ϕk(x))
sorozat minden x ∈ �p-re konvergens, és ı́gy korlátos. Alkalmazva a Banach–
Steinhaus tételt létezik tehát olyan C konstans, hogy

∣∣∣ k∑
n=1

xnyn

∣∣∣ ≤ C‖x‖p minden x ∈ �p-re, k = 1, 2, . . .

Ha q = ∞ és ı́gy p = 1, akkor x = ek választással innen |yk| ≤ C
minden k-ra, tehát y ∈ �∞.

Ha 1 ≤ q <∞, akkor bevezetve minden egyes k-ra az

xn :=

{
|yn|q−1sign xn ha n ≤ k,

0 ha n > k

41 Hellinger-Toeplitz 1906, Landau 1907.
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sorozatot, a 14.13 állı́tás bizonyı́tásához hasonlóan kapjuk, hogy
k∑
n=1

|yn|q ≤ Cp.

Innen k →∞ mellett adódik, hogy y ∈ �q és ‖y‖q ≤ C. �
A következő célunk a Bolzano–Weierstrass tétel általánosı́tása Banach-

terekre. Sajnos még a gyenge konvergencia használata esetén is vannak el-
lenpéldák:

Példák.
• Az �1 térben a korlátos (en) sorozatnak nincs gyengén konvergens

részsorozata, mert akkor az Schur tétele (64. o.) alapján erősen
is konvergálna. De (en) egyetlen részsorozata sem Cauchy-féle,
hiszen ‖em − en‖ = 2 minden m �= n-re.

A Schur-tételre való hivatkozás elkerülhető. Ha ugyanis (enk
)

tetszőlegesen adott részsorozata (en)-nek, akkor a

ϕ(x) :=
∞∑
k=1

(−1)kxnk
, x = (xn) ∈ �1

formula ϕ ∈ (�1)′ funkcionált értelmez, amelyre ϕ(enk
) = (−1)k

nem konvergál k → ∞ esetén, és ı́gy (enk
) nem konvergálhat

gyengén.
• A c0 térben a korlátos (e1 + · · · + en) sorozatnak nincs gyengén

konvergens részsorozata. Ha ugyanis e1+ · · ·+enk
⇀ a teljesülne

valamely alkalmas részsorozatra, akkor ϕ(e1 + · · ·+ enk
)→ ϕ(a)

is fennállna minden ϕ ∈ c′0-re. Alkalmazva ezt minden rögzı́tett
m = 1, 2, . . . esetén a ϕ(y) := ym funkcionálra, az a = (1, 1, . . . )
egyenlőség adódik. Ez azonban lehetetlen, mert az utóbbi sorozat
nincs c0-ban.

• Az �∞ térben sincs az előbbi korlátos (e1 + · · · + en) sorozat-
nak gyengén konvergens részsorozata. Valóban, a fenti okoskodás
alapján az egyetlen lehetséges gyenge határérték a = (1, 1, . . . ).
Ez sem lehet azonban a fenti sorozat gyenge határértéke, mert nem
tartozik hozzá a sorozat által generált c0 zárt altérhez (lásd a 14.15
állı́tás (e) részét, 60. o.).

Mindazonáltal később látni fogjuk42, hogy a fenti sorozatok konvergálnak
egy természetes, még gyengébb értelemben.

42 Lásd a 110. oldali példákat.
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A következő szakaszban megmutatjuk, hogy a gyenge konvergenciára
vonatkozó Bolzano-Weierstrass tétel a Banach-terek széles osztályában ér-
vényes marad.

14.6. Reflexı́v terek. Kiválasztási tétel

A Banach–Steinhaus tétel bizonyı́tása során találkoztunk az (X ′)′ térrel.
Ez a tér sok más kérdésben is fontos szerepet játszik.

Definı́ció. Az X normált tér biduálisán43 az X ′′ := (X ′)′ Banach-teret
értjük.

Példa. Ha x ∈ X , akkor a

Φx(ϕ) := ϕ(x), ϕ ∈ X ′

képlet folytonos lineáris Φx ∈ X ′′ funkcionált definiál.

Bizonyos terekben X ′′ minden eleme a fenti alakú:

Definı́ció. Az X normált tér reflexı́v44, ha minden Φ ∈ X ′′-hez létezik
olyan x ∈ X , hogy

Φ(ϕ) = ϕ(x) minden ϕ ∈ X ′-re.

Mielőtt példákat adnánk, ismertessük a definı́ció néhány következményét;
speciálisan új, egyszerű bizonyı́tást adunk a normált terek teljessé tételére
(47. o.). Mint az imént emlı́tettük, az X normált tér bármely x eleméhez
hozzárendelhető a biduális tér egy Jx ∈ X ′′ eleme a

(Jx)(ϕ) := ϕ(x), ϕ ∈ X ′

képlet segı́tségével.

14.21. Állı́tás. (Hahn45) Legyen X normált tér.

(a) J : X → X ′′ lineáris izometria.

(b) X teljessé tehető.

(c) Ha X reflexı́v, akkor J : X → X ′′ izometrikus izomorfizmus.

(d) Ha X reflexı́v, akkor teljes, tehát Banach-tér.

43 Hahn 1927.
44 Hahn 1927.
45 Hahn 1927.
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Bizonyı́tás.
(a) Világos, hogy Jx : X ′ → R lineáris minden rögzı́tett x ∈ X-re. A

|(Jx)(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ ‖x‖ · ‖ϕ‖
egyenlőtlenség azt is mutatja, hogy Jx folytonos: Jx ∈ X ′′ és ‖Jx‖ ≤ ‖x‖.

A fordı́tott egyenlőtlenség igazolásához feltehető, hogy ‖x‖ �= 0. Al-
kalmazva a Helly–Hahn–Banach tétel 14.12 következményét (55. o.) létezik
olyan ϕ ∈ X ′, amelyre ϕ(x) = ‖x‖ és ‖ϕ‖ = 1. Innen

‖Jx‖ ≥ |(Jx)(ϕ)| = |ϕ(x)| = ‖x‖.
(b) Az előző pont miatt X azonosı́tható az X ′′ Banach-tér J(X) al-

terével; az utóbbi lezárása olyan Banach-tér, amelynek X sűrű altere.

(c) J szuperjektı́v X reflexivitásának a definı́ciója miatt.

(d) X izomorf X ′′ = (X ′)′-vel, és minden duális tér teljes. �

Megjegyzés. A reflexı́v Banach-tereket rendszerint azonosı́tjuk a bidu-
álisukkal a J leképezés segı́tségével.

14.22. Állı́tás.

(a) Minden véges dimenziós normált tér reflexı́v.

(b) Minden Hilbert-tér reflexı́v.

(c) Az �p terek reflexı́vek, ha 1 < p <∞.

Bizonyı́tás.
(a) A lineáris algebrából ismeretes (és bázis felvételével könnyen iga-

zolható), hogy dim X = dim X∗ minden véges dimenziós X vektortérre.
Innen következik, hogy minden véges dimenziós X normált térre dim X ≥
dim X ′′. (Valójában egyenlőség áll, hiszen véges dimenziós normált téren
minden lineáris funkcionál folytonos.) Minthogy a J : X → X ′′ lineáris
leképezés injektı́v, innen következik, hogy J szuperjektı́v (és hogy dimX =
dim X ′′).

(b) Adott H Hilbert-tér esetén tekintsük a Riesz–Fréchet-féle j : H →
H ′ kanonikus izomorfizmust:

(jy)(x) = (x, y), x, y ∈ H. (14.5)

Tetszőleges Φ ∈ H ′′-re Φ ◦ j folytonos lineáris funkcionál H-n; alkalmazva
újból a Riesz–Fréchet tételt van tehát olyan x ∈ H , hogy

Φ(jy) = (y, x) minden y ∈ H-ra.
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Innen (14.5) felhasználásával adódik, hogy

Φ(jy) = (jy)(x) minden y ∈ H-ra.

Minthogy j : H → H ′ szuperjektı́v, ebből

Φ(ϕ) = ϕ(x) minden ϕ ∈ H ′-re.

(c) Tekintsük a Riesz-féle j : �q → (�p)′ kanonikus izomorfizmust
(14.13 állı́tás, 57. o.):

(jy)(x) =
∑

ynxn, x ∈ �p, y ∈ �q. (14.6)

Tetszőleges Φ ∈ (�p)′′-re Φ◦j folytonos lineáris funkcionál �q-n; alkalmazva
újra a 14.13 állı́tást van tehát olyan x ∈ �p, hogy

Φ(j(y)) =
∑

xnyn minden y ∈ �q-ra.

Innen (14.6) felhasználásával adódik, hogy

Φ(j(y)) = (jy)(x) minden y ∈ �q-ra.

Minthogy j : �q → (�p)′ szuperjektı́v, ebből

Φ(ϕ) = ϕ(x) minden ϕ ∈ (�p)′-re. �
Nem is nyilvánvaló, hogy léteznek-e egyáltalán nem-reflexı́v Banach-

terek:

*Példák.
• A c0 tér nem reflexı́v, mert például a

Φ(ϕ) :=
∞∑
n=1

ϕn, ϕ = (ϕn) ∈ �1

képlettel definiált Φ ∈ c′′0 = (�1)′ funkcionál semmilyen (xn) ∈ c0

vektorral sem reprezentálható. Ha ugyanis volna ilyen (xn) vektor,
akkor a megfelelő

∞∑
n=1

ϕn =
∞∑
n=1

xnϕn

egyenlőségben ϕ := ek-t választva azt kapnánk, hogy xk = 1
minden k-ra. Azonban a konstans (1, 1, . . . ) sorozat nincs c0-ban.

Adjunk egy másik bizonyı́tást is. Mivel c′0 izomorf �1-gyel,
és (�1)′ izomorf �∞-nel, c′′0 izomorf �∞-nel. Következésképpen c′′0
nem szeparábilis. Azonban c0 szeparábilis, tehát nem lehet izomorf
c′′0-vel.
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• Annak megmutatására, hogy �1 nem reflexı́v, tekintsük �∞-nek a
konvergens sorozatok által alkotott c alterét. Alkalmazva a 14.11
tételt az (yn) �→ lim yn funkcionál kiterjeszthető egy Φ ∈ (�∞)′ =
(�1)′′ funkcionállá. Megmutatjuk, hogy ezt a funkcionált egyetlen
(xn) ∈ �1 sorozat sem reprezentálja. Ha ugyanis volna ilyen soro-
zat, akkor a

Φ(y) =
∞∑
n=1

xnyn

egyenlőségben y := ek-t választva azt kapnánk, hogy xk = 0 min-
den k-ra, vagyis, hogy Φ = 0. De ez lehetetlen, hiszen például az
x = (1, 1, . . . ) sorozatra Φ(x) = lim 1 = 1.

• A jelen szakasz végén és a 15.6 szakaszban (117. o.) további bi-
zonyı́tásokat is adunk a c0, �1 és �∞ terek nem-reflexivitására.

Íme a reflexı́v terek egyik alaptulajdonsága:

14.23. Tétel. (Kiválasztási tétel46) Reflexı́v Banach-térben minden korlátos
sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Megjegyzés. Eberlein és Šmulian47 az állı́tás megfordı́tását is igazolták:
ha az X normált térben minden korlátos sorozatnak van gyengén konvergens
részsorozata, akkor X reflexı́v.

Bizonyı́tás. Legyen (xk) korlátos sorozat az X reflexı́v Banach-térben.
Azonosı́tsuk X-et X ′′-vel, akkor minden ∆ ⊂ X ′ halmazra

∆⊥ : = {Φ ∈ X ′′ : Φ(ϕ) = 0 minden ϕ ∈ ∆-ra}
= {x ∈ X : ϕ(x) = 0 minden ϕ ∈ ∆-ra}.

Rendezzük az xk vektorok racionális együtthatós véges lineáris kom-
binációit egy (yn) sorozatba. Alkalmazva a 14.12 következményt (55. o.)
rögzı́tsünk minden n-re egy olyan ϕn ∈ X ′ funkcionált, hogy

‖ϕn‖ ≤ 1 és |ϕn(yn)| = ‖yn‖.

46 Riesz 1910, Pettis 1938.
47 Šmulian 1940, Eberlein 1947. Lásd még: Diestel 1984, Dunford–Schwartz 1957,

Holmes 1975, Kantorovitch–Akilov 1981, Rolewicz 1972, Yosida 1980.
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Alkalmazva a Cantor-féle átlós módszert a 13.14 tétel (27. o.) bizonyı́-
tásához hasonlóan létezik (xk)-nak olyan (zk) részsorozata, hogy a

k �→ ϕn(zk)

számsorozatok minden n-re konvergálnak. Mivel ϕ ⊥ {zk} esetén a (ϕ(zk))
számsorozat azonosan nulla, a (ϕ(zk)) számsorozat minden

ϕ ∈ ∆ := {ϕn} ∪ {zk}⊥

esetén konvergál.
Tegyük fel egy pillanatra, hogy ∆ generálja X ′-et. Akkor a (ϕ(zk))

számsorozat minden ϕ ∈ X ′-re konvergál a 14.18 lemma alapján (63. o.), és
a

Φ(ϕ) := limϕ(zk)
képlet (legfeljebb sup‖xk‖ normájú) Φ ∈ X ′′ funkcionált definiál. Mivel X
reflexı́v, Φ reprezentálható egy x ∈ X vektorral:

Φ(ϕ) = ϕ(x)

minden ϕ ∈ X ′-re, és ı́gy zk ⇀ x.
Hátra van annak az igazolása, hogy ∆ generálja X ′-t. A 14.9 következ-

mény (53. o.) alapján elég megmutatnunk, hogy ∆⊥ = {0}. Tetszőlegesen
adott y ∈ ∆⊥-ra ∆ definı́ciója miatt ϕn(y) = 0 minden n-re, és y hozzátar-
tozik a {zk} által generált X-beli {zk}⊥⊥ zárt altérhez. (Ismét alkalmazzuk
a 14.9 következményt.) Válasszunk egy ynk

→ y sorozatot, akkor

‖ynk
‖ = |ϕnk

(ynk
)| = |ϕnk

(ynk
− y)| ≤ ‖ynk

− y‖.
Innen k →∞ esetén ‖y‖ ≤ 0, vagyis y = 0 következik. �

Példák. Az előző szakaszban láttuk, hogy az �1, �∞ és c0 terekben
léteznek konvergens részsorozat nélküli korlátos sorozatok. Ebből újra kö-
vetkezik, hogy ezek a terek nem reflexı́vek.

14.7. Reflexı́v terek. Geometriai alkalmazások

A 14.23 tétel (70. o.) segı́tségével több, a bevezetőben emlı́tett geomet-
riai tulajdonságot általánosı́thatunk tetszőleges reflexı́v Banach-terekre:

14.24. Állı́tás. Ha X normált tér, akkor az alábbi tulajdonságokra fenn-
állnak az

(a) =⇒ (b) =⇒ (c) =⇒ (d) =⇒ (e)
implikációk.
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(a) X reflexı́v.

(b) (Tukey48) Legyenek A és B diszjunkt nem-üres konvex, zárt halmazok X-
ben. Ha legalább az egyikük korlátos, akkor van olyan ϕ ∈ X ′ lineáris
funkcionál, hogy alkalmas c1, c2 valós számokkal

ϕ(a) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(b) minden a ∈ A és b ∈ B esetén. (14.7)

(c) Ha K ⊂ X nem-üres konvex, zárt halmaz és x ∈ X , akkor létezik x-től
minimális távolságra lévő K-beli y pont:

‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖ minden z ∈ K-ra.

(d) Ha M ⊂ X valódi nem-üres zárt altér, akkor van olyan x ∈ X pont,
amelyre

‖x‖ = 1 és dist (x,M) = 1.
(e) Ha ϕ ∈ X ′ nem-nulla funkcionál, akkor létezik olyan x ∈ X pont, hogy

‖x‖ = 1 és |ϕ(x)| = ‖ϕ‖.
*Megjegyzések.
• Hasonlı́tsuk össze (b)-t a 14.7 tétel (c) részével (49. o.): hamarosan

megmutatjuk49, hogy minden végtelen dimenziós normált térben
vannak olyan korlátos, zárt halmazok, amelyek nem kompaktak.

• Klee50 bebizonyı́totta a (b) =⇒ (a) implikációt is: tetszőleges nem-
reflexı́v normált térben konstruált olyan diszjunkt nem-üres kon-
vex, korlátos és zárt halmazokat, amelyek nem választhatók szét a
(14.7)-beli értelemben.

• A (c) tulajdonság általánosı́tja a merőleges vetı́tés tételét (10. o.).
Bizonyos további feltevések mellett y egyértelmű.51

• Hilbert-terekben a (d) tulajdonság egyenértékű M -re merőleges egy-
ségvektor létezésével.

• Az (e) tulajdonság szerint reflexı́v X terekben

‖ϕ‖ = max
‖x‖≤1

|ϕ(x)|

minden ϕ ∈ X ′ funkcionálra, vagyis max ı́rható sup helyett.
• James52 megmutatta az (e) =⇒ (a) implikációt is, úgyhogy a fel-

sorolt öt tulajdonság valójában ekvivalens.

48 Tukey 1942.
49 Lásd a 14.25 állı́tást, 75. o.
50 Klee 1951.
51 Lásd a 21.10 állı́tást, 273. o.
52 James 1964. Lásd például Diestel 1975 vagy Holmes 1975.
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Bizonyı́tás.
(a) =⇒ (b). Megismételhető a 14.7 tétel (c) részének (49. o.) a bi-

zonyı́tása, kivéve a dist (A,B) > 0 egyenlőtlenség igazolását. Ez most a
következő módon látható be:

Ha dist (A,B) = 0, akkor vannak olyan (an) ⊂ A és (bn) ⊂ B soro-
zatok, hogy ‖an − bn‖ → 0. Ha például A korlátos (a másik eset analóg),
akkor létezik gyengén konvergens ank

⇀ a részsorozat. Akkor an− bn ⇀ 0
miatt bnk

⇀ a is teljesül. Minthogy A és B konvex, zárt halmazok, innen
a ∈ A és a ∈ B, ellentmondva A és B diszjunktságának.

(b) =⇒ (c). Eltolással feltehető, hogy x = 0. Elegendő tehát belátnunk,
hogy minden nem-üres konvex, zárt K halmaznak van minimális normájú
eleme. A 0 ∈ K eset nyilvánvaló. Legyen ezentúl 0 /∈ K, akkor K zártsága
miatt r := dist (0,K) > 0.

Tegyük fel indirekt, hogy K-nak nincs minimális normájú eleme; akkor
K és

A := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r}
diszjunkt nem-üres konvex, zárt halmazok. Alkalmazva (b)-t létezik olyan
ϕ ∈ X ′ funkcionál, hogy alkalmas c1, c2 számokkal és B := K-val (14.7)
teljesül.

Legyen (yn) olyan K-beli sorozat, amelyre ‖yn‖ → r. Akkor

c2 ≤ ϕ(yn) =
‖yn‖
r

ϕ
( ryn
‖yn‖

)
≤ ‖yn‖

r
c1 → c1,

ellentmondva a c1 < c2 egyenlőtlenségnek.

(c) =⇒ (d). Tetszőlegesen rögzı́tett z ∈ X\M ponthoz (c) alapján
található z-től minimális távolságra lévő M -beli y pont. Akkor

‖z − y‖ ≤ ‖z − y − u‖
minden u ∈M -ra, mert y + u ∈M . Tehát

‖z − y‖ = dist (z − y,M),

úgyhogy x := (z − y)/‖z − y‖ rendelkezik a kı́vánt tulajdonságokkal. (Itt
‖z − y‖ > 0, mert z /∈M és y ∈M .)

(d) =⇒ (e). Alkalmazzuk (d)-t ϕ magjára:

M := N(ϕ) = {y ∈ X : ϕ(y) = 0}.
Akkor ϕ(x) �= 0, mert x /∈M . Meg fogjuk mutatni hogy

|ϕ(z)| ≤ |ϕ(x)| · ‖z‖
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minden z ∈ X-re, úgyhogy ‖ϕ‖ = |ϕ(x)|.
Elég a ϕ(z) �= 0 esettel foglalkozni. Bevezetve a λ := ϕ(z)/ϕ(x) �= 0

számot ϕ(z − λx) = 0, és ı́gy y := z − λx ∈M . Következésképpen

‖z‖ = ‖λx+ y‖ = |λ| · ‖x+ λ−1y‖ ≥ |λ| · dist (x,M) = |λ|.
Ezt felhasználva

|ϕ(z)| = |ϕ(λx)| = |λ| · |ϕ(x)| ≤ |ϕ(x)| · ‖z‖. �

Mutassuk meg néhány példán keresztül, hogy nem-reflexı́v terekben a
(b), (c), (d), (e) tulajdonságok nem feltétlenül teljesülnek:

*Példák. Legyen X = �1, és rögzı́tsünk egy pozitı́v, szigorúan monoton
növekvő, 1-hez tartó (αn) számsorozatot, például αn := n/(n+ 1).

• A ϕ(x) :=
∑

αnxn képlettel definiált funkcionálra ‖ϕ‖ = 1:
egyrészt

|ϕ(x)| ≤
∑

|xn| = ‖x‖1
minden x ∈ �1-re, másrészt

|ϕ(en)| = |αn| = |αn| · ‖en‖
minden n-re, és |αn| → 1. Azonban ‖ϕ‖ = 1 nem vétetik fel, mert

|ϕ(x)| < ‖x‖1 minden x �= 0-ra.

Van ugyanis legalább egy nem-nulla xk komponense x-nek, és ak-
kor

|ϕ(x)| ≤ |αk|·|xk|+
∑
n�=k

|αn|·|xn| ≤ |αk|·|xk|+
∑
n�=k

|xn| <
∑

|xn| = ‖x‖1.

Tehát az (e) tulajdonság nem teljesül.
• Tekintsük az

M := {x = (xn) ∈ �1 :
∑

αnxn = 0}

zárt hipersı́kot. Megmutatjuk, hogy minden x �= 0-hoz van olyan
z ∈M , amelyre ‖x− z‖ < ‖x‖. Így ‖x‖ > dist (x,M), tehát (d)
nem teljesül.

Rögzı́tsünk olyan k-t, amelyre xk �= 0, akkor a

zn :=




αk+1xk ha n = k,

−αkxk ha n = k + 1,

0 egyébként
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képlet M -beli z = (zn) elemet definiál. Egyszerű számolással
adódik, hogy

‖x− z‖ − ‖x‖ = |(1− αk+1)xk|+ |xk+1 + αkxk| − |xk| − |xk+1|
= −αk+1|xk|+

(
|xk+1 + αkxk| − |xk+1|

)
≤ (αk − αk+1)|xk| < 0.

• Tekintsük a fenti M hipersı́kot. Ha x ∈ X\M , akkor a dist (x,M)
távolság nem vétetik fel, és ı́gy (c) nem teljesül K = M -re.

Valóban, tetszőleges v ∈ M esetén alkalmazzuk az előző e-
redményt x helyett x − v-re (e vektor nem nulla, mert x /∈ M és
v ∈M ): van olyan z ∈M , hogy ‖x−v−z‖ < ‖x−v‖. Minthogy
v + z ∈M , innen ‖x− v‖ > dist (x,M).

• Most láttuk, hogy x ∈ X\M esetén az r := dist (x,M) távolság
nem vétetik fel. Ezért a fenti (b) =⇒ (c) implikáció bizonyı́tása
mutatja, hogy A := Br(x) és B := M nem választhatók szét a
(14.7)-beli értelemben.

*Megjegyzés. Hasonló példákat kaphatunk X = c0-ban a ϕ(x) :=∑
2−nxn lineáris funkcionálból kiindulva.

A (d) tulajdonságnak van egy gyengı́tett, de nagyon hasznos változata,
amely minden normált térben érvényes. A segı́tségével könnyen konstruál-
hatunk bármely végtelen dimenziós normált térben olyan korlátos, zárt hal-
mazokat, amelyek nem kompaktak:

14.25. Állı́tás. (Riesz53) Legyen X végtelen dimenziós normált tér.

(a) (Riesz lemma) Ha M ⊂ X valódi zárt altér, akkor minden ε > 0-hoz
létezik olyan x ∈ X , hogy

‖x‖ = 1 és dist (x,M) > 1− ε. (14.8)

(b) Ha M ⊂ X véges dimenziós altér, akkor létezik olyan x ∈ X , hogy

‖x‖ = 1 és dist (x,M) = 1.

(c) Létezik egységvektoroknak olyan (xn) sorozata, hogy ‖xm − xn‖ ≥ 1
minden m �= n-re.

(d) Az X-beli zárt gömbök nem kompaktak.

53 Riesz 1917.
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Bizonyı́tás.
(a) Válasszunk egy z ∈ X\M pontot, majd egy minimalizáló (yn) ⊂M

sorozatot:
‖z − yn‖ → dist (z,M).

Mivel M zártsága miatt dist (z,M) > 0, elég nagy n esetén

(1− ε)‖z − yn‖ < dist (z,M) = dist (z − yn,M).

Ekkor az x := (z − yn)/‖z − yn‖ pont eleget tesz (14.8)-nak.

(b) Mivel M véges dimenziós, az imént konstruált (yn) sorozatnak van
konvergens ynk

→ y részsorozata. Akkor x := (z − y)/‖z − y‖ megfelel.

(c) A (b) tulajdonság ismételt alkalmazásával egységvektorok olyan (xn)
sorozata definiálható, hogy mindegyikük egységnyi távolságra van a megelő-
zőek által generált altértől.

(d) Hasonlósági meggondolásokkal elegendő a B zárt egységgömböt
vizsgálni. A (c)-ben konstruált sorozat B-beli, de egyetlen részsorozata sem
Cauchy-féle. �

*Megjegyzés. Kottman54 megmutatta, hogy (c)-ben szigorú egyenlőt-
lenség is elérhető. Jegyezzük meg, hogy ha (xn) ortonormált sorozat vala-
mely euklideszi térben, akkor ‖xm − xn‖ =

√
2 minden m �= n-re.

14.8. * Nyı́lt leképezések és zárt gráfok

Az itt ismertetett eredmények fontos szerepet játszanak többek között a
lineáris parciális differenciálegyenletek elméletében.55

54 Kottman 1975. Rövid bizonyı́tást ismertet Diestel 1984, 7. o.
55 Lásd például Hörmander 1963, 1983.
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14.26. Tétel. Legyen X és Y Banach-tér.

(a) (Nyı́lt leképezés tétel56) Ha A ∈ L(X,Y ) szuperjektı́v, akkor A min-
den X-beli nyı́lt halmazt Y -beli nyı́lt halmazba visz át.

(b) (Inverz leképezés tétel57) Ha A ∈ L(X,Y ) bijektı́v, akkor A−1 folyto-
nos.

(c) (Ekvivalens normák58) Legyen ‖·‖1 és ‖·‖2 két teljes norma a Z vek-
tortéren. Ha van olyan c konstans, hogy ‖z‖2 ≤ c‖z‖1 minden z ∈ Z-
re, akkor olyan C konstans is van, hogy ‖z‖1 ≤ C‖z‖2 minden z ∈ Z-
re.

(d) (Zárt gráf tétel59) Ha az A : X → Y lineáris leképezés {(x,Ax) :
x ∈ X} gráfja zárt X × Y -ban, akkor A folytonos.

Megjegyzés. Az utolsó tulajdonság megfordı́tása mindig igaz: ha X , Y
topologikus terek és f : X → Y folytonos függvény, akkor {(x, f(x)) :
x ∈ X} zárt X × Y -ban.

A felsorolt eredmények mindegyike a következő kulcsfontosságú segéd-
tételen alapul; az egyszerűség kedvéért Br-rel jelöljük a 0 középpontú r
sugarú (nyı́lt) gömböt X-ben és Y -ban is.

14.27. Lemma. Legyen A ∈ L(X,Y ), ahol X és Y Banach-terek. Ha
A szuperjektı́v, akkor van olyan r > 0, hogy Br ⊂ A(B1).

Bizonyı́tás. Először igazoljuk, hogy alkalmas r > 0-ra

B2r ⊂ A(B1). (14.9)

Minthogy A szuperjektı́v,

Y =
∞⋃
k=1

A(Bk) =
∞⋃
k=1

A(Bk).

A Baire-lemma (26. o.) alapján az A(Bk) halmazok valamelyike tartalmaz
gömböt, mondjuk Bs(y) ⊂ A(Bk). Akkor

Bs(−y) ⊂ −A(Bk) = A(Bk)

56 Schauder 1930.
57 Banach 1929.
58 Banach 1929.
59 Banach 1932.
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78 14. Banach-terek

is teljesül. Ha x ∈ Bs, akkor x ± y ∈ Bs(±y) ⊂ A(Bk). Felhasználva
A(Bk) konvexitását, innen

x =
(x+ y) + (x− y)

2
∈ A(Bk).

Tehát Bs ⊂ A(Bk), ahonnan hasonlósági meggondolással (14.9) r := s/2k-
val adódik.

Rögzı́tsünk most egy tetszőleges y ∈ Br pontot. Olyan x ∈ B1-et
kell találnunk, amelyre Ax = y. Jegyezzük meg ehhez, hogy hasonlósági
meggondolásból (14.9) maga után vonja a következő általánosabb relációkat:

B21−nr ⊂ A(B2−n), n = 1, 2, . . .

Ezeket felhasználva rekurzióval olyan X-beli x1, x2, . . . sorozatot konstru-
álhatunk, hogy

‖xn‖ <
1
2n

és ‖y −A(x1 + · · ·+ xn)‖ <
r

2n

minden n-re. Akkor a
∑

xn sor konvergál valamely x ∈ B1 ponthoz, és A
folytonossága miatt Ax =

∑
Axn = y. �

A 14.26 tétel bizonyı́tása.
(a) Adott X-beli U nyı́lt halmazhoz és x ∈ U ponthoz olyan s > 0-t

kell találnunk, hogy Bs(Ax) ⊂ A(U). Rögzı́tsünk olyan ε > 0-t, amelyre
Bε(x) ⊂ U ; akkor s := rε megfelel. Alkalmazva ugyanis az előző lemmát

Bs(Ax) = Ax+Bs = Ax+ εBr ⊂ Ax+ εA(B1) = A(Bε(x)) ⊂ A(U).

(b) adódik (a)-ból a folytonosság nyı́lt halmazokkal való jellemzése mi-
att. 60

(c) Feltevésünk szerint az identikus leképezés folytonos (Z, ‖·‖1)-ről
(Z, ‖·‖2)-re, ı́gy (b) miatt izomorfizmus.

(d) Feltevésünk szerint az

‖x‖1 := ‖x‖+ ‖Ax‖
képlet teljes normát definiál X-en. Minthogy nyilvánvalóan ‖x‖ ≤ ‖x‖1,
(c) alapján van olyan C konstans, hogy ‖x‖1 ≤ C‖x‖ minden x ∈ X-re.
Így A folytonos, és ‖A‖ ≤ C − 1. �

60 Topológia, 2.9 állı́tás, 41. o.
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Reflexı́v terek esetén a fenti tételekre egyszerűbb bizonyı́tások is ad-
hatók. 61 Mutassuk be ezt az inverz leképezés tétel esetében:

Az inverz leképezés tétel bizonyı́tása, ha X reflexı́v. Mivel A szuper-
jektı́v, az

Fk := {Ax : ‖x‖ ≤ k} = A(Bk), k = 1, 2, . . .

halmazok befedik Y -t. Fogadjuk el egy pillanatra, hogy e halmazok zártak.
Akkor legalább az egyikük tartalmaz gömböt a Baire-lemma szerint, mond-
juk Br(y) ⊂ Fk. Ebből következik, hogy

‖A−1x‖ ≤ k minden x ∈ Br(y)-ra,

és ı́gy
‖A−1x‖ ≤ k + ‖A−1y‖ minden x ∈ Br(0)-ra.

Következésképpen ‖A−1‖ ≤ r−1(k + ‖A−1y‖).
Mutassuk meg, hogy mindegyik Fk zárt. Ha ‖xn‖ ≤ k és Axn →

y ∈ Y , akkor X reflexivitása miatt létezik gyengén konvergens xnk
⇀ x

részsorozat, és ‖x‖ ≤ k a gyenge konvergencia egyik alaptulajdonsága sze-
rint. Akkor A folytonossága miatt Axn ⇀ Ax (ez a definı́cióból egyene-
sen következik), tehát y = Ax ∈ Fk a gyenge határérték egyértelműsége
alapján. �

Csak egy alkalmazást adunk itt e tételekre:

14.28. Állı́tás. (Hellinger–Toeplitz62) Legyen A,B : H → H két lineáris
leképezés a H Hilbert-térben. Ha

(Ax, y) = (x,By)

minden x, y ∈ H-ra, akkor A és B folytonos.

Bizonyı́tás. Az A leképezés folytonosságához (B esete analóg) elég
megmutatni, hogy xn → x és Axn → z esetén z = Ax. Akkor ugyanis
alkalmazhatjuk a zárt gráf tételt.

Az (Axn, y) = (xn, By) egyenlőségből n→∞ esetén

(z, y) = (x,By), vagyis (Ax− z, y) = 0

adódik minden y ∈ H-ra. Az y := Ax − z választással a keresett Ax = z
egyenlőség adódik. �

61 O. Gebuhrer személyes közlése.
62 Hellinger–Toeplitz 1910 (321–327. o.), Stone 1932.
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80 14. Banach-terek

Megjegyzés. A zárt gráf tétel helyett alkalmazhatjuk a Banach–Stein-
haus tételt is. Jelöljük F -fel H zárt egységgömbjét, és vezessük be minden
y ∈ F -re a

ϕy(x) := (x,By)
képlettel értelmezett ϕy lineáris funkcionált; nyilván ‖ϕy‖ = ‖By‖.

E lineáris funkcionálok rendszere pontonként korlátos, hiszen tetszőleges
rögzı́tett x ∈ H esetén

|ϕy(x)| = |(Ax, y)| ≤ ‖Ax‖ · ‖y‖ ≤ ‖Ax‖
minden y ∈ F -re. A Banach–Steinhaus tétel szerint e rendszer egyenletesen
is korlátos, és ı́gy

‖B‖ = sup
y∈F
‖By‖ = sup

y∈F
‖ϕy‖ <∞.

14.9. * Folytonos és kompakt operátorok

Akárcsak a Hilbert-terek esetén, az adjungált lineáris leképezés beveze-
tése most is megkönnyı́ti a folytonosság és a gyenge konvergencia kapcsola-
tának a megvilágı́tását.

Definı́ció. Legyenek X és Y normált terek. A folytonos lineáris A ∈
L(X,Y ) leképezés adjungáltján 63 az

A∗ϕ := ϕA, ϕ ∈ Y ′

képlettel értelmezett A∗ : Y ′ → X ′ lineáris leképezést értjük.

Megjegyzések.
• Ha X = Y Hilbert-tér, akkor X ′-t és X-et azonosı́tva a Riesz–

Fréchet tétel alapján visszajutunk az előző fejezetbeli definı́cióhoz.
• A skaláris szorzattal való analógia hangsúlyozására gyakran ı́rnak

ϕ(x) helyett 〈ϕ, x〉-et; ekkor az adjungált definı́ciója átı́rható a
következő alakba:

〈A∗ϕ, x〉 = 〈ϕ,Ax〉 minden x ∈ X-re.

14.29. Állı́tás. Legyenek X , Y és Z normált terek.

(a) Ha A ∈ L(X,Y ), akkor A∗ ∈ L(Y ′, X ′) és ‖A∗‖ = ‖A‖.
(b) Az A �→ A∗ leképezés lineáris izometria.

63 Riesz 1910, Banach 1929, Schauder 1930.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



14.9. * Folytonos és kompakt operátorok 81

(c) Ha B ∈ L(X,Y ) és A ∈ L(Y,Z), akkor (AB)∗ = B∗A∗.

(d) Ha A ∈ L(X,Y ) invertálható, akkor A∗ ∈ L(Y ′, X ′) is invertálható,
és

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Bizonyı́tás. Csak az ‖A∗‖ = ‖A‖ egyenlőség nem nyilvánvaló. A min-
den ϕ ∈ X ′-re érvényes

‖A∗ϕ‖ = ‖ϕA‖ ≤ ‖ϕ‖ · ‖A‖
becslésből következik, hogy ‖A∗‖ ≤ ‖A‖.

A fordı́tott irányú egyenlőtlenség igazolására válasszunk minden nem-
nulla x ∈ X vektorhoz olyan ϕ ∈ X ′ funkcionált, amelyre ‖ϕ‖ = 1 és
ϕ(Ax) = ‖Ax‖. Ez a 14.12 következmény (55. o.) szerint lehetséges. Ak-
kor

‖Ax‖ = ϕ(Ax) = (A∗ϕ)x ≤ ‖A∗‖ · ‖ϕ‖ · ‖x‖ = ‖A∗‖ · ‖x‖,
és innen ‖A‖ ≤ ‖A∗‖. �

Általánosı́tsuk most a folytonos lineáris operátorok Hilbert-terekbeli jel-
lemzését, majd a teljesen folytonos operátorokat.

14.30. Állı́tás. Legyenek X , Y normált terek és A : X → Y lineáris
leképezés. A következő tulajdonságok ekvivalensek:

(a) van olyan M konstans, hogy ‖Ax‖ ≤M‖x‖ minden x ∈ X-re;

(b) korlátos halmazokat A korlátos halmazokba visz át;

(c) teljesen korlátos halmazokat A teljesen korlátos halmazokba visz át;

(d) ha xn → x, akkor Axn → Ax;

(e) ha xn ⇀ x, akkor Axn ⇀ Ax;

(f) ha xn → x, akkor Axn ⇀ Ax.

Bizonyı́tás. Felhasználva a 14.17 (62. o.) és 14.29 állı́tásokat szó szerint
megismételhető a 13.15 állı́tás bizonyı́tása (29. o.). �

*Példa. Az i : �p → �q beágyazások minden 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ esetén
folytonosak. Ehhez elég belátni, hogy ha ‖x‖p ≤ 1, akkor ‖x‖q ≤ 1. De
‖x‖p ≤ 1 esetén |xn| ≤ 1 minden n-re, és innen q <∞ esetén

‖x‖qq =
∞∑
n=1

|xn|q ≤
∞∑
n=1

|xn|p = ‖x‖pp ≤ 1,

mı́g a q =∞ eset már az |xn| ≤ 1 egyenlőtlenségekből következik.
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82 14. Banach-terek

Azt is beláttuk, hogy ‖i‖ ≤ 1. Mivel ‖x‖p = ‖x‖q > 0 minden olyan
vektorra, amelynek csak egy nem-nulla komponense van, valójában ‖i‖ = 1.

Definı́ció. Legyen X és Y Banach-tér. Az A : X → Y lineáris leképe-
zés teljesen folytonos vagy kompakt64, ha a következő két ekvivalens feltétel
valamelyike teljesül:

(a) minden korlátos X-beli (xn) sorozatra van (Axn)-nek Y -ban kon-
vergens részsorozata;

(b) korlátos halmazokat A teljesen korlátos halmazokba visz át.

*Megjegyzések.
• A két feltétel ekvivalenciája Y teljességéből következik: lásd a

13.17 állı́tás bizonyı́tását, 30. o.
• Ha A teljesen folytonos, akkor folytonos is, mert

xn ⇀ x =⇒ Axn → Ax; (14.10)

a 13.17 állı́tásbeli bizonyı́tás érvényben marad.
• Megfordı́tva, reflexı́v X terek esetén a (14.10) tulajdonságból kö-

vetkezik, hogy A teljesen folytonos: a 13.17 állı́tásbeli bizonyı́tás
megismételhető. A reflexivitás feltétele lényeges: például az X =
�1 tér identikus leképezése nem teljesen folytonos (lásd a 14.25
állı́tást, 75. o.), pedig eleget tesz (14.10)-nek, hiszen �1-ben a 14.19
állı́tás alapján (64. o.) az erős és gyenge konvergencia azonos.

Példák.
• Ha Y véges dimenziós, akkor minden A ∈ L(X,Y ) leképezés

teljesen folytonos, hiszen Y -ban a korlátos és teljesen korlátos hal-
mazok azonosak. 65

• Ha X végtelen dimenziós, akkor az I : X → X identikus leképezés
nem teljesen folytonos a 14.25 állı́tás szerint.

• Az i : �p → �q beágyazások semmilyen 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ esetén
sem teljesen folytonosak: az (en) sorozat korlátos �p-ben, de nincs
konvergens részsorozata �q-ban, mert ‖en − em‖q ≥ 1 minden
n �= m-re.

A 13.19 állı́tás (31. o.) bizonyı́tásának adaptálásával igazolható66 a

64 Hilbert 1906, Riesz 1917.
65 Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
66Az első két tulajdonságot az imént újra beláttuk.
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14.9. * Folytonos és kompakt operátorok 83

14.31. Állı́tás.

(a) Minden teljesen folytonos lineáris leképezés folytonos is.

(b) Ha dim Y < ∞, akkor minden A ∈ L(X,Y ) leképezés teljesen folyto-
nos.

(c) Legyenek X , Y , Z Banach-terek, és B ∈ L(X,Y ), A ∈ L(Y,Z). Ha A
vagy B teljesen folytonos, akkor AB is teljesen folytonos.

(d) A teljesen folytonos A : X → Y lineáris leképezések zárt alteret alkot-
nak L(X,Y )-ban.

Befejezésül igazoljunk egy mélyebb eredményt:

14.32. *Állı́tás. (Schauder67) Ha A ∈ L(X,Y ) teljesen folytonos, akkor
A∗ ∈ L(Y ′, X ′) is teljesen folytonos.

Bizonyı́tás. Ha Y -t teljessé tesszük, akkor Y ′ és A∗ ∈ L(Y ′, X ′) nem
változik; feltehetjük tehát, hogy Y teljes. Legyen ∆ korlátos halmaz Y ′-ben:
‖ϕ‖ ≤ L minden ϕ ∈ ∆-ra. Meg kell mutatnunk, hogy

{A∗ϕ : ϕ ∈ ∆} = {ϕ ◦A : ϕ ∈ ∆}
teljesen korlátos X ′-ben. Bevezetve X zárt F egységgömbjét, X ′ normájának
a definı́ciója miatt ez ekvivalens azzal, hogy

{ϕ ◦A|F : ϕ ∈ ∆}
teljesen korlátos Cb(F )-ben, illetve azzal, hogy

{ϕ|A(F ) : ϕ ∈ ∆}

teljesen korlátos Cb(A(F ))-ben. Bevezetve végül a K := A(F ) halmazt, az
utóbbi tulajdonság azzal is ekvivalens, hogy

{ϕ|K : ϕ ∈ ∆} (14.11)

teljesen korlátos Cb(K)-ban.
Vegyük észre, hogy Y teljes és A teljesen folytonos lévén a K halmaz

kompakt Y -ban. Figyeljük meg továbbá, hogy

|ϕ(x)| ≤ L‖A‖ és |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ L‖x− y‖
minden ϕ ∈ ∆ és x, y ∈ K esetén. Következésképpen a (14.11) függ-
vényrendszer egyenletesen korlátos és egyformán folytonos. Alkalmazva a

67 Schauder 1930.
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klasszikus Arzelà-Ascoli tételt68 a (14.11) függvényrendszer teljesen korlá-
tos. �

14.10. * Fredholm-Riesz elmélet

Az alkalmazásokban gyakran találkozunk I − K alakú operátorokkal,
ahol K teljesen folytonos operátor. 69 Ebben a fejezetben megvilágı́tjuk
ezek struktúráját.

Definı́ció. Az X vektortér az N és R alterek direkt összege, jelben X =
N ⊕R, ha

X = N +R és N ∩R = {0}.
Megjegyzés. Ha X = N ⊕ R, akkor dim N = dim X/R, ahol X/R

az y + R, y ∈ N ekvivalenciaosztályok által alkotott faktortért jelöli.
Könnyen ellenőrizhető ugyanis, hogy az y �→ y + R lineáris leképezés bi-
jekció N és X/R között.

Ebben a fejezetben az A lineáris leképezés magját és értékkészletét N(A)-
val és R(A)-val jelöljük.

14.33. Tétel. (Riesz70) Legyen X Banach-tér, K ∈ L(X,X) teljesen foly-
tonos operátor és T = I −K. Van olyan X = N ⊕R felbontás, hogy

• N és R invariánsak T -re nézve;
• N véges dimenziós;
• R zárt, és a T |R leszűkı́tés R automorfizmusa;
• alkalmas C konstanssal

‖y‖+ ‖z‖ ≤ C‖y + z‖
minden y ∈ N -re és z ∈ R-re.

Továbbá alkalmas n ≥ 0 egészre N = N(T n), R = R(Tn), és

{0} = N(T 0) � · · · � N(Tn) = N(Tn+1) = . . . ,

X = R(T 0) � · · · � R(Tn) = R(Tn+1) = . . .

68 Lásd a 20.7 állı́tást, 227. o. A bizonyı́tásában csak a topológia alapfogalmait fogjuk
használni.

69 Például az elektrosztatikában: lásd Riesz–Szőkefalvi-Nagy 1988, §81.
70 Riesz 1917.
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Több lépésben járunk el.

14.34. Lemma. Minden n ≥ 0 egészre

(a) N(Tn) véges dimenziós altér;

(b) R(Tn) zárt altér.

Bizonyı́tás. Az n = 0 eset nyilvánvaló: T 0 = I folytán N(I) = {0}
és R(I) = X . Az n ≥ 2 eset visszavezethető az n = 1 esetre, mert Tn =
I −Kn, ahol

Kn = I − (I −K)n

= nK −
(
n

2

)
K2 +

(
n

3

)
K3 − · · ·+ (−1)n−1Kn

teljesen folytonos operátor. Tegyük fel ezentúl, hogy n = 1.

(a) I = K N(T )-n, vagyis N(T ) identikus leképezése teljesen folyto-
nos. Riesz lemmája alapján (75. o.) tehát N(T ) véges dimenziós.

(b) Meg kell mutatnunk, hogy ha

Txn → y X-ben, (14.12)

akkor y ∈ R(T ). Minden n-hez van olyan zn ∈ N(T ), hogy

‖xn − zn‖ ≤ 2 dist (xn, N(T ));

xn-et xn − zn-re cserélve (14.12) érvényben marad, és

‖xn‖ ≤ 2 dist (xn, N(T )). (14.13)

Fogadjuk el egy pillanatra, hogy az (xn) sorozat korlátos. Akkor van
olyan (xnk

) részsorozata, amelyre (Kxnk
) konvergens, mondjuk Kxnk

→
z. Ebből következik, hogy

xnk
= Txnk

+Kxnk
→ y + z,

tehát Txnk
→ T (y + z). Innen (14.12) miatt y = T (y + z) ∈ R(T ).

Ha az (xn) sorozat nem volna korlátos, akkor volna ‖xnk
‖ → ∞ tulaj-

donságú részsorozata. A (14.12), (14.13) tulajdonságok y = 0-val érvényben
maradnak, ha (xn)-t kicseréljük (xnk

/‖xnk
‖)-re; emellett ekkor még a kö-

vetkező is teljesül:
‖xn‖ = 1 minden n-re. (14.14)

Az előző gondolatmenet megismétlésével konvergens xnk
→ z részsoro-

zathoz jutunk. Mivel Txn → 0, innen Tz = 0, vagyis z ∈ N(T ). Másrészt
(14.14)-ből következik, hogy ‖z‖ = 1. A (14.13) becslést n = nk-ra alkal-
mazva, k →∞ esetén a lehetetlen 1 ≤ 0 egyenlőtlenséget kapjuk. �
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14.35. Lemma.

(a) Van olyan n ≥ 0 egész, hogy

{0} = N(T 0) � · · · � N(Tn) = N(Tn+1) = . . . (14.15)

(b) Az N(Tn) altér T -invariáns.

Bizonyı́tás.
(a) Ha N(T k) = N(T k+1) valamely k-ra, akkor N(T k+1) = N(T k+2),

mert

x ∈ N(T k+2)⇐⇒ Tx ∈ N(T k+1) = N(T k)⇐⇒ x ∈ N(T k+1).

Meg kell még mutatnunk, hogy létezik ilyen k.
Az ellenkező esetben a 14.25 állı́tás (75. o.) felhasználásával olyan (xn)

sorozatot konstruálhatnánk, hogy

xn ∈ N(Tn) és ‖xn‖ = dist (xn, N(Tn−1)) = 1

minden n = 1, 2, . . . -re. Akkor (xn) korlátos, de (Kxn)-nek nincs konver-
gens részsorozata, hiszen

‖Kxn −Kxm‖ ≥ 1 minden n > m-re.

Valóban,

Kxn −Kxm = xn − y,

ahol

y = xm − Txm + Txn ∈ N(Tn−1),

és innen

‖Kxn −Kxm‖ ≥ dist (xn, N(Tn−1)) = 1.

Ez ellentmond K kompaktságának.

(b) Ha x ∈ N(Tn), akkor Tx ∈ N(Tn+1) = N(Tn). �

14.36. Lemma.

(a) Van olyan r ≥ 0 egész, hogy

X = R(T 0) � · · · � R(T r) = R(T r+1) = . . . (14.16)

(b) Az R(T r) altér T -invariáns.

(c) T |R(T r) az R(T r) altér automorfizmusa (önmagára való izomorfizmusa).
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14.10. * Fredholm-Riesz elmélet 87

Bizonyı́tás.
(a) Ha R(T k) = R(T k+1) valamely k-ra, akkor R(T k+1) = R(T k+2),

ugyanis
R(T k+2) = TR(T k+1) = TR(T k) = R(T k+1).

Igazolnunk kell még, hogy létezik ilyen k.
Az ellenkező esetben a 14.25 állı́tás (75. o.) újbóli alkalmazásával olyan

(xn) sorozatot konstruálhatnánk, hogy

xn ∈ R(Tn), ‖xn‖ = 2 és dist (xn, R(Tn+1)) > 1

minden n = 0, 1, . . . -re. Akkor (xn) korlátos, de (Kxn)-nek nincs konver-
gens részsorozata, mert

‖Kxn −Kxm‖ > 1 minden n < m-re.

Valóban,
Kxn −Kxm = xn − y,

ahol
y = xm − Txm + Txn ∈ R(Tn+1),

és ı́gy
‖Kxn −Kxm‖ ≥ dist (xn, R(Tn+1)) > 1.

Ez ismét ellentmond K kompaktságának.

(b) Vegyük észre, hogy TR(T r) = R(T r+1) = R(T r).

(c) A T operátor R(T r)-re vett leszűkı́tése szuperjektı́v, mert

TR(T r) = R(T r+1) = R(T r).

Innen adódik, hogy T k|R(T r) is szuperjektı́v minden k ≥ 0-ra.
A T operátor R(T r)-re vett leszűkı́tése injektı́v is. Legyen ugyanis x ∈

R(T r) és Tx = 0. Tekintsük az előző lemmabeli n-et. A szuperjektivitás
alapján van olyan y ∈ R(T r), hogy x = Tny. Ekkor 0 = Tx = Tn+1y,
tehát y ∈ N(Tn+1) = N(Tn). Következésképpen x = Tny = 0.

A T |R(T r) operátor inverze folytonos. Tegyük fel ugyanis indirekt, hogy
van olyan R(T r)-beli (xn) sorozat, amelyre Txn → 0, és ‖xn‖ = 1 minden
n-re. Minthogy K kompakt, található Kxnk

→ z konvergens részsorozat.
Akkor xnk

= Txnk
+Kxnk

→ z. Itt z ∈ R(T r), mert R(T r) zárt,

‖z‖ = lim‖xnk
‖ = 1 és Tz = limTxnk

= 0.

Ez ellentmond T |R(T r) injektivitásának. �
A következő lemma befejezi a 14.33 tétel bizonyı́tását.
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14.37. Lemma.
(a) A fent bevezetett n és r számok egyenlők.

(b) X = R(Tn)⊕N(Tn).
(c) Létezik olyan C konstans, hogy

‖y‖+ ‖z‖ ≤ C‖y + z‖
minden y ∈ N(Tn) és z ∈ R(Tn) esetén.

Bizonyı́tás.
(a) Ha T r+1x = 0, akkor T rx ∈ R(T r) és T (T rx) = 0, tehát T rx = 0

a T |R(T r) operátor injektivitása miatt. Így N(T r+1) ⊂ N(T r), ahonnan
valójában N(T r+1) = N(T r). Tehát r ≥ n.

Ha Tnx ∈ R(Tn), akkor Tn+rx ∈ R(Tn+r) ⊂ R(T r), létezik tehát az
előző lemma alapján olyan y ∈ R(T r), hogy Tn+r+1y = Tn+rx. Akkor

x− Ty ∈ N(Tn+r) = N(Tn),

ahonnan Tnx = Tn+1y ∈ R(Tn+1). Innen R(Tn) ⊂ R(Tn+1), és ı́gy
valójában R(Tn) = R(Tn+1). Tehát n ≥ r.

(b) Minthogy T r injektı́v R(T r)-en, R(T r) ∩ N(T r) = {0}. Másrészt
tetszőlegesen adott x ∈ X-re T rx ∈ R(T r), tehát van olyan u ∈ R(T r) az
előző lemma alapján, amelyre T 2ru = T rx. Akkor y := T ru ∈ R(T r) és
z := x− T ru ∈ N(T r).

(c) A (b)-beli jelölést használva a T rx �→ u lineáris leképezés folytonos
az előző lemma (c) része miatt. Ekkor T r folytonossága alapján a Px := y
képlettel értelmezett P : X → R(T r) vetı́tés is folytonos. De akkor a
Qx := z képlettel értelmezett Q : X → N(T r) vetı́tés is folytonos, hiszen
Q = I − P . Innen a kı́vánt becslés C := ‖P‖+ ‖Q‖-val adódik. �

A tétel első alkalmazásaként tanulmányozzuk a teljesen folytonos ope-
rátorok spektrumát.

Definı́ció. Az A ∈ L(X,X) operátor ρ(A) rezolvens halmaza azokból
a λ valós számokból áll, amelyekre A−λI invertálható, vagyis létezik olyan
B ∈ L(X,X) operátor, hogy

(A− λI)B = B(A− λI) = I.

A rezolvens halmaz σ(A) := R\ρ(A) komplementumát A spektrumának
hı́vjuk.71

71 Hilbert 1906.
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Példák.
• A spektrum minden sajátértéket tartalmaz.
• Ha X véges dimenziós, akkor A spektruma pontosan a sajátérté-

kekből áll.
• Az első kötetbeli 7.6 állı́tás (a) része alapján (158. o.)72 σ(A)

minden A ∈ L(X,X) operátorra a [−‖A‖, ‖A‖] intervallum zárt
részhalmaza.

• Tekintsük X = �2-ben a J(x1, x2, . . . ) := (x2, x3, . . . ) képlettel
értelmezett jobbra tolást. Igazolható, hogy J sajátértékeinek a
halmaza (−1, 1). Mivel ‖J‖ = 1, az előző megjegyzés alapján
σ(J) = [−1, 1]. 73

• Tekintsük X = �2-ben a B(x1, x2, . . . ) := (0, x1, x2, . . . ) képlettel
értelmezett balra tolást. Ismét igazolható, hogy ‖B‖ = 1 és σ(B) =
[−1, 1]. Viszont B-nek nincs sajátértéke. 74

14.38. Állı́tás. (Riesz75) Legyen K teljesen folytonos operátor az X Ba-
nach-térben.

(a) Ha λ ∈ σ(K) és λ �= 0, akkor λ sajátértéke K-nak.

(b) A K operátor sajátalterei lineárisan függetlenek.

(c) A K operátor spektruma megszámlálható.

(d) Ha K-nak végtelen sok sajátértéke van, akkor ezek sorozata nullához
tart.

Bizonyı́tás.
(a). Alkalmazzuk a 14.33 tételt T := I − λ−1K-re I − K helyett.

Mivel T nem izomorfizmus X-en, R(Tn) �= X , tehát n ≥ 1. De akkor
N(T ) �= {0}, úgyhogy λ sajátértéke K-nak.

(b). Tegyük fel indirekt, hogy léteznek páronként különböző λ1, . . . ,
λm sajátértékekhez tartozó, lineárisan összefüggő x1,. . . , xm sajátvektorok.
Válasszunk olyan rendszert, amelyre m minimális, és tekintsünk egy nem-
triviális

x := c1x1 + · · ·+ cmxm = 0
lineáris kombinációt. Akkor (A− λmI)x = 0, vagyis

c1(λ1 − λm)x1 + · · ·+ cm−1(λm−1 − λm)xm−1 = 0.

72 Ennek az igazolásakor csak a Topológiabeli 1.9 fixponttételt (17. o.) használtuk fel.
73 (n−1) /∈ R(J − I) és ((−1)nn−1) /∈ R(J + I).
74 J − λI egyetlen λ ∈ [−1, 1]-re sem szuperjektı́v, ugyanis e1 /∈ R(B − λI).
75 Riesz 1917.
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Ez azonban ellentmond m minimalitásának.

(c) és (d). Elég megmutatnunk, hogy tetszőleges rögzı́tett ε > 0-ra csak
véges sok |λ| > ε tulajdonságú sajátérték lehet. Tegyük fel indirekt, hogy
létezik páronként különböző, ε-nál nagyobb abszolút értékű sajátértékeknek
egy végtelen (λn) sorozata. Legyen M0 := {0}, és jelöljük Mn-nel a λ1,. . . ,
λn-hez tartozó sajátalterek összegét, n = 1, 2, . . . A (b) tulajdonság miatt
Mn−1 valódi altere Mn-nek, továbbá nyilván

(λnI −K)Mn ⊂Mn−1.

A 14.25 állı́tást (75. o.) alkalmazva minden n ≥ 1-re rögzı́tsünk egy
olyan xn ∈Mn pontot, hogy

‖xn‖ = dist (xn,Mn−1) = 1.

A (λ−1
n xn) sorozat korlátos lévén (K(λ−1

n xn))-nek van konvergens részso-
rozata. Ez azonban lehetetlen, mert

‖K(λ−1
n xn)−K(λ−1

m xm)‖ ≥ 1

minden n > m-re. Ez xn választásából következik, hiszen

K(λ−1
n xn)−K(λ−1

m xm) = xn − y,

ahol
y = λ−1

n (λnI −K)xn + λ−1
m Kxm ∈Mn−1. �

Tanulmányozzuk most az

x−Kx = y és ϕ−K∗ϕ = ψ

egyenleteket, ahol K kompakt operátor. A következő tétel messzemenően
általánosı́tja a 13.24 állı́tást (38. o.):

14.39. Tétel. (Fredholm alternatı́va76) Ha K kompakt operátor az X
Banach-térben, akkor

(a) R(I −K) = N(I −K∗)⊥;

(b) R(I −K∗) = N(I −K)⊥;

(c) dim N(I −K∗) = dim N(I −K);
(d) N(I −K) = {0} ⇐⇒ R(I −K) = X .

76 Fredholm 1900, 1903, Riesz 1917, Hildebrandt 1928, Schauder 1930.
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14.10. * Fredholm-Riesz elmélet 91

Bizonyı́tás. Legyen T = I −K, akkor T ∗ = I −K∗.
(a) Minden ϕ ∈ X ′-re fennáll a következő ekvivalenciasorozat:

ϕ ∈ R(T )⊥ ⇐⇒ 〈ϕ, Tx〉 = 0 minden x ∈ X-re

⇐⇒ 〈T ∗ϕ, x〉 = 0 minden x ∈ X-re

⇐⇒ ϕ ∈ N(T ∗).

Minthogy R(T ) zárt, a 14.9 következményt (53. o.) alkalmazva a keresett
egyenlőséget nyerjük:

R(T ) = R(T ) = R(T )⊥⊥ = N(T ∗)⊥.

(b) Ha ϕ = T ∗ψ ∈ R(T ∗) és x ∈ N(T ), akkor

〈ϕ, x〉 = 〈T ∗ψ, x〉 = 〈ψ, Tx〉 = 〈ψ, 0〉 = 0.

Tehát R(T ∗) ⊂ N(T )⊥.
A fordı́tott tartalmazási reláció igazolásához rögzı́tsünk egy olyan Z al-

teret N(Tn)-ben, hogy N(Tn) = N(T ) ⊕ Z, és legyen Y := Z + R(Tn).
A 14.33 tétel (84. o.) alapján T |Y : Y → R(T ) izomorfizmus.

Ha ϕ ∈ N(T )⊥, akkor ϕ◦ (T |Y )−1 folytonos lineáris funkcionál R(T )-
n. A Helly–Hahn–Banach tétel (54. o.) alapján kiterjeszthető tehát alkalmas
ψ ∈ X ′ funkcionállá. Akkor T ∗ψ = ϕ, mert

〈T ∗ψ, x〉 = 〈ψ, Tx〉 = ϕ(T |Y )−1Tx = ϕ(x)

minden x ∈ X-re. Tehát N(T )⊥ ⊂ R(T ∗).

(c) Legyen T ′ = T |N(Tn), és legyen M olyan altere N(Tn)-nek, hogy

N(Tn) = R(T ′)⊕M.

Akkor X = R(T ) ⊕M , mert X = N(Tn) ⊕ R(Tn) és R(Tn) ⊂ R(T ).
Következésképpen dim M = dim X/R(T ).

Figyeljük meg, hogy dim N(T ′) = dim M , mert N(Tn) véges di-
menziós, és hogy N(T ′) = N(T ), mert N(T ) ⊂ N(Tn). Következésképpen

dim N(T ) = dim M = dim X/R(T ). (14.17)

Jegyezzük meg, hogy N(T ∗) véges dimenziós, ugyanis T ∗ = I − K∗
és K∗ teljesen folytonos Schauder tétele alapján (83. o.). Vegyünk fel egy
ϕ1,. . . , ϕm bázist N(T ∗)-ben, majd válasszunk olyan x1,. . . , xm vektorokat
X-ben, hogy ϕi(xj) = δij . Fogadjuk el egyelőre, hogy X = R(T ) ⊕M ′,
ahol M ′ az x1,. . . , xm által generált altér. Akkor

dim N(T ∗) = m = dim M ′ = dim X/R(T ), (14.18)

és a dimN(T ) = dimN(T ∗) egyenlőség (14.17)-ből és (14.18)-ből adódik.
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Hátra van az

X = R(T ) +M ′ és R(T ) ∩M ′ = {0}
összefüggések igazolása. Tetszőlegesen adott x ∈ X-hez tekintsük az

y := ϕ1(x)x1 + · · ·+ ϕm(x)xm ∈M ′

vektort. Akkor minden i = 1, . . . ,m-re fennáll a

ϕi(x− y) = ϕi(x)−
m∑
j=1

ϕj(x)ϕi(xj) = ϕi(x)−
m∑
j=1

ϕj(x)δij = 0

egyenlőség, úgyhogy x − y ∈ N(T ∗)⊥ = R(T ). Ez mutatja, hogy X =
R(T ) +M ′.

Másrészt, ha x ∈ R(T ) ∩M ′, akkor alkalmas ci együtthatókkal x =
c1x1 + · · ·+ cmxm, és ϕi(x) = 0 minden i = 1, . . . ,m-re. Ezért

0 = ϕi(x) =
m∑
j=1

cjϕi(xj) =
m∑
j=1

cjδij = ci

minden i-re, tehát x = 0.

(d) következik (a)-ból és (c)-ből. �

14.11. * A komplex eset

Felsoroljuk a szükséges módosı́tásokat komplex normált terek esetén.

14.1 szakasz. Az �p, c0, C(I,C) és Lp(I) terek definı́ciója analóg, csak
valós helyett komplex számsorozatokat, illetve komplex értékű függvényeket
tekintünk. Az összes eredmény érvényben marad; a Banach-algebrák definı́-
ciójában α tetszőleges komplex szám lehet.

14.2 szakasz. A hipersı́kok definı́ciójában, valamint a 14.4 és 14.6 lem-
mákban X-et valós vektortérnek illetve normált térnek tekintjük. A 14.5
lemma a komplex esetben is érvényben marad: a bizonyı́tás utolsó sorában
azt kapjuk, hogy ϕ(U) a komplex sı́k egységkörének a belsejébe esik.

A 14.7 tétel kimondásában ϕ(a) és ϕ(b) helyett azok valós része: �ϕ(a)
és �ϕ(b) ı́randó. Az eredmény a valós esetből következik, mivel a ψ := �ϕ
megfeleltetés bijekció a komplex és valós lineáris funkcionálok között: a
leképezés inverze a

ϕ(x) := ψ(x)− iψ(ix)
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képlettel adható meg.77 A 14.9 és 14.10 következmények érvényben marad-
nak.

14.3 szakasz. A 14.11 tétel és a 14.12 következmény érvényben marad,
csak a tétel megfogalmazásában kell C-t ı́rni R helyett. A bizonyı́tásban
először ϕ valós részét terjesztjük ki a valós tétel alkalmazásával, majd a
kapott ψ valós funkcionált a fenti képlet segı́tségével komplexifikáljuk. Ak-
kor kı́vánt tulajdonságú komplex kiterjesztéshez jutunk, mert a komplexi-
fikálás nem változtatja meg a normát. Valóban, egyrészt a képletből azonnal
következik, hogy ‖ψ‖ ≤ ‖ϕ‖. Másrészt bármely x ∈ X ponthoz létezik
olyan λ komplex szám, hogy |λ| = 1 és λϕ(x) = |ϕ(x)|. Akkor

|ϕ(x)| = ϕ(λx) = ψ(λx) ≤ ‖ψ‖ · |λx| = ‖ψ‖ · |x|,
tehát ‖ϕ‖ ≤ ‖ψ‖.

14.4 szakasz. Minden eredmény és bizonyı́tás érvényben marad, ha a
komplex számok előjelét a sign 0 := 0, y �= 0 esetén pedig a sign y := |y|/y
képlettel értelmezzük. A j : �q → (�p)′ leképezés továbbra is lineáris. Ha
vissza akarjuk kapni a Riesz–Fréchet tételt a p = 2 esetben, akkor célszerű
j-t inkább a

(jy)(x) = ϕy(x) :=
∞∑
n=1

xnyn

formulával definiálni; akkor j : �q → (�p)′ antilineáris.

14.5 szakasz. Mindössze a 14.15 állı́tás bizonyı́tásában kell minden e-
gyenlőtlenségben ϕ helyett �ϕ-t ı́rni.

14.6 szakasz. Nincs szükség változtatásra.

14.7 szakasz. A 14.24 állı́tás kimondásában és a (b) =⇒ (c) implikáció
bizonyı́tásában ϕ helyett �ϕ-t ı́randó.

14.8-14.10 szakaszok. Az eredmények és a bizonyı́tások érvényben ma-
radnak. A ρ(A) rezolvens halmaz most definı́ció szerint azon komplex λ
számokból áll, amelyekre A − λI invertálható, A spektruma pedig ennek a
C-beli komplementer halmaza.

77 Ezt a komplexifikációs lehetőséget Murray 1937, Bohnenblust–Sobczyk 1938,
valamint Szuhomlinov [Soukhomlinov] 1938 fedezték fel.
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15. fejezet
Lokálisan konvex terek

Sokkal több képzelőerő volt Arkhimédész fejében, mint Homéroszéban.

Voltaire

Az előző fejezetekben meggyőződhettünk a gyenge konvergencia hasz-
nosságáról. Elméleti szempontból kielégı́tőbb volna ezt a konvergenciát al-
kalmas normából származtatni. Véges dimenzióban bármely norma megfelel
erre a célra, hiszen a gyenge és erős konvergencia azonos. Végtelen di-
menzióban azonban a helyzet gyökeresen megváltozik: fennáll például a

15.1. *Állı́tás. Végtelen dimenziós Hilbert-térben a gyenge konvergen-
cia sohasem metrizálható. 1

Bizonyı́tás. Rögzı́tsünk egy e1, e2,. . . ortonormált sorozatot, és tekintsük
az

A := {em +men : n > m ≥ 1}.
halmazt. Határozzuk meg az A-beli gyengén konvergens sorozatok határér-
tékeinek Ã halmazát. Ha az A-beli (xk) = (emk

+mkenk
) sorozat gyengén

konvergál H-ban, akkor korlátos, és ı́gy az egészekből álló (mk) számsorozat
is korlátos. Ha az (mk) sorozat végtelen sokszor felvenne két különböző,
mondjuk m < m′ értéket, akkor a k �→ (xk, em) sorozat végtelen sokszor
felvenné a 0 és 1 értékeket is, ellentmondva (xk) gyenge konvergenciájának.
Tehát az (mk) sorozat valahonnan kezdve egy m konstanssal egyenlő. Ha
most az (nk) sorozat végtelen sokszor felvesz valamely n értéket, akkor
szükségképpen xk ⇀ em+men, hiszen (xk)-nak van konstans (em+men)
részsorozata. Ellenkező esetben nk →∞, és akkor xk ⇀ em. Összefoglalva
megállapı́thatjuk, hogy

Ã = A ∪ {em : m = 1, 2, . . . }.
1 Neumann 1929–30.
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Ha a gyenge konvergencia metrizálható volna, akkor Ã az A halmaz
lezárása volna, és ı́gy minden Ã-beli gyengén konvergens sorozat határértéke
is Ã-hoz tartozna. Márpedig (em) ⊂ Ã, és em ⇀ 0 /∈ Ã. �

Gyakran előfordulnak az analı́zisben hasonló, nem-metrizálható konver-
genciafogalmak. Szerencsére ezek többsége legalábbis ,,topologizálható”. A
jelen esetben ez a törekvés elvezet a normált terek fontos általánosı́tásához:
a lokálisan konvex terekhez. Minthogy e terek gyakran nem metrizálhatók,
ebben a fejezetben sorozatok helyett inkább az általánosabb hálókat 2 hasz-
náljuk.

15.1. Félnormacsaládok

Általánosı́tjuk a normált tereket.

Definı́ció. Az X vektortéren értelmezett p : X → R függvény félnorma,
ha minden x, y ∈ X-re és λ ∈ R-re teljesülnek a következő feltételek:

• p(x) ≥ 0,

• p(λx) = |λ| p(x),
• p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Példák.

• Minden norma félnorma.
• Ha ϕ lineáris funkcionál X-en, akkor |ϕ| félnorma.
• Általánosabban, ha A : X → Y lineáris leképezés és Y -beli q

félnorma, akkor q ◦A X-beli félnorma.
• Ha p félnorma és λ ≥ 0, akkor λp is félnorma.
• Ha p1,. . . , pn félnormák, akkor p1 + · · ·+ pn is félnorma.

Definı́ció. Az X vektortérben a középpontú gömbökön a

Bp,r(a) = Bp(a; r) := {x ∈ X : p(x− a) < r}

halmazokat értjük, ahol p X-beli félnorma és r > 0.

Megjegyzés. Könnyen látható, hogy minden gömb konvex.

2 Topológia, 2.5 szakasz, 54. o.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



96 15. Lokálisan konvex terek

Tekintsünk az X vektortéren egy nem-üres P félnormacsaládot. Jelöljük
P-sal azon X-beli q félnormák rendszerét, amelyekhez található véges sok
p1, . . . , pn ∈ P és olyan N pozitı́v szám, hogy

q ≤ N(p1 + · · · pn).
Jelöljük TP -vel a következő tulajdonságú U ⊂ X halmazok rendszerét: min-
den a ∈ U -hoz van olyan q ∈ P és r > 0, hogy

Bq(a; r) ⊂ U.

Könnyen igazolható a következő állı́tás; a részleteket az olvasóra hagyjuk.

15.2. Állı́tás.
(a) TP topológia X-en. A további állı́tások erre a topológiára vonatkoznak.

(b) A TP topológia pontosan akkor szeparált, ha minden nem-nulla x ∈ X
ponthoz van olyan p ∈ P , hogy p(x) �= 0.

(c) Tetszőleges sorozatra vagy hálóra xn → x ⇐⇒ p(xn − x) → 0
minden p ∈ P-re.

(d) Az összeadás és a számmal szorzás (vagyis az (x, y) �→ x+y és (λ, x) �→
λx függvény) folytonos.

(e) P pontosan a folytonos félnormákból áll.

(f) Egy X-beli lineáris funkcionál folytonos ⇐⇒ |ϕ| ∈ P .

(g) Egy Bq(a; r) gömb nyı́lt ⇐⇒ q ∈ P .

Definı́ció. Egy P félnormacsaládhoz rendelt TP topológiával ellátott X
vektorteret lokálisan konvex térnek nevezünk. 3

Példák.
• Egyetlen normából álló P család esetén visszajutunk a normált tér

fogalmához.
• Adott K halmaz esetén jelöljük F(K)-val az f : K → R függvé-

nyek vektorterét. Felruházva a

pt(f) := |f(t)|, f ∈ F(K)

félnormák családjához rendelt topológiával, ahol t végigfut K ele-
mein, F(K) szeparált lokálisan konvex tér, és az F(K)-beli kon-
vergencia a pontonkénti konvergencia:

fn → f F(K)-ban ⇐⇒ fn(t)→ f(t) minden t ∈ K-ra.

3 Neumann 1935. A terminológiára a 15.24 állı́tás ad majd magyarázatot, 117. o.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



15.1. Félnormacsaládok 97

Hamarosan látni fogjuk, hogy F(K) nem mindig normálható.

Általánosı́tsuk a normált térbeli korlátos halmaz fogalmát:

Definı́ció. A P félnormacsalád által definiált X lokálisan konvex térben
az A halmaz korlátos, ha minden p ∈ P félnorma korlátos A-n.

Megjegyzések.
• Ha A korlátos, akkor minden p ∈ P folytonos félnorma is korlátos

A-n.
• Minthogy egy folytonos félnorma minden kompakt halmazon kor-

látos 4, lokálisan konvex tér kompakt halmazai mindig korlátosak.
Innen következik5, hogy szeparált lokálisan konvex térben minden
kompakt halmaz korlátos és zárt. Emlékeztetünk arra is 6, hogy
a fordı́tott irányú implikáció végtelen dimenziós normált terekben
sosem teljesül.

Az utolsó megjegyzésünk aláhúzza a következő eredmény érdekességét:

15.3. *Állı́tás.
(a) Tetszőleges K-ra az F(K)-beli halmazok pontosan akkor kompaktak,

ha korlátosak és zártak.

(b) Végtelen K halmaz esetén F(K) nem normálható.

Bizonyı́tás.
(a) Minthogy F(K) szeparált lokálisan konvex tér, elég megmutatnunk,

hogy ha C korlátos és zárt F(K)-ban, akkor kompakt.
Minthogy C korlátos F(K)-ban, a C(t) := {f(t) : f ∈ C} szám-

halmazok minden t ∈ K-ra korlátosak. Foglaljuk be mindegyik C(t)-t egy
Ft kompakt intervallumba. Az F :=

∏
t∈K Ft szorzattér Tyihonov tétele

értelmében kompakt. 7 Figyeljük meg, hogy topológiailagF(K) a
∏
t∈K Xt

szorzattér, ahol Xt = R minden t ∈ K-ra. Ezért F kompakt részhalmaza
F(K)-nak. Végül jegyezzük meg, hogy C zárt részhalmaza F -nek, tehát
kompakt. 8

(b) Elegendő (a) miatt arra hivatkoznunk, hogy végtelen dimenziós nor-
mált terekben a zárt gömbök korlátosak és zártak, de nem kompaktak. 9

4 Topológia, 2.20 tétel, 50. o.
5 Topológia, 2.17 állı́tás, 49. o.
6 Lásd a 14.25 állı́tást, 75. o.
7 Topológia, 2.22 tétel, 52. o.
8 Topológia, 2.16 állı́tás, 48. o.
9 Lásd a 14.25 állı́tást, 75. o.
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98 15. Lokálisan konvex terek

Adjunk azonban közvetlen bizonyı́tást is: megmutatjuk, hogy F(K)-n nincs
folytonos norma. Ha ugyanis q folytonos félnorma F(K)-n, akkor alkalmas
t1, . . . , tn ∈ K pontokkal és N > 0 számmal

q(f) ≤ N(|f(t1)|+ · · ·+ |f(tn)|)

minden f ∈ F(K)-re. A K halmaz végtelen lévén, van olyan nem-nulla
f ∈ F(K) függvény, amelyre f(t1) = · · · = f(tn) = 0. Akkor q(f) = 0,
tehát q nem norma. �

Befejezésül jellemezzük a normálható lokálisan konvex tereket:

15.4. *Állı́tás. (Kolmogorov10) Ha X szeparált lokálisan konvex tér, ak-
kor a következő tulajdonságok ekvivalensek:

(a) X normálható;

(b) van korlátos 0-környezet;

(c) van nem-üres korlátos, nyı́lt halmaz.

Bizonyı́tás. Az (a) =⇒ (b) =⇒ (c) implikációk nyilvánvalóak.

(c) =⇒ (b). Ha V nem-üres korlátos, nyı́lt halmaz és a ∈ V , akkor V −a
korlátos 0-környezet.

(b) =⇒ (a). Legyen U korlátos 0-környezet. Rögzı́tsünk egy Bp(0; r) ⊂
U nyı́lt gömböt. Ha q folytonos félnorma, akkor U korlátossága miatt elég
nagy R-re U ⊂ Bq(0;R). Ebből következik, hogy Bp(0; r) ⊂ Bq(0;R),
és innen C := R/r választással q ≤ Cp. Ez mutatja, hogy p egymagában
definiálja X topológiáját. Mivel X szeparált, p norma. �

15.2. Szétválasztási és kiterjesztési tételek

A lokálisan konvex terek fontossága nagy részben azon alapul, hogy a
Helly–Hahn–Banach tı́pusú tételek érvényben maradnak. Kezdjük a geo-
metriai eredményekkel:

10 Kolmogorov 1934.
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15.5. Tétel. Legyen A és B két diszjunkt nem-üres konvex halmaz a
lokálisan konvex X térben.

(a) Ha A nyı́lt, és M A-tól diszjunkt altér, akkor létezik olyan zárt H
hipersı́k, hogy

M ⊂ H és A ∩H = ∅.

(b) Ha A nyı́lt, akkor létezik olyan lineáris funkcionál X-ben, hogy alkal-
mas c valós számmal

ϕ(a) < c ≤ ϕ(b) minden a ∈ A-ra és b ∈ B-re.

(c) (Tukey–Klee11) Ha A zárt és B kompakt, akkor létezik olyan lineáris
funkcionál X-ben, hogy alkalmas c1, c2 valós számokkal

ϕ(a) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(b) minden a ∈ A-ra és b ∈ B-re.

Lásd újra a 14.1–14.3 ábrákat, 50–50. o.

Bizonyı́tás.
(a) Megismételhetjük a 14.7 tétel (a) részének a bizonyı́tását (49. o.)

egyetlen apró módosı́tással: a 14.6 lemma (48. o.) (b) részének az iga-
zolásakor B(a; r) helyett vegyünk egy Bp(a; r) nyı́lt gömböt. Akkor a |ϕ| <
1 egyenlőtlenséget kapjuk Bp(0; r)-en, ahonnan |ϕ| ≤ r−1p. Ebből ϕ foly-
tonossága következik.

(b) A 14.7 tétel (b) részének a bizonyı́tása érvényben marad.

(c) A 14.7 tétel (c) részének a bizonyı́tását a következőképpen módosı́tjuk.
Az A halmaz zártsága miatt minden b ∈ B-hez található b középpontú, A-tól
diszjunkt Bb := Bpb,rb(b) nyı́lt gömb. A kompakt B halmazt ezek közül már
véges sok is befedi, mondjuk

B ⊂
n⋃
j=1

Bbj .

Vezessük be az U := Bp,r(0) nyı́lt gömböt, ahol

p := pb1 + · · ·+ pbn , és r := 2−1 min{r1, . . . , rn}.
Akkor A + U és B + U diszjunkt, nem-üres, konvex, nyı́lt halmazok, ame-
lyekre A ⊂ A+ U és B ⊂ B + U .

11 Tukey 1942, Klee 1951.
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Alkalmazva (b)-t van olyan ϕ ∈ X ′ funkcionál és c valós szám, hogy

ϕ(a) < c ≤ ϕ(b) minden a ∈ A+ U -ra és b ∈ B + U -ra.

Innen

ϕ(a) + sup
U
|ϕ| ≤ c ≤ ϕ(b)− sup

U
|ϕ| minden a ∈ A-ra és b ∈ B-re.

MInthogy ϕ nem-nulla, s := supU |ϕ| > 0, és a keresett egyenlőtlenségek
c1 := c− s, c2 := c+ s választással adódnak. �

A 14.11 kiterjesztési tétel (54. o.) az alábbi formát ölti:

15.6. Tétel. Legyen X lokálisan konvex tér. Ha ϕ : M → R folytonos
lineáris funkcionál az M ⊂ X altéren, akkor ϕ kiterjeszthető folytonos
lineáris Φ : X → R funkcionállá.

Bizonyı́tás. Feltehető, hogy ϕ �≡ 0. Rögzı́tsünk egy olyan a ∈ M pon-
tot, amelyre ϕ(a) = 1, majd egy olyan folytonos p félnormát, hogy |ϕ| < 1
M∩Bp(0; 1)-en. Megismételve a 14.11 tétel bizonyı́tását, ϕ olyan Φ lineáris
kiterjesztéséhez jutunk, amelyre Φ−1(0) nem metszi Bp(a; 1)-et. Ebből
következik, hogy |Φ| < 1 Bp(0; 1)-en, és ı́gy |Φ| ≤ p. Következésképpen Φ
folytonos. �

Ha X lokálisan konvex tér, akkor jelöljük X ′-vel a folytonos lineáris
X → R funkcionálok vektorterét. A normált terek esetéhez hasonlóan
vezessük be a D ⊂ X és ∆ ⊂ X ′ halmazok ortogonális komplementumait a

D⊥ = {ϕ ∈ X ′ : ϕ(x) = 0 minden x ∈ D-re}
és

∆⊥ = {x ∈ X : ϕ(x) = 0 minden x ∈ ∆-ra}
képletekkel. Az előző tételt használva megismételhetjük a 14.9 következmény
bizonyı́tását (53. o.), és a következőt kapjuk:

15.7. Következmény. Legyen X lokálisan konvex tér, D ⊂ X , és M ⊂
X altér.

(a) A D által generált zárt altér megegyezik (D⊥)⊥-sel.

(b) Ha D⊥ = {0}, akkor D generálja X-et.

(c) Ha M⊥ = {0}, akkor M sűrű X-ben.

Szeparált lokálisan konvex terekben a 14.10 következmény és bizonyı́tása
(53. o.) is érvényben marad:
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15.3. Krein–Milman tétel 101

15.8. Következmény. Legyen X szeparált lokálisan konvex tér.

(a) Bármely két különböző a, b ∈ X ponthoz van olyan ϕ ∈ X ′ lineáris
funkcionál, hogy ϕ(a) �= ϕ(b).

(b) Ha x1, . . . , xn ∈ X lineárisan független vektorok, akkor vannak olyan
ϕ1,. . . , ϕn ∈ X ′ lineáris funkcionálok, hogy

ϕi(xj) = δij minden i, j = 1, . . . , n-re.

Következésképpen dim X ′ ≥ dim X .

Megjegyzés. Példaként megmutatjuk, hogy minden véges dimenziós,
szeparált lokálisan konvex tér normálható. Válasszunk ugyanis egy ϕ1,. . . ,
ϕm bázist X ′-ben, akkor a

‖x‖ := |ϕ1(x)|+ · · ·+ |ϕm(x)|
képlet normát definiál, amely X topológiájához vezet.

15.3. Krein–Milman tétel

Minden korlátos konvex sokszög a csúcsainak a konvex burka (lásd a
15.1 ábrát). A csúcsok definı́ciójának alkalmas módosı́tásával Minkowski
ezt általánosı́totta minden RN -beli korlátos, zárt, konvex halmazra. Eredmé-
nyét Krein és Milman minden szeparált lokálisan konvex térre kiterjesztette.

Definı́ció. Egy vektortérbeli C konvex halmaz x ∈ C pontja extremális,
ha C\{x} konvex.

Világos, hogy lokálisan konvex terekben C extremális pontjai nem lehet-
nek belső pontok, úgyhogy azok mind C határán helyezkednek el. Például
a 15.2 ábrán C minden határpontja extremális pont, a 15.3 és 15.4 ábrák
sokszögeiben viszont csak a csúcsok extremális pontok.

Példák. Jelöljük E-vel az X normált térbeli zárt egységgömb extremális
pontjainak a halmazát.

• Ha X euklideszi tér, akkor E a teljes egységgömbfelület.
• Ha X = �p 1 < p < ∞, akkor E továbbra is a teljes egység-

gömbfelület.
• Ha X = �1, akkor E = {λek : |λ| = 1, k = 1, 2, . . . }.
• Ha X = �∞, akkor E = {x = (xn) : |xn| = 1 minden n-re}.
• Ha X = c0, akkor E = ∅.
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15.1. ábra. Konvex sokszög csúcsai
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15.2. ábra. Körlap extremális pontjai

Definı́ció. Lokálisan konvex térbeli E halmaz konvex zárt burkán az E-t
tartalmazó konvex zárt halmazok metszetét értjük. Világos, hogy ez az E-t
tartalmazó legszűkebb konvex zárt halmaz.

Könnyen ellenőrizhető, hogy E konvex zárt burka az E-beli vektorok
konvex lineáris kombinációi alkotta halmaz lezárása.
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15.4. ábra. (R2,‖·‖∞)
,,egységgömbje”

15.9. Tétel. (Krein–Milman12) Legyen C nem-üres konvex, kompakt hal-
maz a szeparált lokálisan konvex X térben. Akkor C az extremális pont-
jainak a konvex, zárt burka.

Szükségünk lesz a következő fogalomra:

Definı́ció. Egy nem-üres, konvex, kompakt C halmaz oldalain C alábbi
tulajdonságú nem-üres F részhalmazait értjük: ha E tartalmazza egy C-
beli [a, b] szakasz középpontját, akkor tartalmazza a teljes [a, b] szakaszt is.
Könnyen ellenőrizhetők az alábbi tulajdonságok:

• C saját magának is oldala;
• akárhány oldal metszete is oldal;
• x extremális pontja C-nek ⇐⇒ {x} oldala C-nek;
• ha E oldala C-nek és F oldala E-nek, akkor F oldala C-nek is.

A 15.9 tétel bizonyı́tása. Rögzı́tsünk egy X-beli nem-üres konvex, kom-
pakt C halmazt. Két lépésben járunk el.

Első lépés. Megmutatjuk, hogy C-nek van legalább egy extremális pont-
ja. Az oldalak fenti első két tulajdonsága alapján a Zorn-lemma 13 alkalma-
zásával könnyen látható, hogy van C-nek legalább egy minimális oldala.

12 Minkowski 1911 (160. o.), Krein–Milman 1940. Phelps 1966 számos kiegészı́tést és
alkalmazást ismertet.

13 Topológia, 2.23 lemma, 52. o.
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104 15. Lokálisan konvex terek

A harmadik tulajdonság fényében elegendő megmutatnunk, hogy minimális
oldalnak nem lehet egynél több pontja.

Tegyük fel, hogy C valamely E oldalának van két különböző pontja,
mondjuk x �= y. Alkalmazva a 15.8 következményt rögzı́tsünk egy olyan
ϕ ∈ X ′ funkcionált, amelyre ϕ(x) < ϕ(y). Könnyen ellenőrizhető, hogy

F := {z ∈ E : ϕ(z) = max
E

ϕ}

E oldala. Mivel x /∈ F , F valódi része E-nek. Továbbá, a fenti negyedik
tulajdonság alapján F oldala C-nek is, tehát E nem minimális.

Második lépés. Az eddigiek alapján C extremális pontjainak a konvex,
zárt K burka nem-üres konvex, kompakt részhalmaza C-nek. Tegyük fel in-
direkt, hogy létezik egy x ∈ C\K pont, és a 15.5 tétel (c) részét alkalmazva
válasszunk olyan ϕ ∈ X ′ funkcionált, amelyre

max
K

ϕ < ϕ(x).

Akkor
E := {z ∈ C : ϕ(z) = max

C
ϕ}

C-nek K-tól diszjunkt oldala. Másrészt, alkalmazva E-re az első lépésben
bizonyı́tottakat, létezik E-nek legalább egy y extremális pontja. De akkor
y extremális pontja C-nek is az oldalak fent emlı́tett utolsó két tulajdonsága
miatt, úgyhogy y ∈ C∩K. Ez azonban lehetetlen, mert C és K diszjunktak.

�

15.4. * Gyenge topológia. Farkas–Minkowski lemma

Legyen X lokálisan konvex tér. Jelöljük σ(X,X ′)-vel a |ϕ| félnormák
által definiált lokálisan konvex topológiát, ahol ϕ végigfut X ′ elemein. A
15.2 állı́tás alapján minden X-beli sorozatra vagy hálóra

xn → x σ(X,X ′)-ben ⇐⇒ ϕ(xn)→ ϕ(x) minden ϕ ∈ X ′-re. (15.1)

Ez indokolja a következő terminológiát:

Definı́ció. σ(X,X ′)-t X gyenge topológiájának hı́vjuk.14 A megfelelő
(X,σ(X,X ′)) teret röviden Xσ-val is jelöljük.

15.10. Állı́tás. Legyen X lokálisan konvex tér.

14 Neumann 1929–30.
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15.4. * Gyenge topológia. Farkas–Minkowski lemma 105

(a) X gyenge topológiája durvább az eredeti topológiánál.

(b) Azonban ugyanazok a két topológiában a folytonos lineáris funkcioná-
lok.

(c) A konvex zárt halmazok is ugyanazok a két topológiában.

(d) A két topológia egyszerre szeparált.

Bizonyı́tás. (a) és (b) (15.1)-ből, (c) a 15.5 tételből, (d) pedig a 15.8
következményből adódik. �

A gyenge topológia általában nem normálható, sőt nem is metrizálható:

15.11. *Állı́tás.
(a) Végtelen dimenziós lokálisan konvex tér gyenge topológiája nem nor-

málható.

(b) Végtelen dimenziós normált tér gyenge topológiája nem metrizálható. 15

Megjegyzések.
• A gyenge topológia nem metrizálható volta miatt a kiválasztási

tétel (70. o.) nem teljesen kielégı́tő, mert a sorozatok nem alka-
lmasak a topológia leı́rására. Erre a kérdésre hamarosan visszaté-
rünk.16

• A gyenge konvergencia alaptulajdonságairól szóló 13.10, 14.15 ál-
lı́tások (24. és 60. o.), valamint a folytonos lineáris leképezések
jellemzései (13.15 és 14.17 állı́tás, 29. és 81. o.) sorozatok helyett
hálókra is érvényben maradnak, ugyanazzal a bizonyı́tással.

Bizonyı́tás.
(a) Mutassuk meg, hogy nincs folytonos norma X-en. Ha ugyanis q

folytonos félnorma X-en, akkor megadható véges sok ϕ1, . . . , ϕn ∈ X ′
lineáris funkcionál és egy olyan N pozitı́v szám, hogy

q(x) ≤ N
n∑
i=1

|ϕi(x)| minden x ∈ X-re.

Minthogy X végtelen dimenziós, van olyan x �= 0 pont, hogy ϕ1(x) =
· · · = ϕn(x) = 0. Akkor q(x) = 0, tehát q nem norma.

(b) Legyen X olyan normált tér, amelyre Xσ topológiája egy d metrikából
származtatható; akkor Xσ szeparált.

15 Wehausen 1938.
16 Lásd a 15.21 tételt, 115. o.
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106 15. Lokálisan konvex terek

Minden n természetes számhoz rögzı́tsünk véges sok olyan ϕn1,. . . ,
ϕnkn X ′-beli funkcionált, hogy

kn⋂
j=1

{x ∈ X : |ϕnj(x)| < 1} ⊂
{
x ∈ X : d(x, 0) <

1
n

}
.

Bármely adott ϕ ∈ X ′-höz van olyan n, hogy

d(x, 0) <
1
n
=⇒ |ϕ(x)| < 1.

Következésképpen

ϕn1(x) = · · · = ϕnkn(x) = 0 =⇒ |ϕ(x)| < 1,

és ı́gy (x-et tx-re cserélve, majd elvégezve a t→∞ határátmenetet)

ϕn1(x) = · · · = ϕnkn(x) = 0 =⇒ ϕ(x) = 0.

Alkalmazva az algebrából jól ismert alábbi 15.12 lemmát innen következik,
hogy ϕ lineáris kombinációja ϕn1,. . . , ϕnkn-nek.

A ϕn1,. . . , ϕnkn által generált Fn altér véges dimenziós, tehát zárt. Az
eddig igazoltak szerint szerint X ′ = ∪Fn, úgyhogy a Baire-lemma alapján
(26. o.) legalább egy Fn-nek van belső pontja. De akkor Fn = X ′, tehát
dimX ′ <∞. Alkalmazva a 14.10 következményt (53. o.) ekkor X is véges
dimenziós. �

Bizonyı́tsuk be a felhasznált lemmát:

15.12. Lemma. Legyenek ϕ1, . . . , ϕn és ϕ lineáris funkcionálok az X
vektortéren. Tegyük fel, hogy

x ∈ X és ϕ1(x) = · · · = ϕn(x) = 0 =⇒ ϕ(x) = 0.

Akkor ϕ lineáris kombinációja ϕ1,. . . , ϕn-nek.

Bizonyı́tás. Tekintsük az Rn-beli

M := {(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ∈ Rn : x ∈ X}
alteret. A feltevés szerint a

(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) �→ ϕ(x)

képlet folytonos lineáris ψ : M → R funkcionált definiál. Lássuk el Rn-et
a szokásos skaláris szorzattal, és legyen P az M -re való merőleges vetı́tés.
Akkor ψ ◦ P folytonos lineáris funkcionál Rn-en, és ı́gy egy (c1, . . . , cn) ∈
Rn vektorral reprezentálható:

ψ(Py) = c1y1 + · · ·+ cnyn
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15.4. * Gyenge topológia. Farkas–Minkowski lemma 107

minden y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn-re. Speciálisan

ϕ(x) = c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x)

minden x ∈ X-re. �

A 14.17 állı́tásban (62. o.) beláttuk, hogy a normált terekben minden
gyengén konvergens sorozat korlátos. Ez a következő általánosabb ered-
ményből is levezethető:

15.13. Állı́tás. Ha X normált tér, akkor X-ben és Xσ-ban ugyanazok a
halmazok korlátosak.

Bizonyı́tás. Ha A korlátos X-ben, akkor a folytonos lineáris leképezések
jellemzése alapján (81. o.) ϕ(A) minden ϕ ∈ X ′-re korlátos. Így A definı́ció
szerint korlátos Xσ-ban.

Tekintsük a 14.21 állı́tásbeli J : X → X ′′ kanonikus izometriát (67. o.).
Ha A korlátos Xσ-ban, akkor J(A) pontonként korlátos, hiszen

{(Jx)(ϕ) : x ∈ A} = {ϕ(x) : x ∈ A}
korlátos számhalmaz a feltevésünk szerint minden ϕ ∈ X ′-re. A Banach–
Steinhaus tételt (61. o.) alkalmazva következik, hogy J(A) korlátos X ′′-ben.
Minthogy J izometria, ez egyenértékű A X-beli korlátosságával. �

Megjegyzés. Az állı́tás minden lokálisan konvex térben is érvényes, de
a bizonyı́tás összetettebb. 17

Befejezésül bizonyı́tsuk be a 15.12 lemma egyenlőtlenségekre vonatkozó
nevezetes változatát, amely a konvex analı́zis és a lineáris programozás kiin-
dulópontjául szolgál. Jelöljük Rn szokásos skaláris szorzatát (x, y)-nal.

15.14. Állı́tás. (Farkas–Minkowski18) Véges sok adott Rn-beli a, a1,. . . ,
ak vektor esetén az (a, x) ≤ 0 egyenlőtlenség pontosan akkor következik az
(a1, x) ≤ 0,. . . , (ak, x) ≤ 0 egyenlőtlenségek rendszeréből, ha a nem-nega-
tı́v lineáris kombinációja az a1,. . . , ak vektoroknak.

A következő bizonyı́tásban az egyszerűség kedvéért elkerüljük a topoló-
gia használatát. Ehhez algebrai úton fogjuk igazolni az alábbi segédtételt, a-
hol K-val jelöljük az a1,. . . , ak által generált konvex kúpot, vagyis az a1,. . . ,
ak vektorok nem-negatı́v lineáris kombinációinak halmazát.

17 Lásd például Reed–Simon 1972 vagy Rudin 1991.
18 Minkowski 1896 (39–45. o.), Farkas 1902. A jelen bizonyı́tásra nézve lásd Komornik

1998.
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108 15. Lokálisan konvex terek

15.15. Lemma. Minden a ∈ Rn ponthoz van K-ban tőle minimális
távolságra lévő b pont.

Megjegyzések.
• Nyilvánvaló, hogy b egyértelmű, de erre nem lesz szükségünk.

• A lemmából következik, hogy K zárt halmaz, de erre sem lesz
explicit módon szükségünk.

A lemma alkalmazásával a tétel nem-triviális része könnyen igazolható:
ha (a, x) ≤ 0 logikai következménye az (a1, x) ≤ 0,. . . , (ak, x) ≤ 0 e-
gyenlőtlenségek rendszerének, akkor a ∈ K. Jegyezzük meg ehhez először,
hogy

(aj , a− b) ≤ 0, j = 1, . . . , k (15.2)

és
(−b, a− b) ≤ 0. (15.3)

Ellenkező esetben ugyanis elég kis t ∈ (0, 1)-re

|a− (b+ taj)|2 = |(a− b)− taj |2

= |a− b|2 − 2t(aj , a− b) + t2|aj |2

< |a− b|2,
illetve

|a− (b− tb)|2 = |(a− b) + tb|2

= |a− b|2 − 2t(−b, a− b) + t2|b|2

< |a− b|2

teljesülne. Azonban ez b választása miatt lehetetlen, hiszen

b+ taj ∈ K és b− tb = (1− t)b ∈ K.

A feltevésünk szerint (15.2)-ből (a, a − b) ≤ 0 következik. Ezt (15.3)-
mal kombinálva (a− b, a− b) ≤ 0 adódik. Innen a = b, és ı́gy a ∈ K.

A lemma bizonyı́tása. A k = 1 eset nyilvánvaló. Legyen k ≥ 2, és
tegyük fel indukcióval, hogy minden egyes j = 1, . . . , k-ra az

a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , ak

vektorok által generált Kj konvex kúpban van a-tól minimális távolságra
lévő bj pont. Most megkülönböztetünk három esetet.

(a) Ha a ∈ K, akkor a b := a választás megfelel.
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15.5. * Gyenge csillag topológia. Banach–Alaoglu tétel 109

(b) Ha a /∈ K, de a hozzátartozik az a1,. . . , ak vektorok által generált
L lineáris altérhez, akkor legyen b az a-tól minimális távolságra lévő pont
b1. . . , bk között. Megmutatjuk, hogy |a− b| ≤ |a− c| minden c ∈ K-ra.

Legyen

a = α1a1 + · · ·+ αkak és c = γ1a1 + · · ·+ γkak,

ahol γ1, . . . , γk ≥ 0, és tekintsük a

t := min{γj/(γj − αj) : αj < 0}
számot. (Van legalább egy ilyen j, mert a /∈ K.) Akkor 0 ≤ t < 1, és a
minimum felvétetik valamely i-re. Következésképpen

tαj + (1− t)γj ≥ 0 minden j-re,

és
tαi + (1− t)γi = 0.

(Intuitı́ve az [a, c] szakasz metszi a K kúp Ki oldalát.) Akkor ta+(1−t)c ∈
Ki, úgyhogy

|a− b| ≤ |a− bi| ≤ |a− (ta+ (1− t)c)| = (1− t)|a− c| ≤ |a− c|.
(c) Ha a /∈ L, akkor alkalmazzuk az eddigieket a L-re vett a′ merőleges

vetületére 19: létezik K-ban a′-től minimális távolságra lévő b pont. Mivel

|a− b|2 = |a− a′|2 + |a′ − b|2 ≤ |a− a′|2 + |a′ − c|2 = |a− c|2

minden c ∈ K-ra, b minimális távolságra van a-tól is K-ban. �

15.5. * Gyenge csillag topológia. Banach–Alaoglu
tétel

Egy lokálisan konvex X tér X ′ duálisát eddig nem láttuk el topológiával.
Lássuk el most X ′-t a

ϕ �→ |ϕ(x)|
félnormák által definiált, σ(X ′, X)-szel jelölt lokálisan konvex topológiával,
ahol x végigfut X elemein.

19 Az L lineáris altér véges dimenziós lévén alkalmazható a Topológia részbeli 3.11
állı́tás, 77. o.
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110 15. Lokálisan konvex terek

Definı́ció. A σ(X ′, X) topológiát X ′ gyenge csillag topológiájának hı́v-
juk. 20 Az (X ′, σ(X ′, X)) teret röviden X ′

σ∗-gal is jelöljük. A megfelelő
gyenge csillag konvergenciát ϕn

∗
⇀ ϕ-vel jelöljük.

A definı́cióból következik, hogy (sorozatokra és hálókra is)

ϕn
∗
⇀ ϕ ⇐⇒ ϕn(x)→ ϕ(x) minden x ∈ X-re.

Mielőtt példákat mutatnánk, fogalmazzuk meg a 14.18 lemma (63. o.)
duálisát:

15.16. Lemma. Legyen X normált tér, (ϕk) korlátos X ′-beli sorozat
vagy háló, D ⊂ X , és jelöljük M -mel a D által generált zárt alteret.

(a) Legyen ϕ ∈ X ′. Ha ϕk(x) → ϕ(x) minden x ∈ D-re, akkor ϕk(x) →
ϕ(x) minden x ∈ M -re is. Speciálisan, ha D generálja X-et, akkor
ϕk

∗
⇀ ϕ.

(b) Ha (ϕk(x)) Cauchy-féle minden x ∈ D-re, és D generálja X-et, akkor
(ϕk(x)) Cauchy-féle minden x ∈ X-re is, és a

ϕ(x) := limϕk(x)

képlet folytonos lineáris ϕ ∈ X ′ funkcionált definiál.

Bizonyı́tás. Könnyen adaptálható a 13.13 lemma bizonyı́tása (27. o.).
�

Példák. (Hasonlı́tsuk össze őket a 63. és 66. oldali példákkal.)

• Legyen (ϕn) ∈ �1, és legyen k �→ (ϕkn) korlátos sorozat vagy
háló �1-ben. A 14.14 (57. o.) és 15.16 lemmákból következik
az �1 = (c0)′-beli gyenge csillag konvergencia alábbi jellemzése
(komponensenkénti konvergencia):

(ϕkn)
∗
⇀ (ϕn) ⇐⇒ ϕkn → ϕn minden rögzı́tett n-re.

Például en
∗
⇀ 0 �1 = (c0)′-ben.

• Hasonlóan nyerjük ugyanezt a karakterizációt az �∞ = (�1)′-beli
korlátos sorozatok vagy hálók gyenge csillag konvergenciájára. Pél-
dául

e1 + · · ·+ en
∗
⇀ a = (1, 1, . . . )

�∞ = (�1)′-ben.

20 Banach 1929.
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A gyenge csillag topológia segı́tségével kiegészı́thetjük a 13.3 és 14.9
következményeket (12 és 53. o.) a generált zárt alterek jellemzéséről. A-
kárcsak az előző fejezetben, értelmezzük a D ⊂ X és ∆ ⊂ X ′ halmazok
ortogonális komplementumait a

D⊥ := {ϕ ∈ X ′ : ϕ(x) = 0 minden x ∈ D-re}
és

∆⊥ := {x ∈ X : ϕ(x) = 0 minden ϕ ∈ ∆-ra}
formulákkal.

Íme a gyenge csillag topológia alaptulajdonságai; az egyszerűség kedvéért
csak szeparált tereket vizsgálunk:

15.17. Állı́tás. Legyen X szeparált lokálisan konvex tér.

(a) X ′ gyenge csillag topológiája szeparált.

(b) A (Jx)(ϕ) := ϕ(x) képlet lineáris bijekciót létesı́t X-ről (X ′
σ∗)′-re.

(c) Ha ∆ ⊂ X ′, akkor (∆⊥)⊥ a ∆ által generált zárt altér X ′
σ∗-ban.

Bizonyı́tás.
(a) A definı́ció egyenes folyománya.

(b) A Jx : X ′
σ∗ → R lineáris funkcionálok folytonossága magának

a gyenge csillag topológiának a definı́ciójából következik. A J leképezés
linearitása nyilvánvaló, injektivitása pedig a 15.8 következményból adódik
(101. o.). A szuperjektivitás igazolásához rögzı́tsünk egy tetszőleges Φ ∈
(X ′

σ∗)′ funkcionált. E funkcionál folytonosságának definı́ciója miatt vannak
olyan X-beli x1,. . . , xn pontok, hogy alkalmas ε > 0 számmal

ϕ ∈ X ′ és |ϕ(x1)| < ε, . . . , |ϕ(xn)| < ε =⇒ |Φ(ϕ)| < 1.

Ebből következik, hogy az X ′-beli Jx1,. . . , Jxn és Φ lineáris funkcionálok
eleget tesznek a 15.12 lemma feltételeinek (106. o.); ı́gy alkalmas c1,. . . , cn
számokkal

Φ = c1Jx1 + · · ·+ cnJxn = J(c1x1 + · · ·+ cnxn).

(c) Jelöljük ideiglenesen M -mel a ∆ által generált zárt alteret X ′
σ∗-

ban. Az M ⊂ (∆⊥)⊥ tartalmazási reláció könnyen adódik a definı́ciókból,
akárcsak a 13.3 következményben (12. o.). A fordı́tott irányhoz rögzı́tsünk
egy tetszőleges ϕ ∈ X ′\M funkcionált; meg kell mutatnunk, hogy ϕ /∈
(∆⊥)⊥.

Alkalmazva a 15.5 tétel (c) részét (99. o.) és felhasználva az imént
belátott (b) tulajdonságot van olyan x ∈ X pont, hogy alkalmas c1 < c2

valós számokkal ψ(x) ≤ c1 minden ψ ∈ M -re, és ϕ(x) ≥ c2. Mivel
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{ψ(x) : ψ ∈ M} altere R-nek, innen ψ(x) = 0 minden ψ ∈ M -re, és ı́gy
ϕ(x) > 0. Tehát x ∈ ∆⊥ és ϕ /∈ (∆⊥)⊥. �

A fejezet hátralévő részében csak normált terekkel foglalkozunk.

Megjegyzés. Ha X normált tér, akkor három természetes topológia is
értelmezhető X ′-n az eddigiek szerint: a szokásos normatopológia, ame-
lyet most τ(X ′) -vel jelölünk, valamint a σ(X ′, X) gyenge csillag- és a
σ(X ′, X ′′) gyenge topológia. Minthogy X azonosı́tható X ′′ egy alterével
a 14.21 állı́tásbeli J : X → X ′′ leképezés segı́tségével (67. o.), a gyenge
csillag topológia durvább a gyenge topológiánál. Fennállnak tehát a

σ(X ′, X) ⊂ σ(X ′, X ′′) ⊂ τ(X ′)

tartalmazási relációk. Véges dimenzióban e topológiák egybeesnek, végtelen
dimenzióban azonban általában eltérnek egymástól.

A gyengén konvergens sorozatok korlátossága Banach-terek esetén éle-
sı́thető:

15.18. Állı́tás. Ha X Banach-tér, akkor ugyanazok a halmazok korláto-
sak a fenti három topológiában.

Következésképpen minden gyenge csillag-konvergens sorozat korlátos.

Bizonyı́tás. Egy lokálisan konvex topológiát durvábbra cserélve a foly-
tonos félnormák családja változatlan marad vagy csökken, úgyhogy a korlá-
tos halmazok korlátosak maradnak. Ezért a fenti tartalmazási relációk alap-
ján elég azt megmutatnunk, hogy ha ∆ ⊂ X ′ gyenge csillag-korlátos, akkor
normában is korlátos. Ez a Banach–Steinhaus tétel alkalmazásával adódik,
mert ∆ X ′

σ∗-beli korlátossága maga után vonja, hogy ∆ folytonos lineáris
funkcionálok pontonként korlátos rendszere X-en. �

Példa. Tekintsük �2-nek a legfeljebb véges sok nem-nulla elemet tartal-
mazó sorozatok által alkotott X alterét. A

ϕn(x) := nxn

képlet olyan X ′-beli sorozatot definiál, amelyre ϕn
∗
⇀ 0, de ‖ϕn‖ → ∞. Ez

a példa mutatja, hogy a fenti állı́tásban az X teljességére vonatkozó feltevés
nem hagyható el.

Most igazoljuk a 13.14 és 14.23 tételek (27. és 70. o.) újabb változatát:
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15.5. * Gyenge csillag topológia. Banach–Alaoglu tétel 113

15.19. Állı́tás. (Kiválasztási tétel21) Ha X szeparábilis normált tér, ak-
kor minden korlátos (ϕk) ⊂ X ′ sorozatnak van gyenge csillag-konvergens
részsorozata.

Bizonyı́tás. Rögzı́tsünk egy sűrű (xn) sorozatot X-ben. Alkalmazva a
Cantor-féle átlós módszert a 13.14 és 14.23 tételek bizonyı́tásához hasonlóan
(ϕk)-nek olyan (ψk) részsorozatát konstruálhatjuk, hogy az k �→ ψk(xn)
számsorozat minden rögzı́tett xn-re konvergál. Minthogy (ϕk) korlátos és
(xn) sűrű X-ben, a 15.16 lemma alapján a k �→ ψk(x) számsorozat minden
x ∈ X-re konvergál, és a

ϕ(x) := limψk(x)

képlet folytonos lineáris ϕ ∈ X ′ funkcionált definiál. Akkor ψk
∗
⇀ ϕ a

gyenge csillag-konvergencia definı́ciója miatt. �
Példa. A szeparabilitás feltétele nem hagyható el. Például a

ϕk(x) := xk, x = (xn) ∈ �∞, k = 1, 2, . . .

formula olyan funkcionálsorozatot definiál (�∞)′ zárt B egységgömbjében,
amelynek nincs gyenge csillag-konvergens részsorozata. Tetszőleges (ϕkm)
részsorozathoz tekintsünk ugyanis egy olyan x = (xn) ∈ �∞ vektort, hogy
xkm = (−1)m minden m ≥ 1-re. Akkor a ϕkm(x) = (−1)m számok
sorozata nem konvergens, és ı́gy (ϕkm(x)) nem gyenge csillag-konvergens.

Megszabadulhatunk azonban a szeparabilitás feltételétől, ha sorozatok
helyett hálókat tekintünk. A következő tétel (b) része szerint ugyanis minden
X ′-beli korlátos hálónak van gyenge csillag-konvergens részhálója.

A gyenge csillag topológia fontossága éppen ebből a kompaktsági tu-
lajdonságból ered: ez ugyanis lehetővé teszi számos egzisztenciatétel bi-
zonyı́tását.22

15.20. Tétel. Legyen X normált tér, és jelöljük X , X ′, X ′′ zárt
egységgömbjeit rendre B, B′, B′′-vel.

(a) (Goldstine23) J(B) sűrű B′′-ben és J(X) sűrű X ′′-ben a σ(X ′′, X ′)
gyenge csillag topológiára nézve.

(b) (Banach–Alaoglu24) B′ kompakt a σ(X ′, X) gyenge csillag
topológiára nézve.

21 Banach 1929.
22 Sok ilyen irányú alkalmazást tárgyal például Lions 1969.
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Bizonyı́tás.
(a) Igazolnunk kell, hogy ha Φ ∈ X ′′ nincs benne a J(B) ⊂ X ′′ halmaz

K lezárásában a σ(X ′′, X ′) topológiára nézve, akkor ‖Φ‖ > 1. Minthogy K
nem-üres konvex, zárt halmaz ebben a topológiában, a 15.5 tétel (99. o.) sze-
rint létezik olyan ϕ ∈ X ′ funkcionál, hogy alkalmas c1, c2 valós számokkal

ϕ(x) ≤ c1 < c2 ≤ Φ(ϕ)

minden x ∈ B-re. Innen ‖ϕ‖ < Φ(ϕ), tehát ‖Φ‖ > 1.

(b) Topologikus térként X ′
σ∗ F(X) altere (97. o.). A 15.3 állı́tás alapján

elegendő megmutatnunk, hogy B′ korlátos és zárt F(X)-ben.
Mivel |ϕ(x)| ≤ ‖x‖ minden ϕ ∈ B′-re, B′ pontonként korlátos X-en,

és ı́gy korlátos F(X)-ben.
Tekintsünk most egy B′-beli (ϕn) hálót, amely valamely ϕ függvényhez

konvergál F(X)-ben.25 Meg kell mutatnunk, hogy ϕ ∈ B′. Tetszőlegesen
adott x, y ∈ X és λ ∈ R esetén az

ϕn(x+ y) = ϕn(x) + ϕn(y), ϕn(λx) = λϕn(x) és |ϕn(x)| ≤ ‖x‖

összefüggésekből n→∞ esetén adódik, hogy ϕ lineáris, és hogy |ϕ(x)| ≤
‖x‖ minden x-re. Tehát ϕ ∈ B′. �

Példa. A Banach–Alaoglu és a Krein–Milman tételt (103. o.) kom-
binálva adódik, hogy egy duális tér zárt egységgömbjének mindig van extre-
mális pontja. Mivel c0 egységgömbjének nincs extremális pontja (101. o.),
ebből következik, hogy c0 semmilyen normált térnek sem duális tere.

Megjegyzés. Emlı́tsük meg a következő ekvivalenciákat26:

• X szeparábilis⇐⇒ σ(X ′, X) B′-re való leszűkı́tése metrizálható;
• X ′ szeparábilis⇐⇒ σ(X,X ′) B-re való leszűkı́tése metrizálható.

Az első direkt implikáció alkalmazásával a 15.19 állı́tás a Banach–Ala-
oglu tételből is levezethető.

23 Goldstine 1938.
24 Banach 1932, Alaoglu 1940.
25 A hálók alkalmazása elkerülhető, bár a megfelelő bizonyı́tás kevésbé szemléletes:

lásd például Brezis 1983.
26 Lásd például Dunford–Schwartz 1957. A direkt =⇒ implikációkat Banach 1932

fedezte fel.
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15.6. * Reflexı́v terek

Újabb jellemzéseket adunk a reflexı́v Banach-terekre:

15.21. Tétel. Az X normált térre a következő tulajdonságok ekvivalensek:

(a) X reflexı́v;

(b) X zárt egységgömbje gyengén kompakt;

(c) Xσ-ban minden korlátos, zárt halmaz kompakt. 27

Bizonyı́tás. Ha B és B′′ az X , X ′′ terek egységgömbjeit jelölik, akkor
a 14.21 állı́tásbeli (67. o.) J : X → X ′′ izometriára J(B) ⊂ B′′, és X
pontosan akkor reflexı́v, ha J(B) = B′′.

(a) ⇐⇒ (b) B gyenge kompaktsága definı́ció szerint ekvivalens J(B)
gyenge csillag-kompaktságával. Ha X reflexı́v, akkor J(B) = B′′, és ı́gy
J(B) gyenge csillag-kompakt a Banach–Alaoglu tétel szerint (113. o.).

Megfordı́tva, ha J(B) gyenge csillag-kompakt, akkor zárt is B′′-ben erre
a topológiára nézve. De Goldstein tétele szerint (113. o.) J(B) sűrű is B′′-
ben ugyanebben a topológiában, úgyhogy J(B) = B′′. Így X reflexı́v.

(b) =⇒ (c) Hasonlósági okokból Xσ minden zárt gömbje kompakt. Ha
A korlátos és zárt Xσ-ban, akkor normában is korlátos a 15.13 állı́tás miatt,
és ı́gy része egy alkalmas K zárt gömbnek. Kompakt halmaz zárt részhalmaza
lévén A kompakt Xσ-ban.

(c) =⇒ (b) B konvex és zárt, tehát gyengén is zárt (14.15 vagy 15.10
állı́tás, 60. és 104. o.). Továbbá B normában korlátos, tehát gyengén is
korlátos. �

*Megjegyzések.

• A (c) tulajdonság alapján alkalmazva a Tukey–Klee tételt (99. o.)
Xσ-ban megkapjuk újra a 14.24 állı́tást (71. o.) reflexı́v térbeli disz-
junkt, nem-üres, konvex, korlátos és zárt halmazok szétválasztha-
tóságáról.

• A (c) tulajdonság alapján alkalmazva a Krein–Milman tételt (103. o.)
Xσ-ban azt kapjuk, hogy reflexı́v térben minden nem-üres, konvex,
korlátos és zárt halmaz az extremális pontjainak a konvex burka.

27 Banach 1932, Bourbaki 1938, Kakutani 1939, Šmulian 1939. Emlékeztetünk arra,
hogy szeparált lokálisan konvex terekben minden kompakt halmaz korlátos és zárt.
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Igazoljuk a reflexı́v terek néhány további tulajdonságát:

15.22. Állı́tás. (Pettis28 ) Legyen X Banach-tér.

(a) Ha X reflexı́v, akkor X zárt alterei is reflexı́vek.

(b) X és X ′ egyszerre reflexı́vek.

Bizonyı́tás. Legyen Y zárt altere X-nek, és jelöljük X , Y , X ′ zárt
egységgömbjeit rendre a BX , BY és BX′ szimbólumokkal.

(a) Alkalmazva az előző tételt adott BY -beli (yi) hálóhoz olyan (zj)
részhálót és a ∈ BY pontot kell találnunk, hogy ϕ(zj) → ϕ(a) minden
ϕ ∈ Y ′-re. Emlékeztetünk ugyanis arra 29, hogy egy topologikus térbeli
K halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden K-beli hálónak van K-beli
ponthoz konvergáló részhálója.30

BX gyengén kompakt X reflexivitása miatt. Minthogy BY ⊂ BX , van
olyan (zj) részháló és olyan a ∈ BX pont, hogy ψ(zj) → ψ(a) minden
ψ ∈ X ′-re. Minthogy a konvex, zárt BY halmaz gyengén is zárt X-ben,
a ∈ BY . Minthogy végül minden ϕ ∈ Y ′ kiterjeszthető alkalmas ψ ∈ X ′
funkcionállá a Helly–Hahn–Banach tétel szerint, ϕ(zj)→ ϕ(a) minden ϕ ∈
Y ′-re.

(b) A Banach–Alaoglu tétel alapján BX′ kompakt a σ(X ′, X) topológiá-
ban. Ha X reflexı́v, akkor a σ(X ′, X) és σ(X ′, X ′′) topológiák egybeesnek,
úgyhogy BX′ kompakt a σ(X ′, X ′′) topológiában is. De akkor az előző tétel
alapján X ′ reflexı́v.

Ha X ′ reflexı́v, akkor X ′′ is reflexı́v az imént igazoltak miatt. A 14.21
állı́tásbeli (67. o.) J : X → X ′′ lineáris izometriát felhasználva akkor J(X)
is reflexı́v (a) miatt, mint X ′′ teljes, és ı́gy zárt altere. Minthogy X és J(X)
izomorf, innen következik, hogy X is reflexı́v. �

Példák.
• A 14.6 szakaszban (67. o.) külön-külön igazoltuk, hogy c0, �1 és

�∞ terek egyike sem reflexı́v. Ezek az eredmények a fenti (b) tulaj-
donság fényében egymásból is következnek, hiszen 31 (c0)′ = �1

és (�1)′ = �∞.
• Minthogy c0 zárt altere �∞-nek, c0 nem-reflexı́v volta közvetlenül

is maga után vonja �∞ nem-reflexivitását.

28 Pettis 1938. Közvetlenebb bizonyı́tásokat ad Dunford–Schwartz 1957.
29 Topológia, 2.26 állı́tás, 58. o.
30 A hálók használata kikerülhető: lásd például Brezis 1983.
31 Lásd a 14.13 állı́tást, 57. o.
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15.7. * Topologikus vektorterek

Első pillantásra a következő terek természetesebbek a lokálisan konve-
xeknél:

Definı́ció. Topologikus vektortéren olyan T topológiával ellátott X vek-
torteret értünk, ahol az összeadás és a számmal szorzás folytonos műveletek.

Megjegyzés. A definı́cióból következik, hogy a T topológia eltolás- és
homotéciainvariáns: ha egy A halmaz nyı́lt, zárt vagy kompakt, akkor az
A + x (x ∈ X) és λA (λ ∈ R, λ �= 0) halmazok is nyı́ltak, zártak, illetve
kompaktak.

A 15.2 állı́tás (d) része (96. o.) szerint minden lokálisan konvex tér to-
pologikus vektortér.

A következő elemi egyenlőtlenség segı́tségével könnyen adhatunk majd
példákat nem lokálisan konvex topologikus vektorterekre.

15.23. Lemma. Ha 0 < p ≤ 1 és x, y nemnegatı́v valós számok, akkor

(x+ y)p ≤ xp + yp.

Bizonyı́tás. Tekintsük R2-ben a ‖·‖1/p normát, és alkalmazzuk a há-
romszög-egyenlőtlenséget az a := (xp, 0) és b := (0, yp) vektorokra:

(x+ y)p = ‖a+ b‖1/p ≤ ‖a‖1/p + ‖b‖1/p = xp + yp. �

Példa. Adott 0 < p ≤ 1-re jelöljük �p-vel azon x = (xn) valós számso-
rozatoknak a halmazát, amelyekre

∑
|xn|p < ∞. Az előző lemma alapján

�p vektortér, és a

dp(x, y) :=
∞∑
n=1

|xn − yn|p

formula olyan metrikát definiál �p-n, hogy a megfelelő topológiával �p topo-
logikus vektortér.32 (A p = 1 esetben a már ismert �1 Banach-térhez jutunk.)

15.24. Állı́tás. (Kolmogorov33) Egy topologikus vektortér pontosan ak-
kor lokálisan konvex, ha minden 0-környezet tartalmaz konvex 0-környezetet.

32 Általánosabb tételt bizonyı́tunk majd később, a 22.5 állı́tásban, 292. o.
33 Kolmogorov 1934.
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Bizonyı́tás. Minden lokálisan konvex tér rendelkezik az emlı́tett tulaj-
donsággal, mert a Bp,r(0) gömbök konvexek. Fordı́tva, ha az X topolo-
gikus vektortér rendelkezik az emlı́tett tulajdonsággal, és tekintsünk egy
tetszőleges V 0-környezetet. Elegendő olyan folytonos p félnormát találnunk,
amelyre Bp,1(0) ⊂ V .

Legyen U ⊂ V konvex 0-környezet, akkor −U és ı́gy W := −U ∩ U is
konvex 0-környezet. Egyszerűen ellenőrizhető, hogy a

p(x) := inf {t > 0 : x ∈ tW}
formula olyan félnormát definiál X-en34, amelyre

Bp,1(0) ⊂W ⊂ Bp,1(0).

Speciálisan Bp,1(0) ⊂ V .
Mutassuk meg, hogy p folytonos. Tetszőlegesen adott a ∈ X és r > 0

esetén a + rW környezete a-nak. Ha b ∈ a + rW , akkor r−1(b − a) ∈
Bp,1(0). Következésképpen

|p(b)− p(a)| ≤ p(b− a) ≤ r. �
Példa. Ha 0 < p < 1, akkor �p nem lokálisan konvex, mert a

B1(0) := {x ∈ �p : dp(0, x) < 1}
egységgömb nem tartalmaz konvex 0-környezetet. Ha ugyanis K konvex 0-
környezet, akkor B2r(0) ⊂ K alkalmas (elég kis) r > 0-ra. Akkor minden
n természetes számra fennállnak az

r1/pen ∈ Br(0) ⊂ K

relációk, és innen K konvexitása miatt

zn := r1/p e1 + · · ·+ en
n

∈ K.

De ekkor K nem tartozhat B1(0)-hoz, mert

dp(0, zn) = rn1−p →∞.

Megjegyzések. Az általános topologikus vektorterek jelentőségét csök-
kenti, hogy meghökkentő patologikus tulajdonságokkal rendelkezhetnek:

• Vannak olyan végtelen dimenziós X szeparált topologikus vek-
torterek, amelyekben ∅-en és X-en kı́vül nincs más konvex nyı́lt
halmaz. 35 Ezekben a terekben nincsenek zárt affin hipersı́kok
sem, mert X ′ = {0}.

34 Minkowski 1911, 131–132. o.
35 Néhány ilyen példát látunk majd a 22.2 és 22.3 fejezetben, 289. és 295. o.
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• Egyes szeparált topologikus vektorterek tartalmaznak olyan nem-
üres konvex, kompakt halmazokat, amelyeknek nincs extremális
pontjuk. 36

36 Roberts 1976, 1977. Lásd a 294. oldal lábjegyzetét is.
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5. rész

Integrálszámı́tás

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



Arkhimédész több fontos integrált is kiszámı́tott, de halála után csaknem
két évezreden át nem történt lényeges előrelépés ezen a területen. A tizenhe-
tedik században a Newton–Leibniz formula forradalması́totta a diszciplı́nát,
és lehetővé tette egy sor geometriai és mechanikai probléma megoldását. A
rengeteg új eredmény szilárd elméleti megalapozásának a hiánya hamaro-
san elviselhetetlenné vált, főleg Fourier hővezetési tanulmányának a megje-
lenése (1822) után.

Ennek az érdekében Riemann (1854) általánosı́totta a Cauchy-féle in-
tegrálfogalmat (1823). Dolgozatának posztumusz publikálása (1867) ku-
tatások egész sorát indı́totta el, amelyek célja minél általánosabb integrálfo-
galom és minél egyszerűbb határátmeneti eljárások kifejlesztése volt. Har-
nack (1881, 1885), Hankel (1881, 1882), du Bois-Reymond (1882), Jor-
dan (1883), Stolz (1884) és Cantor (1884) munkáit követően Peano (1887)
bevezette a végesen additı́v mértékeket, amelyek a vizsgált halmazok inter-
vallumok illetve téglalapok általi véges befedésein alapultak.

Borel (1898) felismerte, hogy megszámlálható befedéseket használva lé-
nyegesen hasznosabb σ-additı́v mértékekhez juthatunk. Baire (1898, 1899)
ehhez szorosan kapcsolódó eredményekhez jutott, amikor bevezette a pon-
tonkénti konvergencia iterálásával kapható függvények osztályait. Borel és
Baire kutatásai által is motiválva, Lebesgue (1901, 1902) igen általános in-
tegrálelméletet dolgozott ki. Az integrálható függvények osztályát lényege-
sen kibővı́tette, ugyankakkor az eddigieknél könnyebben kezelhető tételeket
kapott a határátmenetekre, és nagymértékben kiterjesztette a Newton–Leib-
niz formula érvényességét is.

Fatou, Riesz, Fischer, Fréchet, Fubini (1906–1910) és mások mély fel-
fedezései nyilvánvalóvá tették a Lebesgue-integrál rendkı́vüli hasznosságát,
és jelentősen ösztönözték a funkcionálanalı́zis fejlődését. A későbbiekben a
Lebesgue-integrál lehetővé tette a valószı́nűségszámı́tás precı́z megalapozá-
sát (Kolmogorov 1933) és a parciális differenciálegyenletek kezelését nagy-
ban megkönnyı́tő függvényterek bevezetését (Szoboljev 1935, 1936).

A Lebesgue-integrál fejlődését két szép cikkben is áttekintette Riesz
Frigyes (1949, 1952); ezenkı́vül javasoljuk a [54] és [164] munkák tanul-
mányozását is.

Több, mint fél évszázaddal a megjelenése után, továbbra is Riesz és
Szőkefalvi-Nagy monográfiája (1952) tartalmazza az elmélet legelegánsabb
kidolgozását. Mi is Riesz felépı́tését követjük. További eredmények és fel-
adatok találhatók a következő munkákban: [75], [76], [155], [229], [304],
[349], [351], [353], [396].
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16. fejezet
* Monoton függvények

Látom, de nem hiszem.

G. Cantor

Senki sem fog bennünket kiűzni abból a Paradicsomból, amelyet Cantor
teremtett számunkra.

D. Hilbert

Ebben a fejezetben I betűvel mindig nem-degenerált (tehát legalább két
pontot tartalmazó) intervallumokat jelölünk.

16.1. * Folytonosság. Megszámlálható halmazok

Az f : I → R monoton függvénynek értelmezési tartománya bármely
belső pontjában véges bal- és jobboldali határértéke van; a függvény pon-
tosan akkor folytonos a-ban, ha ezek megegyeznek. (Lásd a 16.1 ábrát.)

Mi mondható a folytonossági pontok halmazáról? Ahhoz, hogy vála-
szolhassunk erre a kérdésre, emlékeztetünk a következő fogalomra:

Definı́ció. Az A halmaz megszámlálható1, ha létezik olyan (an) soro-
zat, amely A minden elemét tartalmazza (legalább egyszer).

Megjegyzések.

• Az üres halmaz és minden véges halmaz megszámlálható. (Az (an)
sorozat tartalmazhat A-n kı́vüli elemeket is.)

1 Cantor 1882.
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124 16. * Monoton függvények

I

16.1. ábra. Monoton függvény gráfja

• Minden végtelen megszámlálható A halmazhoz létezik olyan A-
beli sorozat, amely A minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.
(A definı́cióbeli sorozat alkalmas részsorozata megfelel. )

• A definı́cióból következik, hogy ha A megszámlálható halmaz és
g : A → B szuperjektı́v függvény, akkor B is megszámlálható:
megszámlálható halmaz képe is megszámlálható.

• Az is könnyen látható, hogy ha B megszámlálható halmaz és g :
A→ B injektı́v függvény, akkor A is megszámlálható.

Példák.
• Az N, Z és Q számhalmazok is megszámlálhatóak. Cantor nevezetes

tétele szerint (lásd a következő állı́tást) R nem megszámlálható.
• Páronként diszjunkt, nem-üres, nyı́lt intervallumok P rendszere

mindig megszámlálható. Ugyanis mindegyik intervallum tartalmaz
racionális számot, és ez lehetővé teszi egy injektı́v g : P → Q
leképezés értelmezését.

Vezessük be az alábbi terminológiát:

Definı́ció. Egy halmazrendszer vagy halmazsorozat diszjunkt, ha elemei
páronként diszjunktak.

Foglaljuk össze a megszámlálható halmazok alaptulajdonságait:
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16.1. * Folytonosság. Megszámlálható halmazok 125

16.1. Állı́tás.
(a) Megszámlálható halmaz részhalmazai is megszámlálhatóak.

(b) Megszámlálható sok megszámlálható halmaz egyesı́tése is megszámlál-
ható.

(c) (Cantor2) A nem-degenerált intervallumok nem megszámlálhatóak.

Bizonyı́tás.
(a) Ha B ⊂ A, akkor az f(x) := x képlettel értelmezett f : B → A

függvény injektı́v. Így A megszámlálhatósága maga után vonja B megszám-
lálhatóságát.

(b) Legyen (An) megszámlálható halmazok sorozata. Rögzı́tsünk min-
den egyes n-re egy olyan an1, an2,. . . sorozatot, amely tartalmazza An min-
den elemét. Ha p1, p2,. . . a prı́mszámok sorozata, akkor a következő képlet
olyan (an) sorozatot definiál, amely ∪An minden elemét tartalmazza:

am :=

{
ank ha m = (pn)k valamely n-re és k-ra,

0 egyébként.

(c) Elég megmutatni, hogy ha I nem-degenerált intervallum, akkor e-
gyetlen (an) sorozat sem tartalmazza I minden pontját. Válasszunk egy
olyan I1 ⊂ I nem-degenerált, kompakt részintervallumot, hogy a1 /∈ I1.
Azután válasszunk olyan I2 ⊂ I1 nem-degenerált, kompakt részintervallumot,
hogy a2 /∈ I2. Rekurzióval folytatva, nem-degenerált, kompakt interval-
lumoknak olyan monoton fogyó

I1 ⊃ I2 ⊃ . . .

sorozatát kapjuk, hogy an /∈ In minden n-re. Cantor egyik tétele szerint
létezik az intervallumoknak legalább egy közös pontja3, és egy ilyen pont
egyik an-nel sem egyezhet meg. �

Térjünk vissza a monoton függvények vizsgálatához.

16.2. Állı́tás.
(a) Monoton függvény szakadási pontjainak a halmaza megszámlálható.

(b) Minden megszámlálható valós számhalmaz alkalmas monoton növekvő
függvény szakadási pontjainak a halmaza.

2 Cantor 1874, 117–118. o.
3 Topológia, 1.21 vagy 2.18 állı́tás, 27. vagy 49. o. A Topológia rész a jelen könyv első

kötetében található.
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126 16. * Monoton függvények

Bizonyı́tás.
(a) Szükség esetén −1-gyel megszorozva feltehető, hogy f : I → R

monoton növekvő. Jelöljük A-val I azon belső pontjainak a halmazát, ame-
lyekben f nem folytonos. Minthogy f monoton növekvő, a nem-üres nyı́lt

(f(a− 0), f(a+ 0)), a ∈ A

intervallumok páronként diszjunktak. Egyik előző megjegyzésünk alapján
tehát A megszámlálható. Mivel f -nek legfeljebb két további szakadási helye
lehet (I végpontjai), az utóbbi halmaz is megszámlálható.

(b) Az üres halmazhoz minden konstans függvény megfelel. Egyébként
legyen (an) az adott halmaz pontjainak (véges vagy végtelen) sorozata; ak-
kor az

f(x) :=
∑

{n : an<x}
n−2

képlet alkalmas f függvényt definiál. �

16.2. * Differenciálhatóság. Nullahalmazok

A monoton függvények differenciálhatóságának vizsgálatában fontos sze-
repet fog játszani a következő fogalom:

Definı́ció. A valós A számhalmaz nullahalmaz4, ha minden ε > 0-ra
befedhető ε-nál kisebb összhosszúságú {Ik} intervallumrendszerrel:

A ⊂
⋃

Ik és
∑

|Ik| < ε.

Itt és a továbbiakban |I|-kel jelöljük az I intervallum hosszát.

Megjegyzés. Minden A nullahalmazhoz van olyan véges összhosszúsá-
gú (Jm) intervallumsorozat, hogy A minden pontját végtelen sok Jm halmaz
is lefedi. Válasszunk ugyanis minden n természetes számra egy A-t befedő,
2−n-nél kisebb összhosszúságú (Ink) intervallumrendszert.5 Mindezen Ink
intervallumokat egyetlen (Jm) sorozatba rendezve kı́vánt tulajdonságú inter-
vallumsorozathoz jutunk.

4 Hankel 1870 (86. o.), Ascoli 1875, Smith 1875 (150. o.), du Bois-Reymond 1882,
Harnack 1885.

5 A későbbiek céljából jegyezzük meg, hogy e halmazok nyı́ltaknak is választhatók:
elég kicsit megnövelni őket.
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16.2. * Differenciálhatóság. Nullahalmazok 127

Megfordı́tva, egy ilyen (Jm) sorozat létezése maga után vonja, hogy A
nullahalmaz. Valóban, tetszőlegesen adott ε > 0-hoz van olyan N természe-
tes szám, hogy ∑

m>N

|Jm| < ε,

és a Jm+1, Jm+2, . . . intervallumok továbbra is befedik A-t.

Példák.

• (Harnack6) Minden megszámlálható valós {an} számhalmaz nul-
lahalmaz: tekintsük tetszőlegesen adott ε > 0-hoz az

(an − ε3−n, an + ε3−n)

intervallumokat.
• (Cantor-féle triadikus halmaz7) Léteznek nem-megszámlálható nul-

lahalmazok. Hagyjuk el például az [0, 1] intervallum középső har-
madát, az (1/3, 2/3) nyı́lt intervallumot. Ezt követően hagyjuk
el a megmaradt [0, 1/3] és [2/3, 1] diszjunkt, zárt intervallumok
középső harmadait; négy diszjunkt, 1/9 hosszúságú intervallum
marad: lásd a 16.2 ábrát. Az eljárást folytatva n lépés után egy Cn
halmazt kapunk, amely 2n darab diszjunkt, egyenként 3−n hosszú-
ságú zárt intervallum egyesı́tése. A monoton fogyó (Cn) kompakt
halmazsorozat metszetét C-vel jelöljük, és Cantor-féle triadikus
halmaznak hı́vjuk. Tetszőleges ε > 0-hoz (2/3)n < ε, ha n elég
nagy; ekkor a Cn-t alkotó intervallumok C-nek ε-nél kisebb össz-
hosszúságú befedését alkotják. Tehát C nullahalmaz.

A konstrukció szerint C azon x valós számokból áll, amelyek

x =
∞∑
i=1

εi
3i

alakban ı́rhatók, ahol εi = 0 vagy εi = 2 minden i-re. (Az ilyen
előállı́tások egyértelműek.) Következésképpen a

∞∑
i=1

εi
3i
�→

∞∑
i=1

εi
2i+1

képlet C-t [0, 1]-re képezi. Minthogy az utóbbi halmaz nem meg-
számlálható, C sem az.

6 Harnack 1885.
7 Smith 1875, Cantor 1883 (207. o.).
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16.2. ábra. A Cn halmazok

• Borel egyik fontos tétele szerint (lásd alább) nem minden valós
számhalmaz nullahalmaz.

16.3. Állı́tás.
(a) Az üres halmaz nullahalmaz.

(b) Nullahalmaz részhalmazai is nullahalmazok.

(c) Megszámlálható sok nullahalmaz egyesı́tése is nullahalmaz.

(d) (Borel8 ) Ha az (Ik) intervallumsorozat befed egy I intervallumot, akkor
|I| ≤

∑
|Ik|. Következésképpen a nem-degenerált intervallumok nem

nullahalmazok.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) nyilvánvaló.

(c) Tetszőlegesen adott ε > 0-ra fedjük be mindegyik An nullahal-
mazt ε2−n-nél kisebb összhosszúságú (Ink) intervallumsorozattal. Akkor
mindezen intervallumok együtt ∪An ε-nál kisebb összhosszúságú befedését
alkotják.

(d) Feltehető, hogy I nem-degenerált. Tekintsük először azt az esetet,
amikor I = [a, b] kompakt, az Ik intervallumok pedig nyı́ltak. Legyen
(a1, b1) az (Ik) sorozat első tagja, amelyik tartalmazza a-t. Rekurzióval
folytatva, ha bn ≤ b valamely n ≥ 1-re, akkor legyen (an+1, bn+1) az (Ik)
sorozat első tagja, amelyik tartalmazza bn-t.

8 Borel 1898. A bizonyı́tásbeli konstrukció Heine 1872 eljárásán alapul (188. o.).
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16.2. * Differenciálhatóság. Nullahalmazok 129

A konstrukció előbb-utóbb megszakad, ugyanis alkalmas N -re bN > b.
Valóban, az ellenkező esetben (bn) valamely x ≤ b ponthoz konvergál, és
x ∈ I� alkalmas �-re. Minthogy I� nyı́lt, létezik olyan m, hogy bn ∈ I�
minden n ≥ m-re. A konstrukció miatt ez azt jelenti, hogy az (an+1, bn+1)
intervallumok minden n ≥ m-re megelőzik I�-t az (Ik) sorozatban. Ez azon-
ban lehetetlen, hiszen az (an+1, bn+1) intervallumok páronként különbözők.

A fentiek akapján

|I| = b−a < bN−a1 =
N∑
i=2

(bi−bi−1)+b1−a1 ≤
N∑
i=1

(bi−ai) ≤
∑

|Ik|.

Az általános esetben rögzı́tsünk egy α > 1 számot, egy |I|/α hosszúságú
J ⊂ I kompakt részintervallumot, és minden n-re egy In-t tartalmazó,
α|In| hosszúságú nyı́lt Jn intervallumot. A (Jn) sorozat befedi J-t, úgyhogy∑
|Jn| ≥ |J | az eddigiek szerint. Más szóval α

∑
|In| ≥ |I|/α, és a kere-

sett állı́tás α→ 1 esetén adódik. �
Vezessünk be még egy kényelmes terminológiát:

Definı́ció. Egy tulajdonság majdnem mindenütt9 (röviden m.m.) teljesül,
ha érvényes egy nullahalmazon kı́vül.

Most már megfogalmazhatjuk a differenciálhatóságról szóló alapvető
eredményt:

16.4. Tétel.
(a) (Lebesgue10) Bármely f : I → R monoton függvény m.m. differenci-

álható.

(b) Minden A nullahalmazhoz létezik olyan monoton növekvő f : R → R
függvény, amely A egyetlen pontjában sem differenciálható.

A tétel (a) részét a következő két szakaszban bizonyı́tjuk majd.

*A (b) rész bizonyı́tása. Válasszunk olyan, véges összhosszúságú (Jm)
nyı́lt intervallumsorozatot, amelyik végtelen sokszor lefedi A minden pontját.
Jelöljük fm(x)-szel a Jm ∩ (−∞, x) intervallum hosszát, akkor az f :=∑

fm képlet monoton növekvő f : R → R függvényt definiál. Tegyük fel

9 Lebesgue 1906 (7. o.).
10 Lebesgue 1904, 128–129. o. Lebesgue csak folytonos függvényeket vizsgált.

Eredménye megcáfolta Weierstrass sejtését, miszerint léteznek folytonos és monoton, de se-
hol sem differenciálható függvények; lásd Hawkins 2001, 47. o.
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130 16. * Monoton függvények

indirekt, hogy f differenciálható valamely a ∈ A pontban. Válasszunk egy
N > f ′(a) egészt, majd egy olyan kis δ > 0 számot, hogy legalább N darab
Jm intervallum tartalmazza [a, a+ δ]-t, mondjuk Jm1 ,. . . , JmN . Akkor

f(a+ h)− f(a) ≥
N∑
k=1

fmk
(a+ h)− fmk

(a) ≥ Nh

minden 0 < h < δ-ra, ellentmondva az f ′(a) < N egyenlőtlenségnek. �

16.3. * Ugrófüggvények

Ebben a szakaszban Lipiński és Rubel eljárását követjük. 11 Mivel
minden intervallum megszámlálható sok kompakt intervallum egyesı́tése,
elegendő Lebesgue tételét abban az esetben igazolnunk, amikor I = [a, b]
kompakt. Mutassuk meg először az alábbi segédtételt:

16.5. Lemma. Legyen f : [a, b] → R monoton növekvő függvény.
Jelöljük minden C > 0 számra EC-vel azon a < x < b pontok halmazát,
amelyekhez találhatók olyan s = sx és t = tx számok, hogy s < x < t és

f(t)− f(s) > C(t− s). (16.1)

Akkor EC megszámlálható sok olyan (an, bn) intervallum egyesı́tése, ame-
lyek összhosszúsága legfeljebb 4C−1(f(b)− f(a)).

Megjegyzés. Az EC halmaz mindazon pontokat tartalmazza, amelyek-
ben f -nek C-nél nagyobb értékű deriváltja van, de tartalmazhat további pon-
tokat is. Például a [0, 4] intervallumon értelmezett f(x) :=

√
x függvényre

C = 1/
√
2 esetén

{f ′ > C} = (0, 1/2) és EC = (0, 2).

(Lásd a 16.3 ábrát: 0 < x < 2 esetén sx = 0 és tx = 2 választható.)

Bizonyı́tás. Az EC halmaz definı́ció szerint nyı́lt, tehát alkalmas, pá-
ronként diszjunkt (an, bn) nyı́lt intervallumok egyesı́tése. Vegyük észre azt
is, hogy x ∈ (an, bn) esetén definı́ció szerint (sx, tx) ⊂ (an, bn).

Rögzı́tsünk minden n-re egy

b′n − a′n = (bn − an)/2 (16.2)

11 Lipiński 1961, Rubel 1963.
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16.3. ábra. EC jelentése

hosszúságú [a′n, b′n] ⊂ (an, bn) kompakt részintervallumot. Ezt befedik az
(sx, tx) intervallumok, ahol

x ∈ [a′n, b
′
n].

Minthogy [a′n, b′n] kompakt, kiválasztható véges (s1, t1),. . . , (sN , tN ) rész-
fedés. Válasszunk olyan véges részfedést, amelyre N a lehető legkisebb,
akkor ∪(sk, tk) egyetlen pontja sincs kettőnél többször lefedve, hiszen ha
három intervallumnak van közös pontja, akkor azok közül az egyik hozzátar-
tozik a másik kettő egyesı́téséhez. Következésképpen, felhasználva (16.1)-et
és az (sk, tk) ⊂ (an, bn) tartalmazási relációkat,

b′n−a′n ≤
N∑
k=1

(tk−sk) ≤ C−1
N∑
k=1

(f(tk)−f(sk)) ≤ 2C−1(f(bn)−f(an)).

Innen a keresett egyenlőtlenség (16.2) felhasználásával adódik:∑
(bn − an) ≤ 4C−1

∑
(f(bn)− f(an)) ≤ 4C−1(f(b)− f(a)). �

A lemma első alkalmazásaként megmutatjuk, hogy monoton növekvő
függvénynek nem lehet sok pontban végtelen deriváltja. Pontosabban, fennáll
a

16.6. Lemma. Ha f : [a, b]→ R monoton növekvő függvény, akkor

Df(x) := lim sup
y→x

f(y)− f(x)
y − x

<∞ m.m. [a, b]-ban.
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132 16. * Monoton függvények

Bizonyı́tás. Ha Df(x) = ∞, akkor x ∈ EC minden C > 0-ra, e pon-
tok halmaza tehát befedhető legfeljebb 4(f(b) − f(a))/C összhosszúságú
intervallumrendszerrel. Az állı́tás C →∞ esetén adódik. �

A lemma második alkalmazásaként bebizonyı́tjuk Lebesgue tételét egy
speciális esetben.

Definı́ció. Ugrófüggvényen olyan f : I → R függvényt értünk, hogy
alkalmas (ak) ⊂ I pontsorozattal és

∑
Sk konvergens, nem-negatı́v nu-

merikus sorral f =
∑

fk, ahol

fk(x) = 0 ha x < ak,

fk(x) = Sk ha x > ak,

0 ≤ fk(ak) ≤ Sk.

Vegyük észre, hogy minden ugrófüggvény monoton növekvő.

16.7. Állı́tás. Ha f : I → R ugrófüggvény, akkor f ′ = 0 m.m.

Bizonyı́tás. Elegendő azzal az esettel foglalkoznunk, amikor I = [a, b]
kompakt intervallum. Elég megmutatnunk, hogy bármely rögzı́tett C > 0-ra
Df ≤ C m.m.

Rögzı́tsünk egy tetszőleges ε > 0 számot12, majd válasszunk olyan nagy
N -et, hogy

∞∑
k=N+1

Sk < ε.

Akkor a

h :=
∞∑

k=N+1

fk

függvény monoton növekvő, és h(b) − h(a) < ε. A 16.5 lemma alapján
Dh ≤ C valamely 4ε/C-nél kisebb összhosszúságú intervallumrendszeren
kı́vül.

Vegyük észre, hogy az

f − h =
N∑
k=1

fk

12 Az alábbi bizonyı́tás Császár Ákostól származik: lásd Szőkefalvi-Nagy 1965.
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16.4. * A Lebesgue-tétel bizonyı́tása 133

függvény az a1,. . .aN pontokat kivéve mindenütt differenciálható, és a de-
riváltja nulla. Következésképpen Df ≤ C valamely 4ε/C-nél kisebb össz-
hosszúságú intervallumrendszeren kı́vül. Innen ε → 0 mellett adódik, hogy
Df ≤ C m.m. �

Az ugrófüggvények segı́tségével izolálhatjuk a monoton növekvő függ-
vények nem-folytonos részét:

16.8. Állı́tás. Minden korlátos, monoton növekvő f : I → R függvény
előállı́tható egy monoton növekvő, folytonos és egy ugrófüggvény összegeként.

Bizonyı́tás. Az f függvényt balra és jobbra konstansként kiterjesztve
feltehető, hogy I = R. Legyen (ak) f szakadási helyeinek a (véges vagy
végtelen) sorozata, és legyen Sk = f(ak + 0) − f(ak − 0). A

∑
Sk sor

konvergens, mert f korlátos. Vezessük be az fk függvényeket úgy, mint az
ugrófüggvények definı́ciójában, és legyen fk(ak) = f(ak) − f(ak − 0).
Akkor h :=

∑
fk ugrófüggvény, g := f − h pedig monoton növekvő és

folytonos. �

16.4. * A Lebesgue-tétel bizonyı́tása

A 16.7 és 16.8 állı́tások fényében elegendő egy kompakt intervallumon
értelmezett, monoton növekvő és folytonos f : [a, b] → R függvényt vizs-
gálni. Riesz Frigyes elemi tárgyalását ismertetjük.13

Vezessük be az úgynevezett Dini-deriváltakat14:

D−f(x) := lim sup
y<x
y→x

f(y)− f(x)
y − x

, D+f(x) := lim sup
y>x
y→x

f(y)− f(x)
y − x

,

d−f(x) := lim inf
y<x
y→x

f(y)− f(x)
y − x

, d+f(x) := lim inf
y>x
y→x

f(y)− f(x)
y − x

.

Mivel f monoton növekvő, ezek mind nem-negatı́vak.

13 Riesz 1931, 1932. A bizonyı́tás adaptálható a nem-folytonos esetre is, lásd Riesz
és Szőkefalvi-Nagy 1952, Szőkefalvi-Nagy 1965. A mértékelmélet felhasználásával Austin
1965 még rövidebb bizonyı́tást adott.

14 Dini 1878 (sec. 145).
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16.4. ábra. Dini-deriváltak

Példa. Az f(x) := x+ x sin(1/x) függvényre

D−f(0) = D+f(0) = 1 és d−f(0) = d+f(0) = 0;

lásd a 16.4 ábrát.

Fogadjuk el egy pillanatra a következő segédtételt:

16.9. Lemma. Majdnem mindenütt fennáll a D+f ≤ d−f egyenlőtlen-
ség.

Akkor a segédtételt a −f(−x) függvényre alkalmazva a D−f(x) ≤
d+f(x) egyenlőtlenség is teljesül, és ı́gy

0 ≤ D+f(x) ≤ d−f(x) ≤ D−f(x) ≤ d+f(x) ≤ D+f(x)

majdnem mindenütt. Minthogy D+f(x) < ∞ m.m. a 16.6 lemma alapján,
innen következik, hogy a négy deriváltszám véges és majdnem mindenütt
egyenlő, ami Lebesgue tételét igazolja.

A 16.9 segédtétel bizonyı́tásának fő eszköze a Riesz-féle ,,felkelő Nap”
lemma. A megfogalmazásához vezessük be a következő fogalmat:

Definı́ció. Legyen g : [a, b] → R kompakt intervallumon folytonos
függvény. Az a < x < b pont (jobbról) láthatatlan, ha van olyan y > x,
hogy g(y) > g(x). (Lásd a 16.5 ábrát.)
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16.4. * A Lebesgue-tétel bizonyı́tása 135

b2a2b1a1

16.5. ábra. Jobbról láthatatlan pontok

16.10. Lemma. (,,Felkelő Nap”15) A folytonos g : [a, b]→ R függvényre
nézve (jobbról) láthatatlan pontok halmaza olyan páronként diszjunkt (ak, bk)
nyı́lt intervallumok egyesı́tése, hogy g(ak) ≤ g(bk) minden k-ra.

Bizonyı́tás. A láthatatlan pontok halmaza g folytonossága miatt nyı́lt,
tehát megszámlálható sok nyı́lt intervallum egyesı́tése.

Tegyük fel indirekt, hogy g(ak) > g(bk) ezen (ak, bk) intervallumok
valamelyikére. Rögzı́tsünk egy g(ak) > c > g(bk) számot, és vezessük be
az

x := sup{ak ≤ t ≤ bk : g(t) ≥ c}
pontot. Akkor g(x) = c és ak < x < bk a c pont választása és g folytonossága
miatt, létezik tehát olyan y > x pont, amelyre g(x) < g(y). Ez azonban
lehetetlen, hiszen x értelmezése szerint egyrészt

c > g(y) ha x < y ≤ bk,

másrészt
c > g(bk) ≥ g(y) ha y > bk,

mert bk látható. �

A 16.9 lemma bizonyı́tása. Elegendő megmutatnunk, hogy tetszőlege-
sen rögzı́tett c1 < c2 racionális számok esetén

E := {x ∈ (a, b) : d−f(x) < c1 < c2 < D+f(x)}
nullahalmaz: ekkor ezek uniója is nullahalmaz, és rajta kı́vül d−f(x) ≥
D+f(x).

15 Riesz 1931, 1932.
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Meg fogjuk mutatni, hogy (a, b) tetszőlegesen rögzı́tett (a′, b′) nyı́lt rész-
intervallumára E∩(a′, b′) befedhető (c1/c2)(b′−a′)-nél kisebb összhosszú-
ságú megszámlálható nyı́lt intervallumrendszerrel. Az eljárást iterálva adódni
fog, hogy E = E ∩ (a, b) tetszőleges n természetes számra befedhető

(c1/c2)n(b− a)-nél

kisebb összhosszúságú megszámlálható nyı́lt intervallumrendszerrel. Mint-
hogy az utóbbi kifejezés n → ∞ esetén végtelenhez tart, innen következni
fog, hogy E nullahalmaz.

Ha x ∈ E ∩ (a′, b′), akkor alkalmas a′ < y < x-re

f(y)− f(x)
y − x

< c1,

vagyis

f(y)− c1y > f(x)− c1x.

Más szóval x balról láthatatlan16 a

g(t) := f(t)− c1t, t ∈ [a′, b′]

képlettel értelmezett g függvényre nézve. Alkalmazva a 16.10 lemmát a
t �→ g(−t) függvényre, E∩(a′, b′) befedhető megszámlálható sok olyan, pá-
ronként diszjunkt (ak, bk) nyı́lt intervallummal, hogy g(ak) ≥ g(bk) minden
k-ra, vagyis

f(bk)− f(ak) ≤ c1(bk − ak)

minden k-ra.
Tekintsünk most egy ilyen (ak, bk) intervallumot. Ha x ∈ E ∩ (ak, bk),

akkor alkalmas x < y < bk-ra

f(y)− f(x)
y − x

> c2,

vagyis

f(y)− c2y > f(x)− c2x.

Más szóval x jobbról láthatatlan a

h(t) := f(t)− c2t, t ∈ [ak, bk]

16 Azt mondjuk, hogy x balról láthatatlan egy g függvényre nézve, ha −x jobbról
láthatatlan a t �→ g(−t) függvényre nézve.
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16.5. * Korlátos változású függvények 137

képlettel értelmezett h függvényre nézve. Alkalmazva a 16.10 lemmát E ∩
(ak, bk) befedhető megszámlálható sok olyan, páronként diszjunkt (akm, bkm)
nyı́lt intervallummal, hogy g(akm) ≤ g(bkm) minden m-re, vagyis

f(bkm)− f(akm) ≥ c2(bkm − akm)

minden m-re.
Következésképpen mindezen (akm, bkm) intervallumok összessége befedi

E ∩ (a′, b′)-t, és∑
k,m

(bkm − akm) ≤
1
c2

∑
k,m

f(bkm)− f(akm)

≤ 1
c2

∑
k

(
f(bk)− f(ak)

)
≤ c1

c2

∑
k

(bk − ak)

≤ c1

c2
(b′ − a′). �

16.5. * Korlátos változású függvények

Két monoton növekvő függvény különbsége nem feltétlenül monoton. A
16.2 állı́tásból és a 16.4 tételből (125. és 129. o.) mégis könnyen következik,
hogy az ilyen függvényeknek is csak megszámlálható sok szakadási helye
lehet, és hogy ezek is majdnem mindenütt differenciálhatóak. Ebben a sza-
kaszban röviden tanulmányozzuk ezeket a függvényeket.

Definı́ció. Az f : I → R függvény korlátos változású17, ha van olyan
A szám, hogy

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤ A

minden I-beli véges x0 < · · · < xn pontsorozatra.
A legkisebb ilyen A számot f teljes változásának hı́vjuk.

Megjegyzések.
• Korlátos I intervallum esetén f pontosan akkor korlátos változású,

ha rektifikálható, vagyis ha a gráfja véges ı́vhosszúságú.

17 Jordan 1881.
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138 16. * Monoton függvények

• Minden monoton, korlátos függvény korlátos változású.
• A korlátos változású függvények vektorteret alkotnak.

Az utóbbi megjegyzések alapján két monoton, korlátos függvény kü-
lönbsége korlátos változású. Ennek a megfordı́tása is igaz:

16.11. Állı́tás. (Jordan18) Minden korlátos változású függvény előállı́t-
ható két monoton növekvő és korlátos függvény különbségeként.

Bizonyı́tás. Jegyezzük meg, hogy egy korlátos változású f : I → R
függvény bármely részintervallumra való leszűkı́tése is korlátos változású.
Tetszőleges x ∈ I-re jelöljük g(x)-szel f I ∩ (−∞, x)-re vett leszűkı́tésének
a teljes változását. Akkor 0 ≤ g ≤ T , ahol T az f függvény teljes változását
jelöli I-n, úgyhogy g korlátos függvény.

Ha y ∈ I és x < y, akkor g(x) + |f(y)− f(x)| ≤ g(y) a teljes változás
definı́ciója alapján. Ebből következik, hogy g monoton növekvő, majd hogy
g − f is monoton növekvő, mert

(g − f)(y)− (g − f)(x) =
(
g(y)− g(x)

)
−
(
f(y)− f(x)

)
≥
(
g(y)− g(x)

)
− |f(y)− f(x)|

≥ 0.

Mivel f és g korlátos, h := g − f is az. Az f = g − h előállı́tás tehát
rendelkezik a kı́vánt tulajdonságokkal. �

Megjegyzés. Jordan tételéből azonnal következik, hogy minden korlátos
változású f : I → R függvény korlátos, és I minden pontjában véges bal-
és jobboldali határértékkel rendelkezik.

18 Jordan 1881.
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17. fejezet
Lebesgue-integrál R-en

Rémülettel és borzalommal fordulok el ettől a siralmas fekélytől: függ-
vények, amelyeknek nincs deriváltjuk!

Ch. Hermite

Régebben, ha egy új függvényt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célból
tették; ma kimondottan azért találják fel ezeket, hogy atyáink következtetéseire
rácáfoljanak, s soha nem is fogják ezeket másra használni.

H. Poincaré

A Riemann-integrál két zavaró vonása, hogy sok fontos függvény nem
integrálható, és bonyolultak a határátmenetről szóló tételek.

Példák.
• (Dirichlet-függvény1) Az

f(x) :=

{
1 ha x racionális;

0 ha x irracionális

függvény nem Riemann-integrálható. Ugyanakkor f = 0 m.m., és
természetes volna az

∫
f dx := 0 definı́ció.

• Rendezzük a racionális számokat egy (rn) sorozatba. Akkor az

fn(x) :=

{
1 ha x = r1, . . . , rn;

0 egyébként

függvények Riemann-integrálhatóak,
∫
fn dx = 0 minden n-re, és

fn → f mindenütt. Mégsem következik innen, hogy
∫
fn dx →∫

f dx, hiszen
∫
f dx nincs értelmezve.

1 Dirichlet 1829, 131–132. o.
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• Az (fn) függvénysorozat Cauchy-féle a Riemann-integrálható függ-
vények vektorterében értelmezett ‖g‖ :=

∫
|g| dx normára nézve,

azonban nem konvergens erre a normára nézve.

A Lebesgue-integrál kiküszöböli az ilyen jellegű nehézségeket: lénye-
gesen több függvény integrálható, és nagyon hatékony határátmeneti tételek
érvényesek. Az elmélet egyik kulcsa, hogy nem teszünk különbséget m.m.
azonos függvények között:

Definı́ció. Az f1 : D1 → R és f2 : D2 → R függvények majdnem
mindenütt egyenlők, ha

D1\D2, D2\D1 és {x ∈ D1 ∩D2 : f1(x) �= f2(x)}

mind nullahalmazok.

Ez ekvivalenciareláció, amely kompatibilis a szokásos algebrai művele-
tekkel: ha f1 = g1 és f2 = g2 m.m., akkor

|f1| = |g1| m.m.,

f1 ± f2 = g1 ± g2 m.m.,

f1f2 = g1g2 m.m.,

min{f1, f2} = min{g1, g2} m.m.,

max{f1, f2} = max{g1, g2} m.m.

Ha ráadásul f2 �= 0 m.m., akkor f1/f2 = g1/g2 m.m. Végül, ha fn → f
m.m., és fn = gn m.m. minden n-re, akkor gn → f -hez m.m. is igaz.2

A fentiek alapján gyakran azonosı́tjuk a m.m. egyenlő függvényeket.

17.1. Lépcsős függvények

Definı́ció. ϕ : R → R lépcsős függvény, ha alkalmas

−∞ < x0 < · · · < xn <∞

pontokkal és c1,. . . , cn valós számokkal m.m. fennáll a következő egyenlőség:

2 Itt lényeges, hogy a nullahalmazok definı́ciójában megszámlálható befedéseket
használtunk.
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x3x2x1x0
c3

c1

c2

17.1. ábra. Lépcsős függvény

ϕ(x) =




0 ha x < x0,

c1 ha x0 < x < x1,

. . .

cn ha xn−1 < x < xn,

0 ha xn < x.

(Lásd a 17.1 ábrát.) A lépcsős függvények osztályát C0-lal jelöljük.

Megjegyzések.
• A definı́cióban mindig hozzávehetünk véges sok, tetszőlegesen vá-

lasztott xi pontot. Következésképpen véges sok adott lépcsős függ-
vény esetén mindig feltehető, hogy ugyanazokkal az xi pontokkal
vannak definiálva.

• Adott xi pontok esetén a hozzátartozó ci értékek viszont egyértel-
műen meg vannak határozva, mert a nem-degenerált intervallumok
nem nullahalmazok.

Definı́ció. A lépcsős függvények integrálját az∫
ϕ dx :=

n∑
i=1

ck(xk − xk−1)

képlettel értelmezzük.
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A definı́ció korrektségének az igazolása előtt vezessünk be két hasznos
fogalmat:

Definı́ciók. A C vektortér vektorháló, ha

ϕ,ψ ∈ C =⇒ max{ϕ,ψ}, min{ϕ,ψ} ∈ C.

A C vektorhálón értelmezett L : C → R lineáris funkcionál pozitı́v, ha

ϕ ≥ 0 =⇒ Lϕ ≥ 0.

Megjegyzések.
• A |ϕ| = max{ϕ,−ϕ} és

max{ϕ,ψ} = ϕ+ ψ + |ϕ− ψ|
2

, min{ϕ,ψ} = ϕ+ ψ − |ϕ− ψ|
2

összefüggések segı́tségével könnyen látható, hogy a C vektortér
pontosan akkor vektorháló, ha

ϕ ∈ C =⇒ |ϕ| ∈ C.

• Minden pozitı́v lineáris funkcionál monoton is: ha ϕ ≥ ψ, akkor
Lϕ ≥ Lψ.

A lépcsős függvények definı́cióját követő megjegyzés segı́tségével iga-
zolható a következő

17.1. Állı́tás.
(a) C0 vektorháló.

(b) A lépcsős függvények integrálja független az xi pontok speciális válasz-
tásától.

(c) A lépcsős függvények integrálja pozitı́v lineáris funkcionál C0-on.

A következő két ,,ártatlan” segédtétel Riesztől származik. Mint látni
fogjuk, rajtuk alapul szinte az egész Lebesgue-féle elmélet.

Az első Dini egyik klasszikus tételének3 elemi változata:

17.2. Lemma. Ha lépcsős függvények (ϕn) sorozatára ϕn(x) ↘ 0
m.m., akkor

∫
ϕn dx→ 0.

Bizonyı́tás. Rögzı́tsünk egy [a, b] kompakt intervallumot és egy olyan
M > 0 számot, hogy ϕ1 = 0 [a, b]-n kı́vül, ϕ1 < M [a, b]-ben. Szükség
esetén alkalmas nullahalmazon megváltoztatva a ϕn függvények értékét fel-
tehető, hogy mind eltűnnek [a, b]-n kı́vül.

3 Lásd a 20.24 állı́tást, 246. o.
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Rögzı́tsünk egy tetszőlegesen kis ε > 0 számot. Alkalmas E nullahal-
mazon kı́vül a ϕn függvények mindegyike folytonos, és a sorozatuk nullához
tart. Fedjük be E-t ε/(2M)-nél kisebb összhosszúságú, megszámlálható,
nyı́lt {I} intervallumrendszerrel.

Ha x0 /∈ E, akkor ϕn(x0)→ 0, és ı́gy alkalmas n0 indexre

ϕn0(x0) <
ε

2(b− a)
.

Minthogy ϕn0 folytonos x0-ban,

ϕn0(x) <
ε

2(b− a)

valamely x0-t tartalmazó J = J(x0) nyı́lt intervallum minden pontjában.
Végül, a a (ϕn) sorozat monoton fogyása miatt

ϕn(x) <
ε

2(b− a)

minden x ∈ J-re és n ≥ n0-ra.
A kompakt [a, b] intervallum befedhető véges sok ilyen I és J interval-

lummal. Jelöljük N -nel a kiválasztott J intervallumokhoz tartozó n0 in-
dexek legnagyobbikát, és A-val ezen J intervallumok egyesı́tését. Akkor

ϕn(x) <
ε

2(b− a)

minden x ∈ A-ra és n ≥ N -re. Következésképpen a ϕnχA lépcsős függvény
integrálja, ahol χA az A halmaz karakterisztikus függvényét4 jelöli, legfel-
jebb ε/2.

Az [a, b] intervallum megmaradó része véges sok zárt intervallum egye-
sı́tése, amelyeket befednek a kiválasztott I intervallumok. Minthogy az utób-
biak összhosszúsága ε/(2M)-nél kisebb, ϕn(1−χA) integrálja is legfeljebb
ε/2.

A két egyenlőséget összeadva kapjuk, hogy

0 ≤
∫

ϕn dx ≤ ε

minden n ≥ N -re. �

A következő eredménynél sokkal többet igazolunk később.5

4 de la Vallée Poussin 1915 (440. o.): χA := 1 A-n, és χA := 0 A-n kı́vül.
5 Lásd Beppo Levi tételét, 148. o.
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144 17. Lebesgue-integrál R-en

17.3. Lemma. Tekintsük lépcsős függvények m.m. monoton növekvő
(ϕn) sorozatát. Ha az integráljaik sorozata felülről korlátos, akkor a függ-
vénysorozatnak m.m. véges határértéke van.

Megjegyzés. A 17.1 állı́tás miatt az
∫
ϕn dx integrálok sorozata mono-

ton növekvő is, tehát konvergens.

Bizonyı́tás. Szükség esetén ϕn-et ϕn − ϕ1-re cserélve feltehető, hogy
a ϕn függvények nem-negatı́vak. Meg kell mutatnunk, hogy a ϕn(x) → ∞
tulajdonságú pontok E0 halmaza nullahalmaz.

Legyen
∫
fn dx ≤ A minden n-re. Tetszőlegesen rögzı́tett ε > 0-

ra jelöljük Eε,n-nel a ϕn(x) > A/ε tulajdonságú pontok halmazát, n =
1, 2, . . . Minthogy Eε := ∪Eε,n tartalmazza E0-t, elegendő Eε-t befedni
legfeljebb ε összhosszúságú, megszámlálható intervallumrendszerrel.

Az (Eε,n) halmazsorozat monoton növekvő a (ϕn) sorozat hasonló tu-
lajdonsága miatt. Következésképpen Eε,1 és valamennyi Eε,n\Eε,n−1 kü-
lönbség véges sok páronként diszjunkt intervallum egyesı́tése, mondjuk

Eε,1 =
K1⋃
k=1

I1k

és

Eε,n\Eε,n−1 =
Kn⋃
k=1

Ink, n = 1, 2, . . .

Ezen intervallumok összessége befedi Eε-t. Továbbá az összhosszúságuk
legfeljebb ε, mert

m∑
n=1

Kn∑
k=1

A

ε
|Ink| ≤

∫
Eε,1

ϕ1 dx+
m∑
n=2

∫
Eε,n\Eε,n−1

ϕn dx ≤
∫

ϕm dx ≤ A

minden m-re. �

17.2. Integrálható függvények

Két lépésben kibővı́tjük az integrálható függvények osztályát. Az első
lépés a 17.2 és 17.3 lemmán alapul:
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17.2. Integrálható függvények 145

Definı́ció. Jelöljük C1-gyel a 17.3 lemmabeli (ϕn) függvénysorozatok
f határfüggvényeinek a halmazát, és értelmezzük egy ilyen függvény in-
tegrálját az ∫

f dx := lim
∫

ϕn dx

képlettel.

A definı́ció korrektségének az igazolásához fogadjuk el egyelőre az alábbi
segédtételt:

17.4. Lemma. Ha a (ϕn), (ψn) lépcsős függvénysorozatokra ϕn ↗ f ,
ψn ↗ g és f ≤ g m.m., akkor

lim
∫

ϕn dx ≤ lim
∫

ψn dx.

17.5. Állı́tás.
(a) Az integrál nem függ a (ϕn) sorozat speciális választásától.

(b) Ha f ∈ C0, akkor az integrál két definı́ciója ugyanazt az értéket szolgál-
tatja.

(c) Ha f ∈ C1 és f = g m.m., akkor g ∈ C1 és
∫
f dx =

∫
g dx.

(d) Ha f, g ∈ C1 és f ≤ g m.m., akkor∫
f dx ≤

∫
g dx.

(e) Ha f, g ∈ C1, akkor max{f, g} ∈ C1 és min{f, g} ∈ C1.

(f) Ha f, g ∈ C1, akkor f + g ∈ C1, és∫
(f + g) dx =

∫
f dx+

∫
g dx.

(g) Ha f ∈ C1 és c nem-negatı́v valós szám, akkor cf ∈ C1 és∫
cf dx = c

∫
f dx.

Bizonyı́tás.
(a) Alkalmazzuk az előző lemmát f = g-vel.

(b) Legyen ϕn = f minden n-re.

(c) Ha f integrálját a (ϕn) sorozat segı́tségével definiáljuk, akkor ϕn →
g m.m. is teljesül.
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146 17. Lebesgue-integrál R-en

(d) Ez az az előző lemma átfogalmazása.

(e), (f) és (g) Ha f és g integrálját a (ϕn) és (ψn) sorozatok segı́tségével
definiáljuk, akkor a

max{ϕn, ψn}, min{ϕn, ψn}, ϕn + ψn, cϕn

képletekkel adott sorozatok is eleget tesznek a 17.3 lemmabeli feltételeknek,
és rendre a max{f, g}, min{f, g}, f+g és cf függvényekhez tartanak m.m.
Az (f), (g)-beli egyenlőségek következnek a lépcsős függvényekre érvényes
hasonló egyenlőségekből. �

A 17.4 lemma bizonyı́tása. Elegendő megmutatni teszőlegesen rögzı́tett
m-re az ∫

ϕm dx ≤ lim
n→∞

∫
ψn dx,

vagy ekvivalens módon a

lim
n→∞

∫
ϕm − ψn dx ≤ 0

egyenlőtlenséget. A lemma innen m→∞ esetén következik.
Ehelyett megmutatjuk az erősebb

lim
n→∞

∫
(ϕm − ψn)+ dx ≤ 0

relációt, ahol
(ϕm − ψn)+ := max{ϕm − ψn, 0}

a ϕm − ψn függvény pozitı́v részét jelöli. Ehhez elegendő észrevennünk,
hogy az n �→ (ϕm−ψn)+ sorozat eleget tesz a 17.2 lemma feltételeinek. �

Második lépésben kiterjesztjük az integrált a C1 által generált vektortérre:

Definı́ció. Az f függvény integrálható, ha alkalmas f1, f2 ∈ C1-re f =
f1 − f2 m.m. Ilyenkor f integrálját az∫

f dx :=
∫

f1 dx−
∫

f2 dx

képlettel értelmezzük. Gyakran
∫
f(x) dx-et is ı́runk

∫
f dx helyett.

Az integrálható függvények halmazát C2-vel jelöljük.

17.6. Állı́tás.
(a) C2 vektorháló.

(b) A C2-beli függvények integrálja nem függ az f = f1 − f2 felbontás
speciális választásától.
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(c) Ha f ∈ C2 és f = g m.m., akkor g ∈ C2, és
∫
f dx =

∫
g dx.

(d) Az integrál pozitı́v lineáris funkcionál C2-n.

Bizonyı́tás.
(a) Legyen f = f1−f2 és g = g1−g2 m.m., ahol f1, f2, g1, g2 ∈ C1, és

legyen c nem-negatı́v szám. Felhasználva az előző állı́tást a m.m. érvényes

f + g = (f1 + g1)− (f2 + g2),
cf = cf1 − cf2,

− cf = cf2 − cf1,

|f | = max{f1, f2} −min{f1, f2}

egyenlőségekből következik, hogy f + g, cf , −cf és |f | integrálhatók.

(b) Ha f = f1 − f2 = g1 − g2 m.m., ahol f1, f2, g1, g2 ∈ C1, akkor
f1 + g2 = f2 + g1 m.m., és ı́gy∫

f1 dx+
∫

g2 dx =
∫

f1+g2 dx =
∫

f2+g1 dx =
∫

f2 dx+
∫

g1 dx

a 17.5 állı́tás alapján. Következésképpen∫
f1 dx−

∫
f2 dx =

∫
g1 dx−

∫
g2 dx.

(c) Ha f = f1− f2 m.m., ahol f1, f2 ∈ C1, akkor g = f1− f2 is teljesül
m.m.

(d) Ez a 17.5 állı́tás (d), (f), (g) részeiből és az integrál definı́ciójából
következik. �

17.3. Beppo Levi tétele

Az előző szakaszban az integrált mint a C0 vektorhálón értelmezett po-
zitı́v lineáris funkcionált kiterjesztettük a bővebb C2 vektorhálón értelmezett
pozitı́v lineáris funkcionállá. Természetes gondolat, hogy próbáljuk meg az
integrál további kiterjesztését ennek az eljárásnak a megismétlésével. A kö-
vetkező meglepő és fontos tétel szerint azonban ı́gy nem kapunk újabb in-
tegrálható függvényeket:
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148 17. Lebesgue-integrál R-en

17.7. Tétel. (Beppo Levi6) Tekintsük integrálható függvények m.m. mono-
ton növekvő (fn) sorozatát. Ha az integrálok sorozata felülről korlátos,
akkor (fn) m.m. konvergál egy integrálható f függvényhez, és∫

fn dx→
∫

f dx. (17.1)

Megjegyzés. Igen lényeges itt a m.m. való konvergencia használata:
Baire nevezetes eredményei szerint7 az analóg konstrukció a végtelenségig
folytatható, ha a mindenütt való konvergenciát tekintjük.

A tételt két lépésben igazoljuk.

Bizonyı́tás az (fn) ⊂ C1 esetben. Legyen∫
fn dx ≤ A

minden n-re. Rögzı́tsünk minden n-re egy m.m. monoton növekvő, fn-hez
tartó (ϕnk) lépcsős függvénysorozatot. Akkor a

ϕn := sup
i,k≤n

ϕik

képlet olyan, m.m. monoton növekvő, lépcsős függvénysorozatot definiál,
hogy ∫

ϕn dx ≤ A

minden n-re, hiszen ϕik ≤ fi ≤ fn minden i, k ≤ n esetén, és ı́gy ϕn ≤ fn.
A 17.3 lemma alapján ϕn → f m.m. valamely alkalmas f ∈ C1 függvényre,
és ∫

ϕn dx→
∫

f dx. (17.2)

Minthogy ϕnk ≤ ϕk m.m. minden k ≥ n-re, k → ∞ esetén innen
fn ≤ f m.m. minden n-re. Integrálva a ϕn ≤ fn ≤ f egyenlőtlenséget,
majd felhasználva (17.2)-t a (17.1) relációt kapjuk. �

Megjegyzés. Hangsúlyozzuk, hogy a most vizsgált speciális esetben
az f határfüggvény nemcsak integrálható, de C1-beli is. Ezt fel fogjuk
használni az általános eset bizonyı́tása során.

Szükségünk lesz a következő lemmára is:

6 Beppo Levi 1906.
7 Baire 1898, 1899.
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17.8. Lemma. Tetszőleges nem-negatı́v f ∈ C2 függvényhez és ε > 0
számhoz vannak olyan nem-negatı́v f1, f2 ∈ C1 függvények, hogy f = f1 −
f2 és

∫
f2 dx < ε.

Bizonyı́tás. Legyen f = g1 − g2, ahol g1, g2 ∈ C1. Válasszunk olyan
(ϕn) lépcsős függvénysorozatot, amelyre ϕn ↗ g2 m.m. Akkor∫

ϕn dx→
∫

g2 dx,

és ı́gy ∫
g2 − ϕn dx < ε,

ha n elég nagy. Mivel −ϕn ∈ C0 ⊂ C1, az f1 := g1 − ϕn és f2 := g2 − ϕn
függvények C1-beliek. Továbbá f = f1 − f2 és

∫
f2 dx < ε. Végül f2 =

g2 − ϕn ≥ 0, mert a (ϕn) sorozat monoton növekvő, és f1 = f + f2 ≥ 0,
hiszen két nem-negatı́v függvény összege. �

A 17.7 tétel bizonyı́tása az általános esetben. Alkalmazva az fn+1 −
fn különbségekre az előző lemmát olyan nem-negatı́v gn, hn ∈ C1 függvé-
nyekhez jutunk, amelyekre

fn+1 − fn = gn − hn és
∫

hn dx < 2−n, n = 1, 2, . . .

Akkor ∫
h1 + · · ·+ hn dx < 1

minden n-re. Alkalmazva a tétel már bizonyı́tott részét a
∑

hi sor m.m.
konvergál valamely h ∈ C1 függvényhez, és

∞∑
n=1

∫
hn dx =

∫
h dx.

Következésképpen, feltéve újból, hogy∫
fn dx ≤ A

minden n-re, fennállnak az∫
g1+ · · ·+gn−1 dx =

∫
fn−f1+h1+ · · ·+hn−1 dx < A+1−

∫
f1 dx
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egyenlőtlenségek is. Alkalmazva ismét a tétel már bizonyı́tott részét a
∑

gi
sor m.m. konvergál valamely g ∈ C1 függvényhez, és

∞∑
n=1

∫
gn dx =

∫
g dx.

A két sor különbségét képezve adódik, hogy

(g1 + · · ·+ gn−1)− (h1 + · · ·+ hn−1) = fn − f1

m.m. konvergál g − h ∈ C2-hez, és∫
fn − f1 dx→

∫
g − h dx.

Következésképpen fn m.m. konvergál f1 + g − h ∈ C2-hez, és teljesül a
(17.1) reláció. �

Emlı́tsük meg a tétel néhány fontos következményét:

17.9. Következmény.
(a) Ha integrálható függvények monoton növekvő (fn) sorozata m.m. kon-

vergál valamely integrálható f függvényhez, akkor∫
fn dx→

∫
f dx.

(b) Ha (fn) integrálható függvények olyan sorozata, hogy a
∞∑
n=1

∫
|fn| dx

numerikus sor konvergens, akkor a
∑

fn függvénysor m.m. konvergál va-
lamely integrálható f függvényhez, és szabad a sort tagonként integrálni:∫

f dx =
∞∑
n=1

∫
fn dx.

(c) Ha f integrálható és
∫
|f | dx = 0, akkor f = 0 m.m.

Bizonyı́tás.
(a) Az A :=

∫
f dx szám valamennyi

∫
fn dx integrálnak felső korlátja.

(b) Ha az fn függvények nem-negatı́vak, akkor a
∑

fn részletösszegei
eleget tesznek a Beppo Levi tétel feltételeinek. Az általános esetben tekint-
sük helyette a

∑
f+
n és

∑
f−
n sorokat, ahol

f+
n := max{fn, 0} és f−

n := max{−fn, 0}
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az fn függvények pozitı́v és negatı́v részét jelölik: f±
n ≥ 0 és fn = f+

n − f−
n

m.m.

(c) Alkalmazzuk (b)-t az fn := f választással minden n-re. �

17.4. Lebesgue, Fatou és Riesz–Fischer tételei

Ha fn → f m.m., de az (fn) függvénysorozat nem monoton, akkor az∫
fn dx→

∫
f dx

reláció fennállásához további feltevések szükségesek. A következő alapvető
tétel egyidejűleg általánosı́tja és egyszerűsı́ti Arzelà-nak és Osgood-nak a
Riemann-integrálra vonatkozó korábbi eredményeit 8:

17.10. Tétel. (Lebesgue9) Legyen (fn) integrálható függvények olyan so-
rozata, hogy fn → f m.m. Ha van olyan g integrálható függvény, hogy
|fn| ≤ g m.m. minden n-re, akkor f integrálható, és∫

fn dx→
∫

f dx. (17.3)

A g függvényt az (fn) sorozat integrálható majoránsának hı́vjuk.

Példák. Az integrálható majoráns létezésének a feltétele nem hagyható
el:

• Ha fn az [n, n + 1] intervallum karakterisztikus függvénye, akkor
fn → 0 mindenütt, de

∫
fn dx = 1 minden n-re, és ı́gy nem

konvergál
∫
0 dx = 0-hoz. (Lásd a 17.2 ábrát.)

• Legyen fn(x) = n, ha 0 < x < n−1, és fn(x) = 0 egyébként.
Akkor fn → 0 mindenütt, de

∫
fn dx = 1 minden n-re, és ı́gy nem

konvergál
∫
0 dx = 0-hoz. (Lásd a 17.3 ábrát.)

8 Arzelà 1885, 1900 (723–724. o.), Osgood 1897 (183–189. o.).
9 Lebesgue 1902 (egyenletesen korlátos függvénysorozatra), 1908 (általános eset, 9–

10. o.).
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17.3. ábra. Nem majorált sorozat

Bizonyı́tás. Vezessük be minden rögzı́tett n természetes számra a

gn := sup{fn, fn+1, . . . }

és

gnm := sup{fn, fn+1, . . . , fm}, m = n, n+ 1, . . .
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függvényeket. A gnm függvények integrálhatók, és integráljaiknak
∫
g dx

felső korlátja, hiszen |gnm| ≤ g m.m. minden m-re. Minthogy gnm ↗ gn
m.m., Beppo Levi tétele szerint gn integrálható.

Vegyük észre, hogy gn ↘ f m.m., és hogy a gn függvények integráljainak∫
g dx felső korlátja, hiszen |gn| ≤ g m.m. minden m-re. Alkalmazva

Beppo Levi tételét a (−gn) függvénysorozatra megállapı́thatjuk, hogy f in-
tegrálható, és ∫

gn dx→
∫

f dx.

Hasonlóan, a
hn := inf{fn, fn+1, . . . }

függvényekre hn ↗ f m.m., és∫
hn dx→

∫
f dx.

Mivel hn ≤ fn ≤ gn m.m., és ı́gy∫
hn dx ≤

∫
fn dx ≤

∫
gn dx,

(17.3) következik a fenti két konvergenciarelációból. �

Kombináljuk Beppo Levi és Lebesgue tételeinek a feltételeit:

17.11. Tétel. (Fatou-lemma10) Legyen (fn) nem-negatı́v, integrálható
függvények olyan sorozata, hogy fn → f m.m. Ha az

∫
fn dx integrálok

sorozata felülről korlátos, akkor f integrálható, és∫
f dx ≤ lim inf

∫
fn dx.

Megjegyzés. Az előző példák mutatják, hogy általában nem áll fenn e-
gyenlőség a fenti relációban. Erre a kérdésre később visszatérünk.11

Bizonyı́tás. Vezessük be ismét a

hn := inf{fn, fn+1, . . . }, n = 1, 2, . . .

függvényeket. Az fn függvények nem-negativitása folytán alkalmazhatjuk
Beppo Levi tételét, úgyhogy a hn függvények integrálhatók.

10 Fatou 1906, 375. o.
11 Lásd a 22.1 és 22.6 állı́tások (c) részét, 286. és 294. o.
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154 17. Lebesgue-integrál R-en

Minthogy 0 ≤ hn ≤ fn m.m.,

0 ≤
∫

hn dx ≤
∫

fn dx

minden n-re. A tétel feltevéséből következik tehát, hogy az
∫
hn dx in-

tegrálok sorozata korlátos. Minthogy továbbá hn ↗ f m.m., Beppo Levi
tételének újabb alkalmazásával f integrálható, és

∫
hn dx→

∫
f dx. �

A következő alapvető tétel szerint az integrálható függvények körében
érvényes a Cauchy-kritérium:

17.12. Tétel. (Riesz–Fischer12) Legyen (fn) integrálható függvények olyan
sorozata, hogy ∫

|fm − fn| dx→ 0 ha m,n→∞.

Akkor létezik olyan integrálható f függvény, hogy∫
|fn − f | dx→ 0 ha n→∞.

Definı́ció. Ha azonosı́tjuk a m.m. egyenlő, integrálható függvényeket,
akkor olyan L1 vektortérhez jutunk, amelyen a

‖f‖1 :=
∫
|f | dx

képlet normát definiál.
A fenti tétel szerint ez a norma teljes, tehát L1 Banach-tér.

Igazoljunk először egy segédtételt:

17.13. Lemma. (Riesz13) Legyen (fn) integrálható függvények olyan so-
rozata, hogy ∫

|fm − fn| dx→ 0 ha m,n→∞.

Akkor létezik olyan (fnk
) részsorozat, hogy alkalmas integrálható f , g függ-

vényekkel |fnk
| ≤ g m.m. minden k-ra, és fnk

→ f m.m.

12 Riesz 1907 (három cikk) és Fischer 1907 a rokonL2 térre, Riesz 1909 és 1910 (három
cikk az általánosabb Lp terekre). Lásd a 21 fejezetet, 254. o.

13 Riesz 1909.
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Bizonyı́tás. Válasszunk olyan (fnk
) részsorozatot, hogy∫

|fn − fnk
| dx ≤ 2−k minden n ≥ nk-ra, k = 1, 2, . . .

Minthogy
∞∑
k=1

∫
|fnk+1

− fnk
| dx ≤

∞∑
k=1

, 2−k <∞,

a 17.9 következmény szerint (150. o.) az

|fn1 |+
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

| és fn1 +
∞∑
k=1

fnk+1
− fnk

függvénysorok m.m. konvergálnak, és a g, f összegfüggvények integrálhatók.
Alkalmazva az első sor részletösszegeire a háromszög-egyenlőtlenséget meg-
kapjuk a |fnk

| ≤ g m.m. becsléseket, a második sor összegének definı́ciója
alapján pedig fnk

→ f m.m. �

A 17.12 tétel bizonyı́tása. Az előző lemma szerint létezik olyan (fnk
)

részsorozat és olyan integrálható f függvény, hogy fnk
→ f m.m.

Tetszőlegesen adott ε > 0-hoz válasszunk olyan nagy N -et, hogy∫
|fm − fn| dx < ε

minden m,n ≥ N -re. Legyen n = nk, akkor k →∞ esetén a Fatou lemma
alapján ∫

|fm − f | dx ≤ ε

minden m ≥ N -re. �

Befejezésül ismertetjük a Lebesgue-tétel két további fontos alkalmazását.
Az első szerint a lépcsős függvények sűrűek a fent bevezetett L1 normált
térben:

17.14. Állı́tás. Minden integrálható f függvényhez létezik olyan (ϕn)
lépcsős függvénysorozat, hogy

∫
|f − ϕn| dx→ 0.

Megjegyzés. Az előző lemma alapján alkalmas részsorozatra térve az
is feltehető, hogy ϕn → f m.m., és alkalmas integrálható g függvénnyel
|ϕn| ≤ g m.m. minden n-re. Az alábbi bizonyı́tás azonban közvetlenül
ilyen függvénysorozatot fog szolgáltatni.
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Bizonyı́tás. Legyen f = g − h, ahol g, h ∈ C1, és válasszunk olyan
(ψn), (Gn) lépcsős függvénysorozat, hogy ψn ↗ g és Gn ↗ h m.m. Akkor
a ϕn := ψn − Gn sorozat megfelel. Valóban,

ϕn → g − h = f és |ϕn| ≤ max{g − G1, h− ψ1}

m.m., mert ψn−Gn ≤ g−G1 és Gn−ψn ≤ h−ψ1. Befejezésül alkalmazzuk
a Lebesgue-féle konvergenciatételt. �

Tanulmányozzuk végül a paraméteres integrálokat:

17.15. Állı́tás. Tekintsünk egy f : R × I → R függvényt, ahol I nyı́lt
intervallum. Tegyük fel, hogy f(·, t) minden rögzı́tett t ∈ I-re integrálható,
és legyen

F (t) :=
∫

f(x, t) dx, t ∈ I.

(a) Tegyük fel, hogy valamely t0 ∈ I pontban f(x, ·) m.m. x esetén
folytonos. Ha létezik olyan integrálható g : R → R függvény, hogy minden
rögzı́tett t ∈ I-re

|f(x, t)| ≤ g(x) m.m. x-re,

akkor F folytonos t0-ban.

(b) Tegyük fel, hogy f(x, ·) differenciálható I-ben m.m. x esetén. Ha
létezik olyan integrálható g : R → R függvény, hogy minden rögzı́tett t ∈ I-
re

|D2f(x, t)| ≤ g(x) m.m. x-re,

akkor F differenciálható I-ben, és

F ′(t) =
∫

D2f(x, t) dx minden t ∈ I-re.

Bizonyı́tás.
(a) Elegendő megmutatnunk, hogy bármely I-beli, t0-hoz tartó (tn) so-

rozatra F (tn)→ F (t0). Bevezetve a hn(x) := f(x, tn) és h(x) := f(x, t0)
jelölést, ez az

∫
hn dx →

∫
h dx relációval egyenértékű. A feltevésekből

következik, hogy a hn függvények integrálhatóak, hn → h m.m., és hogy
|hn| ≤ g m.m. minden n-re. Alkalmazhatjuk tehát Lebesgue tételét.

(b) Rögzı́tsünk ismét egy I-beli tn → t sorozatot. Bevezetve most a

hn(x) :=
f(x, tn)− f(x, t)

tn − t
és h(x) := D2f(x, t)
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függvényeket, a feltevéseink alapján hn → h m.m., és |hn| ≤ g m.m. min-
den n-re. (Itt alkalmaztuk a klasszikus Lagrange-féle középértéktételt is.)
Lebesgue tételét alkalmazva

∫
hn dx→

∫
h dx adódik, vagyis

F (tn)− F (t)
tn − t

→
∫

D2f(x, t) dx. �

17.5. * Mérhető függvények és halmazok

Gyakran célszerű végtelen értékű integrálokat is értelmezni. Vezessük
be ennek érdekében a következő fogalmat:

Definı́ció. Az f : R → R függvény mérhető, ha létezik olyan (ϕn)
lépcsős függvénysorozat, hogy ϕn → f m.m.

Hangsúlyozzuk, hogy f végtelen értékeket is felvehet.

Példa. Minden folytonos f : R → R függvény mérhető, mert a

ϕn(x) :=

{
f(k/n) ha k/n ≤ x < (k + 1)/n, −n2 ≤ k ≤ n2,

0 egyébként

képlet olyan lépcsős függvénysorozatot definiál, amely mindenütt f -hez tart.

A következő állı́tás segı́tségével könnyen igazolható, hogy az analı́zisban
előforduló f : R → R függvények szinte mindig mérhetőek.14 Megvilágı́t-
juk továbbá a mérhető és integrálható függvények kapcsolatát is.

17.16. Állı́tás.
(a) Ha f mérhető és f = g m.m., akkor g is mérhető.

(b) Ha F : RN → R folytonos, F (0) = 0, és f1,. . . , fN véges értékű,
mérhető függvények, akkor a h := F (f1, . . . , fN ) összetett függvény is
mérhető. Speciálisan, ha f és g véges értékű, mérhető függvények, akkor

|f |, f + g, f − g, fg, max{f, g} és min{f, g}
is mérhető.

(c) Ha f mérhető és f �= 0 m.m., akkor 1/f is mérhető.

(d) Minden integrálható f függvény mérhető.

14 Ennél több is igaz: a kiválasztási axióma használata nélkül lehetetlen nem-mérhető
függvények létezését igazolni: lásd a 162. oldali megjegyzést is.
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(e) Ha f mérhető, g integrálható, és |f | ≤ g m.m., akkor f integrálható.

(f) Ha (fn) mérhető függvénysorozat, és fn → f m.m., akkor f is mérhető.

Megjegyzések.

• Minthogy a konstans függvények folytonosak és ı́gy mérhetőek, az
F (0) = 0 feltevés (b)-ben felesleges. Azért tettük fel mégis, hogy
az állı́tás a 19. fejezet általánosabb keretei között is érvényben
maradjon majd.

• A (b) tulajdonság általánosı́tható arra az esetre, amikor az f1 . . . , fN

függvények végtelen értékeket is felvesznek, F : R
N → R pedig

folytonos az (f1 . . . , fN ) függvény értékkészletén.

Bizonyı́tás.
(a) A definı́ció egyenes következménye.

(b) Rögzı́tsünk minden fk-hoz egy m.m. hozzá tartó (ϕkn) lépcsős függ-
vénysorozatot. Akkor a

ϕn(x) := F (ϕ1n(x), . . . , ϕNn(x))

képlet olyan (ϕn) lépcsős függvénysorozatot definiál, amely m.m. h-hoz
tart.

(c) Legyen (ϕn) m.m. f -hez tartó lépcsős függvénysorozat. Akkor a

ψn(x) :=

{
0 ha ϕn(x) = 0,

1/ϕn(x) egyébként

képlet olyan (ϕn) lépcsős függvénysorozatot definiál, amely m.m. 1/f -hez
tart.

(d) Ha f integrálható, akkor a 17.14 állı́tás szerint létezik olyan (ϕn)
lépcsős függvénysorozat, hogy

∫
|f − ϕn| dx→ 0. A 17.13 lemma alapján

alkalmas részsorozatra térve az is feltehető, hogy ϕn → f m.m.

(e) Ha (ϕn) m.m. f -hez tartó lépcsős függvénysorozat, akkor az

fn := max{−g,min{g, ϕn}}

függvények integrálhatóak, és fn → f m.m. Továbbá |fn| ≤ g m.m. minden
n-re. Befejezésül alkalmazzuk a Lebesgue-tételt.
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(f) Rögzı́tsünk egy szigorúan pozitı́v, integrálható h : R → R függvényt15,
majd vezessük be a

gn :=
hfn

h+ |fn|
és g :=

hf

h+ |f |
függvényeket. Akkor gn mérhető és |gn| < h, úgyhogy gn integrálható.
Mivel gn → g m.m., a Lebesgue-tétel alapján g is integrálható, tehát mérhető
is. De akkor

f =
hg

h− |g|
is mérhető. �

Rátérünk az integrál általánosı́tására. Emlékeztetünk arra, hogy az f
függvény pozitı́v és negatı́v részét az

f+ := max{f, 0}, f− := max{−f, 0} = −min{f, 0}
képletekkel definiáltuk, és hogy

f+, f− ≥ 0, f = f+ − f−, |f | = f+ + f− és f+f− = 0.

Ha f mérhető, akkor f+ és f− is mérhető.

Definı́ció. Legyen f mérhető függvény.

• Ha f nem-negatı́v m.m. és nem integrálható, akkor legyen
∫
f dx =

∞.
• Ha f+ és f− közül legalább az egyik integrálható, akkor legyen∫

f dx =
∫

f+ dx−
∫

f− dx.

Megjegyzés.
• Ha f+ és f− egyike sem integrálható, akkor a jobboldali összeg

nincs értelmezve.
• Ha f integrálható, akkor f+ és f− is az, és az integrál linearitása

folytán visszakapjuk a korábbi definı́ciót.
• Az ,,integrálható” jelzőt fenntartjuk arra az esetre, amikor az in-

tegrál véges.

A szokásos integrálási szabályok érvényben maradnak:

15 Legyen például h(x) = 1/n2 ha n− 1 ≤ |x| < n, n = 1, 2, . . .
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17.17. Állı́tás.
(a) Ha

∫
f dx létezik és f = g m.m., akkor

∫
g dx is létezik és

∫
f dx =∫

g dx.

(b) Ha
∫
f dx létezik és c ∈ R, akkor

∫
cf dx is létezik és 16∫

cf dx = c

∫
f dx.

(c) Ha
∫
f dx,

∫
g dx léteznek és f ≤ g m.m., akkor∫

f dx ≤
∫

g dx.

(d) Ha
∫
f dx,

∫
g dx léteznek és az

∫
f dx+

∫
g dx összeg értelmezve van,

akkor
∫
f + g dx is létezik, és∫

f + g dx =
∫

f dx+
∫

g dx.

(e) (Általánosı́tott Beppo Levi tétel) Ha az fn függvények mérhetőek, m.m.
nem-negatı́vak és fn ↗ f m.m., akkor∫

fn dx→
∫

f dx.

(f) Ha a gn függvények mérhetőek és m.m. nem-negatı́vak, akkor∫
(
∑

gn) dx =
∑∫

gn dx.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) nyilvánvaló.

(c) Elegendő azzal az esettel foglalkoznunk, amikor
∫
g dx < ∞ és∫

f dx > −∞, vagyis amikor g+ és f− integrálható. Akkor f+ és g−
integrálható a 17.16 állı́tás (e) része miatt, hiszen

0 ≤ f+ ≤ g+ és 0 ≤ g− ≤ f−
m.m. Így f és g integrálható, úgyhogy a kı́vánt egyenlőtlenség a 17.6 állı́tás
(d) részéből adódik (146. o.).

16 A c = 0 esethez fogadjuk el az integrálelméletben szokásos 0 ·(±∞) = (±∞) ·0 :=
0 konvenciót.
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(d) Ha f és g nem-negatı́v m.m., akkor az egyenlőség az általánosı́tott
integrál definı́ciójából azonnal adódik. Az általános esetben vegyük észre,
hogy

h := f+ + g+ − (f + g)+ = f− + g− − (f + g)−
mérhető és m.m. nem-negatı́v függvény; következésképpen∫

(f + g)+ dx+
∫

h dx =
∫

f+ dx+
∫

g+ dx

és ∫
(f + g)− dx+

∫
h dx =

∫
f− dx+

∫
g− dx

az előző megjegyzésünk szerint. Ha megmutatjuk, hogy legalább az egyik
sorban mind a négy integrál véges, akkor a két sor különbségét képezve a
keresett egyenlőtlenséget kapjuk.

Ha például
∫
f dx +

∫
g dx < ∞ (a > −∞ eset analóg), akkor f+ és

g+ integrálható. Minthogy

0 ≤ h ≤ f+ + g+ és 0 ≤ (f + g)+ ≤ f+ + g+

m.m., innen következik, hogy h és (f + g)+ is integrálható.

(e) Az
∫
fn dx integrálok sorozata monoton növekvő (c) miatt. Ha

korlátos is, akkor alkalmazhatjuk Beppo Levi tételét. Ellenkező esetben∫
fn dx→∞, és

∫
f dx =∞ is, hiszen fn ≤ f m.m., úgyhogy

∫
fn dx ≤∫

f dx minden n-re.

(f) Alkalmazzuk (e)-t az fn := g1 + · · ·+ gn választással. �
Általánosı́tsuk az intervallumok hosszának a fogalmát:

Definı́ció. Az A halmaz mérhető, ha a karakterisztikus függvénye mér-
hető; Lebesgue-mértékén a µ(A) :=

∫
χA dx ∈ [0,∞] számot értjük.

Vezessük be még a kényelem kedvéért a következő fogalmat is:

Definı́ció. AzM halmazrendszer σ-gyűrű17, ha eleget tesz a következő
három feltételnek:

• ∅ ∈ M;
• ha A,B ∈M, akkor A\B ∈M;
• ha (An) diszjunkt halmazsorozatM-ben, akkor ∪An ∈M.

17 Fréchet 1915.
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Megjegyzések.

• Itt és a továbbiakban a σ betű megszámlálható egyesı́tésre utal. Ha
csak véges (An) sorozatokat szerepeltetünk a definı́cióban, akkor
a gyűrű fogalmához jutunk; ezzel a fogalommal majd a 19.1. sza-
kaszban foglalkozunk (178. o.).

• Ha M σ-gyűrű, akkor A := ∪An ∈ M és ∩An ∈ M minden
véges vagy végtelen (An) ⊂ M sorozatra. Valóban, végtelen so-
rozat esetén a

B1 := A1, B2 := A2\A1, B3 := A3\(A2 ∪A1), . . .

formulák olyan diszjunkt (Bn) ⊂ M halmazsorozatot definiálnak,
amelyre A = ∪Bn, úgyhogy

∪An = ∪Bn ∈M.

A véges sorozatok esete erre visszavezethető, ha a sorozatot üres
halmazokkal egészı́tjük ki. Ezek után a

∩An = A\ ∪ (A\An)

formula segı́ségével látható, hogy ∩An ∈M.

Foglaljuk össze a Lebesgue-mérték alaptulajdonságait:

17.18. Állı́tás.

(a) A mérhető halmazokM rendszere σ-gyűrű.

(b) A µ : M → R Lebesgue-mérték nem-negatı́v, és páronként diszjunkt
mérhető halmazok bármely véges vagy megszámlálható (An) sorozatára
fennáll a

µ(∪An) =
∑

µ(An)

egyenlőség.

(c) A nullahalmazok egybeesnek a nulla Lebesgue-mértékű halmazokkal.

(d) A Lebesgue-mérték teljes a következő értelemben: a nulla Lebesgue-
mértékű halmazok részhalmazai is mérhetőek (és nulla mértékűek).
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Megjegyzés. Vitali18 bebizonyı́totta, hogy léteznek nem-mérhető hal-
mazok. Solovay19 azt is megmutatta, hogy ilyen halmazok létezése a kivá-
lasztási axióma alkalmazása nélkül nem bizonyı́tható. A kiválasztási axióma
alkalmazásával számos meglepő paradoxonhoz juthatunk. 20

Bizonyı́tás.
(a) A nulla függvény lépcsős függvény lévén integrálható, tehát ∅ ∈ M.

Ha A,B ∈M, akkor χA\B = χA−χAχB mérhető az előző állı́tás (b) része
miatt, úgyhogy A\B ∈M.

Ha (An) ⊂M végtelen diszjunkt sorozat, és A = ∪An, akkor az fn :=
χA1 + · · ·+ χAn véges összegek mérhetőek az előző állı́tás (b) része miatt,
és fn → χA mindenütt. Az előző állı́tás (f) része miatt tehát χA mérhető.
Így A ∈M.

(b) A µ(A) ≥ 0 et µ(∅) = 0 tulajdonságok nyilvánvalóak. Ha (An) ⊂
M végtelen diszjunkt sorozat, és A = ∪An, akkor az∑

χAn = χA

egyenlőségből az előző állı́tás (f) része miatt∫
χA dx =

∑∫
χAn dx

következik, vagyis

µ(A) =
∑∫

µ(An).

(c) Ha A nullahalmaz, akkor χA = 0 m.m., tehát
∫
χA dx = 0 a 17.6

állı́tás (c) része miatt (146. o.). Más szóval µ(A) = 0.
Megfordı́tva, ha µ(A) = 0, akkor

∫
χA dx = 0. A 17.9 következmény

(c) része szerint (150. o.) innen χA = 0 m.m., tehát A nullahalmaz.

(d) Ez (c)-ből következik, hiszen nullahalmaz részhalmazai is nullahal-
mazok (128. o.). �

18 Vitali 1905a.
19 Solovay 1970.
20 Lásd Banach 1923, Banach–Tarski 1924, Hausdorff 1914, Neumann 1929,

Laczkovich 1990 munkáit, valamint Laczkovich 1998 és Wagon 1985 könyveit.
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164 17. Lebesgue-integrál R-en

Fejezzük be ezt a fejezetet a mérhető függvények újabb jellemzésével.
Vezessük be ehhez minden c ∈ R-ra az f függvény alábbi nı́vóhalmazait:

{f > c} := {x ∈ R : f(x) > c},
{f ≥ c} := {x ∈ R : f(x) ≥ c},
{f < c} := {x ∈ R : f(x) < c},
{f ≤ c} := {x ∈ R : f(x) ≤ c}.

17.19. Állı́tás. Az f függvény pontosan akkor mérhető, ha az

{f > c}, {f < −c}, {f ≥ c}, {f ≤ −c}
nı́vóhalmazok minden 0 < c <∞-re mérhetők.

Megjegyzés. Ha f mérhető, akkor a fenti nı́vóhalmazok R mérhetősége
folytán minden c ∈ R-re is mérhetők. Jelenlegi, gyengébb formájában az
állı́tás a 19. fejezet általános keretei közt is érvényes lesz.

Bizonyı́tás. Ha f mérhető és c > 0, akkor a

min{f, c+ n−1} −min{f, c}
n−1

és
max{f,−c} −max{f,−c− n−1}

n−1

függvények mérhetőek minden n = 1, 2, . . . -re: alkalmazzuk a 17.16 állı́tás
(b) részét. Minthogy e függvények m.m. az {f > c} és {f ≤ −c} hal-
mazok karakterisztikus függvényeihez tartanak, az utóbbiak is mérhetőek.
Minthogy továbbá a −f függvény is mérhető, ebből következik az

{f < −c} = {−f > c} és {f ≥ c} = {−f ≤ −c}
halmazok mérhetősége is.

Megfordı́tva, ha az {f > c} és {f < −c} halmazok minden c > 0-ra
mérhetőek, akkor h := 1/n jelöléssel az

fn(x) :=




n ha f(x) > n,

kh ha kh < f(x) ≤ (k + 1)h, k = 1, . . . , (n2 − 1),
−kh ha −(k + 1)h ≤ f(x) < −kh, k = 1, . . . , (n2 − 1),
−n ha f(x) < −n,

0 egyébként

képlet mérhető függvényeket definiál, hiszen valamennyi fn függvény a fenti
tı́pusú nı́vóhalmazok karakterisztikus függvényeinek lineáris kombinációja.
Minthogy továbbá fn → f m.m., innen f mérhetősége következik. �
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18. fejezet
* Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

Ha Newton és Leibniz azt gondolták volna, hogy a folytonos függvények
nem feltétlenül differenciálhatóak — és hogy ez az általános eset —, nem
találták volna fel a differenciálszámı́tást.

É. Picard

A klasszikus analı́zis egyik legfontosabb (ha nem a legfontosabb) tétele
a Newton–Leibniz formula:∫ b

a
f dx = F (b)− F (a),

amely lehetővé teszi az integrálok egyszerű kiszámı́tását a primitı́v függvé-
nyük ismeretében. Ebben a fejezetben kiterjesztjük e formula érvényességét
minden Lebesgue-integrálható függvényre.1

A kényelem kedvéért ebben a fejezetben a bővı́tett R számegyenes zárt
[a, b] intervallumain értelmezett monoton növekvő függvényeket fogunk te-
kinteni, ahol R a szokásos kompakt topológiával van ellátva. Megengedjük
tehát az a = −∞ és/vagy b = ∞ eseteket is. Vegyük észre, hogy egy
monoton növekvő F : [a, b]→ R függvény mindig korlátos.

Az előző fejezetben csak az egész számegyenesen vett integrálokkal
foglalkoztunk. Vezessük most be az intervallumokon vett integrálokat is:

Definı́ció. Az f : D → R (D ⊂ R) függvény integrálható az I inter-
vallumon, ha f értelmezve van I m.m. pontjában (tehát I\D nullahalmaz),

1Még teljesebb eredményeket kapott Denjoy 1912, 1916 és Perron 1914 a Lebesgue-
integrál további kiterjesztésével. Henstock 1955, 1961 és Kurzweil 1957 megmutatta, hogy
e fogalomhoz a Riemann-integrál alkalmas módosı́tásával is eljuthatunk. Lásd még Bartle
2001.
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166 18. * Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

és ha a

g(x) :=

{
f(x) ha x ∈ I ∩D,

0 egyébként

képlettel értelmezett g : R → R függvény integrálható. Ebben az esetben f
integrálját I-n az ∫

I
f dx :=

∫
g dx

képlettel definiáljuk.

Megjegyzések.
• A 17.16 állı́tás (b) része alapján (157. o.) az integrálható függvények

minden intervallumon is integrálhatóak.
• Minthogy a véges halmazok nullahalmazok, tetszőleges f függvény

és a ≤ b számok esetén az∫
(a,b)

f dx,

∫
(a,b]

f dx,

∫
[a,b)

f dx,

∫
[a,b]

f dx

integrálok egyszerre léteznek vagy nem léteznek, és az első eset-
ben egyenlőek. Ezért a közös értéküket egyszerűen

∫ b
a f dx-szel

jelöljük.

18.1. * Abszolút folytonosság

Ha f integrálható [a, b]-ben, akkor integrálható [a, b] minden részinter-
vallumán is; bevezethető tehát f határozatlan integrálja az

F (y) :=
∫ y

a
f dx, a ≤ y ≤ b

képlettel. Vizsgáljuk meg a határozatlan integrálok tulajdonságait.

Definı́ció. Az I intervallumon értelmezett F : I → R függvény ab-
szolút folytonos 2, ha minden ε > 0-hoz létezik olyan δ > 0, hogy bármely
véges diszjunkt, δ-nál kisebb összhosszúságú {(ak, bk)} nyı́lt intervallum-
rendszerre fennáll a ∑

|F (bk)− F (ak)| < ε

egyenlőtlenség.

2 Dini 1880 (24. o.), Harnack 1884 (220. o.), Lebesgue 1904 (128–129. o.), Vitali 1905b.
Ekvivalens definı́cióhoz jutunk, ha véges helyett megszámlálható intervallumrendszereket
használunk.
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18.1. * Abszolút folytonosság 167

Megjegyzések.

• Minden Lipschitz-folytonos függvény abszolút folytonos. Másrészt
az F (x) :=

√
x képlet olyan abszolút folytonos függvényt értelmez

[0, 1]-en, amelyik nem Lipschitz-folytonos.
• (Cantor-függvény3) Minden abszolút folytonos függvény egyen-

letesen folytonos. Tekintsük másrészt a Cantor-féle C triadikus
halmazt (128. o.), és értelmezzük az F : C → [0, 1] függvényt az
alábbi képlettel:

∞∑
i=1

εi
3i
�→

∞∑
i=1

εi
2i+1

.

Világos, hogy F szuperjektı́v, monoton növekvő és folytonos. (Lásd
a 18.1 ábrát.) A Cantor-halmaz konstrukciója folytán [0, 1]\C meg-
számlálható sok diszjunkt nyı́lt intervallum egyesı́tése. Ha (a, b)
ilyen intervallum, akkor F szuperjektivitása miatt F (a) = F (b).
Legyen F (x) := F (a) minden a < x < b-re, akkor a kiterjesztett
F : [0, 1] → [0, 1] függvény kompakt halmazon értelmezett foly-
tonos, tehát egyenletesen folytonos függvény. De F nem abszolút
folytonos. Tekintsük ugyanis a C konstrukciója során bevezetett
Cn halmazokat. Ezek mindegyike 2n darab páronként diszjunkt,
egyenként 3−n hosszúságú [ai, bi] intervallum egyesı́tése. Az F
függvény értelmezése alapján

∑
F (bi) − F (ai) = 1 minden n-

re, annak ellenére, hogy az intervallumok (2/3)n összhosszúsága
n növekedtével nullához tart.

• Ha I korlátos, akkor minden I-n értelmezett abszolút folytonos
függvény korlátos változású. Az R-en értelmezett F (x) := x mu-
tatja, hogy nem-korlátos intervallumokon ez általában nem igaz.

18.1. Állı́tás. Ha F az integrálható f : [a, b]→ R függvény határozatlan
integrálja, akkor4

(a) F abszolút folytonos;

(b) F korlátos változású;

(c) F ′ = f m.m.

A (c) rész igazolásához fogadjuk el ideiglenesen a következőt:

3 Lebesgue 1904.
4 Lebesgue 1904, Vitali 1905b.
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168 18. * Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

0

1

1

18.1. ábra. A Cantor-függvény

18.2. Állı́tás. (Fubini5) Ha a monoton növekvő függvényekből álló
∑

Gn
sor m.m. konvergál valamely I intervallumon, akkor

(∑
Gn

)′
=
∑

G′
n m.m. I-ben. (18.1)

A 18.1 állı́tás bizonyı́tása.
(a) Tetszőlegesen adott ε > 0-hoz a 17.16 állı́tás (d) része alapján vá-

lasztható olyan ϕ lépcsős függvény, amelyre

∫ b

a
|f − ϕ| dx < ε/2.

Rögzı́tsünk egy olyan A számot, hogy |ϕ| < A m.m.

5 Fubini 1915.
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18.1. * Abszolút folytonosság 169

Tekintsünk véges sok, páronként diszjunkt, δ := ε/2A-nál kisebb össz-
hosszúságú (ak, bk) intervallumot [a, b]-ben. Akkor∑

|F (bk)− F (ak)| =
∑∣∣∣∫ bk

ak

f dx
∣∣∣

≤
∑∫ bk

ak

|f − ϕ| dx+
∑∫ bk

ak

|ϕ| dx

≤
∫ b

a
|f − ϕ| dx+A

∑
(bk − ak)

<
ε

2
+Aδ

= ε.

Tehát F abszolút folytonos.

(b) A nem-negatı́v

f+ := max{f, 0} és f− := max{−f, 0}
függvények integrálhatók, és f = f+ − f−. A határozatlan integráljaik
korlátos, monoton növekvő függvények, ı́gy ezek F különbsége korlátos
változású.

(c) Az állı́tás nyilvánvaló, ha f lépcsős függvény. Ha f ∈ C1, akkor
válasszunk egy m.m. f -hez tartó, monoton növekvő (fn) lépcsős függvény-
sorozatot. Ezek Fn határozatlan integráljaira F ′

n = fn m.m. az előző meg-
jegyzésünk szerint, továbbá Fn → F az integrál definı́ciója alapján.

A 18.2 állı́tást Gn := Fn+1−Fn szereposztással alkalmazva F ′
n−F ′

1 →
F ′ − F ′

1 m.m., vagyis fn → F ′ m.m. Másrészt fn → f m.m., tehát F ′ = f
m.m.

Az általános eset abból következik, hogy minden integrálható függvény
két C1-beli függvény különbsége. �

A 18.2 állı́tás bizonyı́tása. Minthogy minden intervallum megszámlál-
ható sok kompakt intervallum egyesı́tése, feltehető, hogy I = [a, b] kompakt.
Továbbá Gn-t Gn−Gn(a)-re cserélve az is feltehető, hogy a Gn függvények
nem-negatı́vak.

(a) Megmutatjuk, hogy a
∑

G′
n sor m.m. konvergens. Legyen Sn =

G1 + · · ·+Gn, akkor

Sn → S [a, b]-ban mindenütt, (18.2)

ahol S :=
∑

Gn.
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170 18. * Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

Minthogy az Sn és S függvények monoton növekvők, alkalmas nulla-
halmaztól eltekintve az Sn és S függvények [a, b] minden pontjában diffe-
renciálhatóak. A

∑
G′
n(x) sor, vagyis az (S′

n)(x) sorozat minden ilyen x
pontban konvergens. Valóban, Gn monoton növekvő lévén

Sn(x+ h)− Sn(x)
h

≤ Sn+1(x+ h)− Sn+1(x)
h

≤ S(x+ h)− S(x)
h

minden olyan h-ra, amelyre x+ h ∈ [a, b], és innen

S′
n(x) ≤ S′

n+1(x) ≤ S′(x) <∞
minden n-re.

(b) A (18.1) reláció igazolásához elég ezek után olyan n1 < n2 < . . .
indexsorozatot találnunk, amelyre

S′(x)− S′
nk
(x)→ 0. (18.3)

Válasszunk olyan nk számokat, hogy S(b)− Snk
(b) < 2−k minden k-ra; ez

(18.2) lehetséges. Akkor a ∑(
S(b)− Snk

(b)
)

sor konvergens. Minthogy

0 ≤ S(x)− Snk
(x) ≤ S(b)− Snk

(b)

minden a ≤ x ≤ b-re, innen következik, hogy a∑
(S − Snk

)

sor az egész [a, b] intervallumon konvergens.
Az utóbbi sor ugyanolyan alakú, mint

∑
Gn. Alkalmazva rá a már bi-

zonyı́tott (a)-beli tulajdonságot, a∑
(S′ − S′

nk
)

sor m.m. konvergens. De akkor az általános tagja m.m. nullához tart, tehát
(18.3) teljesül. �

Fubini tételének újabb alkalmazásához vezessük be egy halmaz pontbeli
sűrűségét:

Definı́ció. Azt mondjuk, hogy a mérhető A halmaz d sűrűségű az x ∈
R pontban, ha bármely x-et tartalmazó, nem-degenerált (In) intervallum-
sorozatra

µ(A ∩ In)
|In|

→ d ha |In| → 0. (18.4)
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18.2. * Primitı́v függvény 171

Világos, hogy 0 ≤ d ≤ 1; például egy halmaz minden belső pontjában 1
sűrűségű. Ennél azonban lényegesen több is igaz:

18.3. Állı́tás. (Lebesgue6) Tetszőleges mérhető A halmaz m.m. pontjá-
ban 1 sűrűségű.

Bizonyı́tás. Lokális tulajdonságról lévén szó, feltehető, hogy A korlátos.
Akkor χA integrálható, és az F határozatlan integráljára F ′ = χA m.m. a
18.1 állı́tás szerint (167. o.).

Az F ′(x) = χA(x) egyenlőség azt jelenti, hogy (18.4) teljesül, ha x
végpontja az In intervallumoknak. Az általános eset a minden t, s > 0-ra
érvényes

F (x+ t)− F (x− s)
t+ s

=
t

t+ s

F (x+ t)− F (x)
t

+
s

t+ s

F (x)− F (x− s)
s

azonosságból következik, ha figyelembe vesszük, hogy
t

t+ s
+

s

t+ s
= 1. �

18.2. * Primitı́v függvény

A 18.1 állı́tás alapján természetes a következő

Definı́ció. F : [a, b] → R primitı́v függvénye f : [a, b] → R-nek, ha F
abszolút folytonos, korlátos változású, és F ′ = f m.m.

Fennáll a Newton–Leibniz formula messzemenő általánosı́tása:

18.4. Tétel. (Lebesgue–Vitali7) Legyen f : [a, b]→ R.

(a) Pontosan akkor létezik f -nek primitı́v függvénye, ha integrálható.

(b) Ha F primitı́v függvénye f -nek, akkor∫ b

a
f dx = F (b)− F (a).

6 Lebesgue 1904, 123–124. o. A mértékelmélet felhasználásával közvetlen bizonyı́tást
is adott Zajı́cek 1979.

7 Lebesgue 1904, Vitali 1905. Tételük jelentősen továbbfejlesztette Darboux 1875 (111–
112. o.) és Dini 1878 (sec. 197) korábbi eredményeit. Még teljesebb eredményre jutott
később Denjoy 1912 (két közlemény), 1916; lásd például Natanszon 1974, Bartle 2001.
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172 18. * Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

A bizonyı́tást előkészı́tésére egészı́tsük ki Lebesgue differenciálhatósági
tételét (129. o.):

18.5. Állı́tás.
(a) Ha F : [a, b]→ R korlátos változású, akkor F ′ integrálható.

(b) Ha F : [a, b]→ R monoton növekvő, akkor8∫ b

a
F ′ dx ≤ F (b)− F (a).

Példák. Az abszolút folytonosság hiányában a fenti egyenlőtlenség he-
lyett általában nem ı́rható egyenlőség.

• A legegyszerűbb példa a nem-folytonos előjel függvény:∫ 1

−1
sgn′ dx = 0 < 2 = sgn(1)− sgn(−1).

• Az előző szakaszban bevezetett F : [0, 1]→ [0, 1] Cantor-függvény
példája sokkal meglepőbb. Emlékeztetünk arra, hogy F folyto-
nos, monoton növekvő és szuperjektı́v. Továbbá F ′(x) = 0 m.m.,
hiszen konstrukciója folytán F ′ = 0 C komplementumán. Tehát9∫ 1

0
F ′ dx = 0 < 1 = F (1)− F (0).

• Léteznek folytonos és szigorúan monoton növekvő függvények is,
amelyek deriváltja m.m. nulla.10

Bizonyı́tás. Jordan tétele alapján (138. o.) feltehető, hogy F monoton
növekvő. Az értelmezési tartományától balra és jobbra konstansként kiter-
jesztve az is feltehető, hogy [a, b] = R. Végül a 16.7 és 16.8 állı́tások miatt
(132. o.) feltehető, hogy F folytonos.

A
Dn(x) := n(F (x+ n−1)− F (x)), n = 1, 2, . . .

képlet nem-negatı́v, folytonos függvényeket definiál R-en. E függvények in-
tegráljai korlátosak bármely [−N,N ] kompakt intervallumon, mert F foly-
tonossága miatt∫ N

−N
Dn dx = n

∫ N+n−1

N
F dx− n

∫ −N+n−1

−N
F dx→ F (N)− F (−N),

8 Lebesgue 1904.
9 Lebesgue 1904. F gráfját az ördög lépcsőjének is hı́vják; lásd a 18.1 ábrát, 168. o.
10 Lásd például Szőkefalvi-Nagy 1965.
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18.2. * Primitı́v függvény 173

ha n → ∞. Minthogy Lebesgue tétele (129. o.) alapján Dn → F ′ m.m.
[−N,N ]-en, F ′ integrálható [−N,N ]-en a Fatou-lemma szerint (153. o.), és∫ N

−N
F ′ dx ≤ F (N)− F (−N).

Mivel F monoton növekvő, innen∫
F ′χ[−N,N ] dx ≤ F (∞)− F (−∞), N = 1, 2, . . .

Végül F ′χ[−N,N ] �= F ′ m.m., úgyhogy Beppo Levi tételét alkalmazva F ′
integrálható, és ∫ ∞

−∞
F ′ dx ≤ F (∞)− F (−∞).

�

A 18.4 tétel (a) részének a bizonyı́tása. Ha f integrálható, akkor a ha-
tározatlan integrálja f primitı́v függvénye a 18.1 állı́tás alapján. Megfordı́tva,
ha f -nek F primitı́v függvénye, akkor f = F ′ m.m., és ı́gy f integrálható
az előző állı́tás miatt. �

A bizonyı́tás folytatásához szükségünk van egy segédtételre:

18.6. Lemma. Legyen H : I → R monoton növekvő és abszolút folyto-
nos. Ha H ′ = 0 m.m., akkor H konstans.

Bizonyı́tás. Elég azzal az esettel foglalkoznunk, amikor I = [a, b] kom-
pakt. Azon x ∈ [a, b] pontok, amelyekben H nem differenciálható, vagy
ahol a deriváltja nullától különböző, egy E nullahalmazt alkotnak. Mutassuk
meg, hogy a H(E) képhalmaz is nullahalmaz. Rögzı́tsünk egy tetszőleges
ε > 0-t, majd válasszunk egy δ > 0 számot az abszolút folytonosság
definı́ciójának megfelelően. Fedjük be E-t δ-nál kisebb összhosszúságú félig
nyı́lt Ik = [ak, bk) intervallumokkal. Ha mindegyik Ik-t felcseréljük

Ik\(I1 ∪ · · · ∪ Ik−1)

komponenseivel, akkor feltehetjük, hogy az Ik halmazok páronként disz-
junktak. Akkor a [H(ak), H(bk)]intervallumok befedik H(E)-t, és az össz-
hosszúságuk legfeljebb ε, mert a∑(

H(bk)−H(ak)
)

sor minden részletösszege kisebb ε-nál. Tehát H(E) nullahalmaz.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



174 18. * Általánosı́tott Newton–Leibniz formula

Mutassuk most meg, hogy a komplementer F := [a, b]\E halmaz képe
is nullahalmaz. Rögzı́tsünk egy tetszőleges ε > 0 számot. Minthogy H ′ = 0
F -en, minden x ∈ F -hez van olyan x < y < b, hogy

H(y)−H(x)
y − x

< ε.

Így x jobbról láthatatlan a g(t) := εt − H(t) függvényre nézve. Alkal-
mazva a ,,felkelő Nap” lemmát (135. o.), F befedhető megszámlálható sok
páronként diszjunkt, nyı́lt (ak, bk) intervallummal, amelyekre g(ak) ≤ g(bk),
vagyis

H(bk)−H(ak) ≤ ε(bk − ak).
Ezek szerint H(F ) befedhető a legfeljebb ε(b− a) összhosszúságú

[H(ak), H(bk)]

intervallumokkal. Minthogy ε tetszőlegesen kicsinek választható, innen kö-
vetkezik, hogy H(F ) nullahalmaz.

Az eddigiek alapján a H(I) = H(E) ∪H(F ) intervallum nullahalmaz,
ı́gy szükségképpen egyetlen pontból áll. Más szóval H konstans. �

A 18.4 tétel (b) részének a bizonyı́tása. Meg kell mutatnunk, hogy ha
F : [a, b]→ R abszolút folytonos és korlátos változású, akkor∫ b

a
F ′ dx = F (b)− F (a).

Tegyük fel először, hogy F monoton növekvő. Akkor a 18.5 állı́tás miatt∫ d

c
F ′ dx ≤ F (d)− F (c) minden a ≤ c ≤ d ≤ b-re.

Jelöljük F ′ határozatlan integrálját G-vel, akkor∫ d

c
F ′ dx = G(d)−G(c) minden a ≤ c ≤ d ≤ b-re.

Befejezésül elég megmutatnunk, hogy a H := F −G függvény konstans.
Abszolút folytonos függvények különbsége lévén H is abszolút folyto-

nos. Továbbá H monoton növekvő, mert az előző két reláció alapján

G(d)−G(c) ≤ F (d)− F (c) minden a ≤ c ≤ d ≤ b-re.

A 18.6 lemma szerint tehát H konstans.

A tétel bizonyı́tásának a befejezéséhez elég megmutatnunk, hogy min-
den abszolút folytonos és korlátos változású F : [a, b] → R függvény
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előállı́tható két abszolút folytonos, monoton növekvő és korlátos függvény
különbségeként.

A Jordan-tétel bizonyı́tásához hasonlóan (138. o.) jelöljük g(x)-szel F
teljes változását az [a, x] intervallumban. Már tudjuk, hogy g és h := F − g
monoton növekvő és korlátos. Elég megmutatnunk, hogy g abszolút folyto-
nos.

Tetszőlegesen rögzı́tett ε > 0-hoz válasszunk δ > 0-t F abszolút folyto-
nossága alapján. Ha {[ak, bk)} δ-nál kisebb összhosszúságú diszjunkt inter-
vallumrendszer [a, b]-ben, akkor∑

|F (bk)− F (ak)| ≤ ε.

Ha mindegyik [ak, bk)-t felbontjuk véges sok, páronként diszjunkt [akn, bkn)
intervallum egyesı́tésére, akkor az intervallumok összhossza nem változik,
továbbra is δ-nál kisebb marad, tehát∑

|F (bkn)− F (akn)| ≤ ε.

Az összeg felső határa az összes ilyen felbontásra nézve
∑
|g(bk)− g(ak)|-

val egyenlő. Tehát ∑
|g(bk)− g(ak)| ≤ ε,

és ı́gy g abszolút folytonos. �

Megjegyzés. (Lebesgue-felbontás11) Legyen F : [a, b] → R korlátos
változású függvény, és jelöljük F ′ határozatlan integrálját G-vel. Akkor
H := F − G is korlátos változású, és H ′ = 0 m.m. Az ilyen függvényeket
szingulárisaknak nevezzük. Tehát minden korlátos változású F : [a, b]→ R
függvény felı́rható két olyan korlátos változású függvény különbségeként,
amelyek egyike abszolút folytonos, a másik pedig szinguláris.

18.3. * Parciális és helyettesı́téses integrálás

18.7. Állı́tás. Ha F és G az [a, b]-ben integrálható f és g függvények
primitı́v függvényei, akkor fG és Fg is integrálható [a, b]-ben, és∫ b

a
fG dx+

∫ b

a
Fg dx = F (b)G(b)− F (a)G(a) =: [FG]ba.

11 Lebesgue 1910, 232–249. o.
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Bizonyı́tás. F és G kompakt intervallumon folytonos függvények, tehát
majorálhatók valamely M konstanssal. A 17.16 állı́tás (157. o.) (b) és
(e) része miatt fG és Fg is integrálható. Továbbá az [a, b] minden [α, β]
részintervallumára érvényes

|F (β)G(β)− F (α)G(α)| = |(F (β)− F (α))G(β)− F (α)(G(β)−G(α))|
≤M |F (β)− F (α)|+M |G(β)−G(α)|

egyenlőtlenségből következik, hogy FG abszolút folytonos és korlátos vál-
tozású. Minthogy

(FG)′ = F ′G+ FG′ = fG+ Fg m.m.,

a 18.4 tétel alapján (171. o.)∫ b

a
fG dx+

∫ b

a
Fg dx =

∫ b

a
fG+ Fg dx = [FG]ba. �

18.8. Állı́tás. (de la Vallée-Poussin12) Legyen x : [α, β] → R monoton
növekvő és abszolút folytonos függvény. Ha f integrálható [x(α), x(β)]-ben,
akkor (f ◦ x)x′ integrálható [α, β]-ban, és∫ x(β)

x(α)
f(x) dx =

∫ β

α
f(x(t))x′(t) dt. (18.5)

Bizonyı́tás.
(a) Az állı́tás nyilvánvaló, ha f lépcsősfüggvény.

(b) Mutassuk meg, hogy ha E nullahalmaz [x(α), x(β)]-ban, akkor

D := {t ∈ [α, β] : x(t) ∈ E és x′(t) > 0}
nullahalmaz [α, β]-ban. Legyen ugyanis {Ik} olyan, véges összhosszúságú
nyı́lt intervallumrendszer, amelyik E minden pontját végtelen sokszor lefedi.
Akkor a

n∑
k=1

χIk(x(t))x
′(t)

függvények m.m. monoton növekvő függvénysorozatot alkotnak, és az in-
tegráljaik felülről korlátosak, mert (a) felhasználásával

0 ≤
∫ β

α

n∑
k=1

χIk(x(t))x
′(t) dt =

n∑
k=1

∫ x(β)

x(α)
χIk(x) dx ≤

∞∑
k=1

|Ik| <∞.

12 de la Vallée-Poussin 1915, 467. o.
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Beppo Levi tétele alapján a függvénysorozat m.m. konvergál. Minthogy e
sorozat minden t ∈ D pontban végtelenhez tart, D szükségképpen nullahal-
maz.

(c) Legyen most f ∈ C1, és válasszunk egy m.m. f -hez tartó, monoton
növekvő (ϕn) lépcsős függvénysorozatot. Jelöljük E-vel azon kivételes x
pontok halmazát, amelyekben ϕn(x) �→ f(x), és legyen D a hozzátartozó,
előbb definiált nullahalmaz.

Mivel x′(t) ≥ 0 m.m., a

ϕn(x(t))x′(t), n = 1, 2, . . .

mérhető függvények sorozata m.m. monoton növekvő. Továbbá

ϕn(x(t))x′(t)→ f(x(t))x′(t) [α, β]-ban m.m.,

mert a kivételes pontok vagy D-hez tartoznak, vagy pedig azon pontok hal-
mazához, ahol x nem differenciálható, és mindkét halmaz nullahalmaz. Vé-
gül az integráljaik sorozata korlátos, mert (a) miatt∫ β

α
ϕn(x(t))x′(t) dt =

∫ x(β)

x(α)
ϕn(x) dx→

∫ x(β)

x(α)
f(x) dx.

Beppo Levi tételét alkalmazva (f ◦ x)x′ integrálható, és a (18.5) egyenlőség
teljesül. �

Megjegyzés. A (18.5) formula érvényben marad, ha f integrálja létezik
és végtelen. A pozitı́v és negatı́v részek vizsgálatával elegendő ezt nem-
negatı́v, mérhető függvényekre igazolni. Válasszunk egy m.m. f -hez tartó,
monoton növekvő integrálható (ϕn) függvénysorozatot, és ismételjük meg a
fenti (c) lépést egyetlen módosı́tással: Beppo Levi tétele helyett alkalmazzuk
az általánosı́tott Beppo Levi tételt, vagyis a 17.17 állı́tás (e) részét (160. o.).

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



19. fejezet
Integrál mértékterekben

Véleményem szerint a matematikusoknak, mint olyanoknak, nem kell
filozófiai kérdésekkel foglalkozniuk; ezt a véleményt egyébként számos filo-
zófus is osztja.

H. Lebesgue

A 17. fejezetben a Lebesgue-integrált R-en értelmezett függvényekre
értelmeztük. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az elmélet jóval általá-
nosabb keretek között is érvényben marad, ráadásul a korábbi bizonyı́tások
szinte szóról-szóra megismételhetők.1 Az itt ismertetett eredmények tartal-
mazzák a többváltozós függvények integrálelméletét, és lehetőséget nyújta-
nak a valószı́nűségszámı́tás szilárd megalapozásához is.2

19.1. Mértékek

Ebben a szakaszban általánosı́tjuk a hosszúság, terület és térfogat fo-
galmát. Emlékeztetünk arra, hogy egy páronként diszjunkt halmazokból
álló (An) halmazsorozatot röviden diszjunkt halmazsorozatnak nevezünk. A
diszjunktság hangsúlyozására ∪An helyett gyakran ∪∗An-t ı́runk.

1 Radon 1913, Fréchet 1915. Mi ebben a könyben csak valós értékű függvényekkel
foglalkozunk, bár Bochner 1933 az elméletet Banach-tér értékű függvényekre is kiter-
jesztette, és ennek fontos alkalmazásai vannak például a parciális differenciálegyenletek
elméletébén. Lásd például Dunford–Schwartz 1957, Edwards 1965, Yosida 1980, Lions–
Magenes 1968–1970.

2 Kolmogorov 1933.
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19.1. Mértékek 179

Jelöljük 2X -szel az X halmaz hatványhalmazát, vagyis X összes rész-
halmazainak a rendszerét. E szokásos jelölést az indokolja, hogy ha X-nek
n eleme van, akkor a hatványhalmaza 2n elemű.

Definı́ció. Adott X halmazbeli félgyűrűn3 olyan P ⊂ 2X halmazrend-
szert értünk, amely teljesı́ti a következő feltételeket:

• ∅ ∈ P;
• ha A,B ∈ P , akkor A ∩B ∈ P;
• ha A,B ∈ P , akkor létezik olyan P-beli véges diszjunkt C1,. . . ,

Cn sorozat, hogy

A\B = C1 ∪∗ · · · ∪∗ Cn.

Megjegyzés. Rekurzióval megmutatható, hogy A1∩ · · · ∩Ak ∈ P min-
den P-beli véges A1,. . . , Ak sorozatra is.

Példák.

• Minden σ-gyűrű félgyűrű is.
• Az R-beli intervallumok félgyűrűt alkotnak.
• Adott k ≥ 0 egészre az X halmaz legfeljebb k pontból álló rész-

halmazai félgyűrűt alkotnak.
• (Leszűkı́tés) Ha P X-beli félgyűrű, és Y ⊂ X , akkor

PY := {P ∈ P : P ⊂ Y }
Y -beli félgyűrű.

• (Direkt szorzat) Ha P X-beli félgyűrű ésQ Y -beli félgyűrű, akkor

P ×Q := {P ×Q : P ∈ P, Q ∈ Q}
X × Y -beli félgyűrű.

Definı́ciók. A P félgyűrűn értelmezett nem-negatı́v µ : P → R halmaz-
függvényt mértéknek4 nevezzük, ha µ(∅) = 0, és ha µ σ-additı́v a következő
értelemben: ha (An) ⊂ P diszjunkt halmazsorozat és A := ∪∗An ∈ P ,
akkor5

3 Halmos 1950 némileg speciálisabb struktúrát nevezett félgyűrűnek, őt követően azon-
ban hamarosan elterjedt az itt bevezetésre kerülő fogalom.

4 Borel 1898.
5 Minthogy µ(∅) = 0, a (19.1) egyenlőség a diszjunkt véges sorozatokra is teljesül. A

csak végesen additı́v halmazfüggvényeket Borel előtt már Harnack 1881, Cantor 1884 (229–
236. o.), Stolz 1884, Peano 1887 (154–158. o.) és Jordan 1892 (76–79. o.) is tanulmányozták.
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180 19. Integrál mértékterekben

µ(A) =
∑

µ(An). (19.1)

Ebben az esetben az (X,P, µ) hármast mértéktérnek nevezzük.

Példák.
• A 17.18 állı́tás alapján (171. o.) az intervallumok hosszúsága mérték.
• (Számosság-mérték) Adott X halmaz A részhalmazainak az elem-

számát µ(A)-val jelölve P := 2X -en értelmezett mértéket kapunk.
• (Dirac-mérték) Rögzı́tett x ∈ X pont esetén a

δx(A) :=

{
1 ha x ∈ A,

0 ha x /∈ A

képlet mértéket értelmez P := 2X -en.
• (Leszűkı́tés) Ha µ a P félgyűrűn adott mérték és Y ∈ P , akkor

µ-nek a PY -ra való leszűkı́tése is mérték.
• (Direkt szorzat) Adott µ : P → R és ν : Q → R mértékek esetén a

(µ× ν)(P ×Q) := µ(P )ν(Q)

képlet mértéket definiál P ×Q-n.
• (Mérték véges része) Tetszőleges G : R → R mértéknek a

P := {A ∈ R : G(A) <∞}
félgyűrűre vett leszűkı́tése véges értékű mérték.

Vezessük be a következő, a félgyűrűknél könnyebben kezelhető struktúrát
is:

Definı́ció. Adott X halmazbeli gyűrűn olyan R ⊂ 2X halmazrendszert
értünk, amely teljesı́ti a következő feltételeket:

• ∅ ∈ R;
• ha A,B ∈ R, akkor A\B ∈ R;
• ha A,B ∈ R diszjunkt halmazok, akkor A ∪∗ B ∈ R.

Megjegyzés. HaR gyűrű, akkor az A∪B = (A\B)∪∗B egyenlőségből
következik, hogy A,B ∈ R, akkor A∪B ∈ R, tehát a diszjunktság feltétele
nem szükséges. Ebből indukcióval következik, hogy A := A1∪· · ·∪An ∈ R
mindenR-beli véges A1,. . . , Ak sorozatra is.

Az ∩An = A\∪ (A\An) egyenlőség alapján innen adódik, hogy tetsző-
leges R-beli véges A1,. . . , Ak sorozatra A1 ∩ · · · ∩ Ak ∈ R is teljesül. Ez
azt is mutatja, hogy minden gyűrű félgyűrű is.
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Példák.
• Minden σ-gyűrű gyűrű is. Speciálisan minden halmaz hatványhal-

maza gyűrű.
• Adott X halmaz véges részhalmazai gyűrűt alkotnak.
• Adott X halmaz véges részhalmazai és ezek komplementumai gyű-

rűt alkotnak.

Bármely A ⊂ 2X halmazrendszerhez létezik őt tartalmazó legkisebb
gyűrű: vegyük egyszerűen az A-t tartalmazó összes gyűrű közös részét. Ezt
a gyűrűt az A által generált gyűrűnek hı́vjuk

A félgyűrűk által generált gyűrűk egyszerűen előállı́thatók:

19.1. Lemma. A P félgyűrű által generált gyűrű az összes

R = P1 ∪∗ · · · ∪∗ Pn, P1, . . . , Pn ∈ P n = 1, 2, . . . (19.2)

alakú véges diszjunkt egyesı́tésekből áll.

Bizonyı́tás. Mivel minden P-t tartalmazó gyűrű szükségképpen tartal-
mazza a (19.2) halmazokat, elegendő megmutatni, hogy az utóbbiakR rend-
szere már gyűrű. Ezt több lépésben igazoljuk.

(a) Először is ∅ ∈ R, mert ∅ ∈ P .

(b) Ha R1, . . . , Rm ∈ R páronként diszjunkt halmazok valamely m-
re, akkor R := R1 ∪∗ · · · ∪∗ Rm is R-hez tartozik: ha ugyanis mindegyik
Ri-t (19.2)-höz hasonlóan felbontjuk, akkor R-nek is ilyen alakú felbontását
nyerjük.

(c) Ha P ′, P ∈ P , akkor P ′\P ∈ R a félgyűrű ésR definı́ciója miatt.

(d) Ha R ∈ R és P ∈ P , akkor R\P ∈ R. Ugyanis R (19.2) tı́pusú
felbontását tekintve, (b) és (c) felhasználásával az

R\P = (P1\P ) ∪∗ · · · ∪∗ (Pn\P ) ∈ R
egyenlőséget kapjuk.

(e) Ha R′, R ∈ R, akkor R′\R ∈ R. Tekintsük ugyanis R (19.2) tı́pusú
felbontását, és alkalmazzuk n-szer egymás után a (d) tulajdonságot:

R′\R = (. . . (R′\P1)\P2) . . . )\Pn ∈ R. �

Most már bebizonyı́thatjuk az ı́gért kiterjesztési tételt:

19.2. Állı́tás. Minden félgyűrűn értelmezett mérték egyértelműen kiter-
jeszthető a félgyűrű által generált gyűrűn értelmezett mértékké.
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Bizonyı́tás. Legyen µ : P → R az adott mérték és R a P által generált
gyűrű. Ha létezik R-re kiterjesztett mérték, akkor azt továbbra is µ-vel
jelölve, szükségképpen

µ(R) = µ(P1) + · · ·+ µ(Pn)

minden (19.2) alakú felbontásra. Mivel a jobboldali halmazok P-beliek, ez
mutatja a kiterjesztés egyértelműségét. A létezéshez mutassuk meg először,
hogy a fenti egyenlőség korrektül definiálja µ(R)-et, vagyis ha

R = P ′
1 ∪∗ · · · ∪∗ P ′

m

egy tetszőleges másik (19.2) alakú felbontás, akkor

µ(P1) + · · ·+ µ(Pn) = µ(P ′
1) + · · ·+ µ(P ′

k).

Ez azonnal adódik µ : P → R additivitásából, mert mindkét összeg a

n∑
j=1

k∑
i=1

µ(Pj ∩ P ′
i )

kifejezéssel egyenlő. A kiterjesztett halmazfüggvény nyilvánvalóan nem-
negatı́v, ı́gy csak a σ-additivitás igazolása maradt hátra. Meg kell tehát mu-
tatnunk, hogy ha R = ∪∞

k=1Rk olyan diszjunkt unió, hogy R,Rk ∈ R,
akkor µ(R) =

∑
µ(Rk).

Mindegyik Rk-t (19.2) alakú felbontásával helyettesı́tve és felhasználva
µ(Rk) definı́cióját feltehetjük, hogy Rk ∈ P minden k-ra. Tekintsük most
R-nek is egy (19.2) alakú felbontását. Akkor

Pj =
∞⋃∗

k=1

(Pj ∩Rk)

minden egyes j-re. Mivel itt Pj , Pj ∩Rk ∈ P , és µ σ-additı́v P-n,

µ(Pj) =
∞∑
k=1

µ(Pj ∩Rk).

Összegezve j = 1, . . . , n-re a keresett egyenlőséget kapjuk:

µ(R) =
n∑
j=1

µ(Pj) =
n∑
j=1

∞∑
k=1

µ(Pj ∩Rk)

=
∞∑
k=1

( n∑
j=1

µ(Pj ∩Rk)
)
=

∞∑
k=1

µ(Rk). �
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A kiterjesztési tétel segı́tségével igazoljuk a mértékek további fontos tu-
lajdonságait:

19.3. Állı́tás. Minden (félgyűrűn értelmezett) µ : P → R mérték eleget
tesz a következő feltételeknek:

(a) (monotonitás) ha A,B ∈ P és A ⊂ B, akkor µ(A) ≤ µ(B);
(b) (σ-szubadditivitás) ha (An) ⊂ P megszámlálható befedése A ∈ P-nek,

akkor µ(A) ≤
∑

µ(An);
(c) (folytonosság) ha (An) ⊂ P monoton növekvő halmazsorozat és A :=
∪An ∈ P , akkor µ(An)→ µ(A);

(d) (folytonosság) ha (An) ⊂ P olyan monoton fogyó halmazsorozat, a-
melyre µ(A1) <∞ és A := ∩An ∈ P , akkor µ(An)→ µ(A).

Példa. Az R-beli An := [n,∞) halmazok mutatják, hogy a µ(A1) <∞
feltétel nem hagyható el (d)-ben.

Bizonyı́tás. Az előző állı́tás alapján feltehetjük, hogy P gyűrű.

(a) A mértékek nem-negativitása és additivitása folytán

µ(B) = µ(A) + µ(B\A) ≥ µ(A).

(b) Legyen

B1 := A∩A1 és Bn+1 := (A∩An+1)\(A1 ∪ · · · ∪An), n = 1, 2, . . . ,

akkor A = ∪∗Bn. Továbbá Bn ∈ P (ugyanis P gyűrű), és Bn ⊂ An.
Következésképpen (a) felhasználásával a kı́vánt egyenlőséget kapjuk:

µ(A) =
∑

µ(Bn) ≤
∑

µ(An).

(c) Legyen A0 = ∅, akkor az Ak\Ak−1 halmazok a P gyűrűhöz tartoz-
nak. Minthogy

A =
∞⋃∗

k=1

(Ak\Ak−1) és An =
n⋃∗

k=1

(Ak\Ak−1)

minden n-re,

µ(An) =
n∑
k=1

µ(Ak\Ak−1)→
∞∑
k=1

µ(Ak\Ak−1) = µ(A).

(d) A µ(An) mértékek végessége miatt mindegyik An-t An\A-ra cserél-
ve feltehető, hogy A = ∅. Az Ak\Ak+1 halmazok a P gyűrűhöz tartoznak.
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Minthogy

A1 =
∞⋃∗

k=1

(Ak\Ak+1),

a σ-additivitás miatt
∞∑
k=1

µ(Ak\Ak+1) = µ(A1).

A µ(A1) <∞ feltevés alapján a sor konvergens, úgyhogy n→∞ esetén
∞∑
k=n

µ(Ak\Ak+1)→ 0.

Befejezésül vegyük észre, hogy a fenti összeg µ(An)-nel egyenlő, hiszen
∞⋃∗

k=n

(Ak\Ak+1) = An. �

19.2. Véges mértékhez rendelt integrál

Definı́ció. Végesnek nevezünk egy mértéket, ha csak véges értékeket
vesz fel.

Példa.
• A korlátos intervallumok hosszúsága véges (de nem korlátos) mér-

ték.
• Mérték véges része véges mérték.

Legyen P adott X halmazbeli félgyűrű, és µ : P → R véges mérték.

Definı́ció. A P-beli halmazok karakterisztikus függvényeinek a

ϕ =
n∑
k=1

ckχPk

lineáris kombinációit lépcsős függvényeknek nevezzük; integráljukat az∫
ϕ dµ :=

n∑
k=1

ckµ(Pk)

képlettel értelmezzük.
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19.2. Véges mértékhez rendelt integrál 185

A 17.1 állı́tás (142. o.) érvényben marad: a mérték additivitása folytán
az integrál értéke nem függ a lépcsős függvény reprezentációjának speciális
választásától.

Definı́ció. Az A halmaz nullahalmaz, ha minden ε > 0-hoz létezik
olyan (Pk) ⊂ P sorozat, hogy A ⊂ ∪An és

∑
µ(Pk) ≤ ε. Ekvivalens

módon A nullahalmaz, ha létezik olyan (Pk) ⊂ P sorozat, hogy
∑

µ(Pk) <
∞, és minden x ∈ A pont végtelen sok Pk-nak eleme.

A 16.3 állı́tás (128. o.) a következő alakot ölti:

19.4. Állı́tás.
(a) Az üres halmaz nullahalmaz.

(b) Nullahalmaz részhalmazai is nullahalmazok.

(c) Megszámlálható sok nullahalmaz egyesı́tése is nullahalmaz.

(d) P ∈ P pontosan akkor nullahalmaz, ha µ(P ) = 0.

Bizonyı́tás.
(a), (b) és (c) Megismételhető a 16.3 állı́tás bizonyı́tása.

(d) Ha µ(P ) = 0, akkor P definı́ció szerint nullahalmaz. Megfordı́tva,
ha P ∈ P nullahalmaz, akkor tetszőleges ε > 0-hoz létezik olyan (Pk) ⊂ P
sorozat, hogy P ⊂ ∪Pk és

∑
µ(Pk) ≤ ε. A mérték szubadditivitása alapján

innen µ(P ) ≤ ε minden ε > 0-ra, és ı́gy µ(P ) = 0. �
A 17. fejezetet úgy ı́rtuk meg, hogy minden ott kimondott tétel, állı́tás,

következmény és lemma változtatás nélkül érvényben marad. A bizonyı́tások
közül is csak kettő szorul módosı́tásra:

• a 17.2 lemma igazolásához (142. o.) felhasználtuk az interval-
lumok topológiai tulajdonságait;

• a 17.16 állı́tás (f) részének a bizonyı́tásához (157. o.) felhasználtunk
egy integrálható, mindenütt pozitı́v függvényt. A jelen szakasz vé-
gén megmutatjuk, hogy bizonyos mértékekre nincs ilyen függvény.

Az alábbi, alternatı́v bizonyı́tások mindig érvényesek:

A 17.2 lemma bizonyı́tása. Terjesszük ki µ-t a P által generáltR gyű-
rűre a 19.2 állı́tás alapján.

Legyen Y ⊂ X olyan nullahalmaz, hogy ϕn(x)→ 0 minden x ∈ X\Y -
ra, majd tetszőlegesen adott ε > 0-hoz válasszunk olyan P-beli (Hi) hal-
mazsorozatot, hogy Y ⊂ ∪Hi és

∑
µ(Hi) < ε. Akkor az Sn :=

H1 ∪ · · · ∪Hn formula olyanR-beli halmazsorozatot definiál, hogy

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ,
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186 19. Integrál mértékterekben

és µ(Sn) < ε minden n-re.
Vezessük be azR-beli

K0 := {x ∈ X : ϕ1(x) > 0} és Kn := {x ∈ X : ϕn(x) > ε}
halmazokat (n = 1, 2, . . . ); jegyezzük meg, hogy

K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ . . .

Ha ϕ1 maximumát M -mel jelöljük, akkor

ϕn ≤M Kn-en, ϕn ≤ ε K0\Kn-en, és ϕn = 0 X\K0-on.

Következésképpen

0 ≤
∫

ϕn dµ ≤ εµ(K0\Kn) +Mµ(Kn)

= εµ(K0\Kn) +Mµ(Kn ∩ Sn) +Mµ(Kn\Sn)
≤ εµ(K0) +Mε+Mµ(Kn\Sn).

A (Kn\Sn) halmazsorozat monoton fogyó, mert (Kn) monoton fogyó
és (Sn) monoton növekvő. E halmazsorozat metszete üres. Ugyanis ha x ∈
∩Kn, akkor ϕn(x) �→ 0, úgyhogy x ∈ Y ; de ekkor elég nagy n-re x ∈ Sn,
tehát x /∈ Kn\Sn.

Mivel
µ(K1\S1) ≤ µ(K0) <∞,

a 19.3 állı́tás (d) része miatt µ(Kn\Sn) → 0. Így az előző becslésből elég
nagy n-re a keresett

0 ≤
∫

ϕn dµ <
(
µ(K0) +M + 1

)
ε

egyenlőtlenséget kapjuk. �
A 17.16 állı́tás (f) részének a bizonyı́tása. Ha létezik olyanP-beli (Pk)

halmazsorozat, hogy mindegyik fn eltűnik ∪Pk-n kı́vül, akkor megismétel-
hetjük a korábbi bizonyı́tást a

h :=
∑
k

χPk

k2(1 + µ(Pk))

függvény használatával, és a gn és g függvényeket ∪Pk-n kı́vül nullaként
definiálva.

A következő lemma biztosı́tja ilyen (Pk) sorozat létezését. �
19.5. Lemma. Tetszőleges mérhető f függvényhez létezik olyan P-beli

diszjunkt (Pk) halmazsorozat, hogy ∪∗Pk-n kı́vül f = 0.
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19.2. Véges mértékhez rendelt integrál 187

Bizonyı́tás. Legyen (ϕn) olyan lépcsős függvénysorozat, amelyre ϕn →
f m.m. A nullahalmazok definı́ciója alapján van olyan P-beli (A0j) hal-
mazsorozat, hogy ∪A0j-n kı́vül ϕn → f . Továbbá a lépcsős függvények
definı́ciója alapján minden n-hez van olyan P-beli véges (Anj) halmazso-
rozat, hogy ∪A0j-n kı́vül ϕn = 0. Rendezzük mindezen Anj halmazokat
egyetlen (Pk) sorozatba, akkor ∪Pk-n kı́vül f = 0.

Az P2\P1, (P3\P2)\P1, . . . különbségek mindegyikét P-ben felbontva
azt is feltehetjük, hogy a (Pk) sorozat diszjunkt. �

*Példa. Tekintsük egy nem-megszámlálható X halmaz véges részhal-
mazainak a P gyűrűjét, és jelöljük µ(A)-val a P-beli A halmazok elem-
számát. A most igazolt lemmából következik, hogy erre a mértékre nézve
nincsenek mérhető és mindenütt pozitı́v függvények.

Befejezésül vizsgáljuk meg, hogy mely mértékek kaphatók meg véges
mértékből kiindulva az integrálelmélet eljárásával.

Definı́ció. A Q félgyűrűn értelmezett µ mérték σ-véges, ha bármely Q-
beli halmaz befedhető megszámlálható sok véges mértékű halmazzal.

Megjegyzés. A félgyűrű definı́ciójából könnyen következik, hogy a σ-
véges esetben bármely Q-beli halmaz előáll megszámlálható sok diszjunkt
véges mértékű halmaz egyesı́téseként is.

Példák.
• Minden véges mérték σ-véges is.
• Adott R félgyűrűn értelmezett G mérték esetén a megszámlálható

sok véges mértékű halmazzal befedhetőR-beli halmazok is félgyű-
rűt alkotnak. A G mérték e félgyűrűre vett leszűkı́tését G σ-véges
részének hı́vjuk. Például nem megszámlálható X alaphalmazon a
számosságmérték nem σ-véges; σ-véges része az X megszámlál-
ható részhalmazainak a σ-gyűrűjén van definiálva.

A következő állı́tás első része magában foglalja a 17.18 állı́tást (162. o.):

19.6. *Állı́tás.
(a) Tetszőleges véges µ : P → R mértékből kiindulva az integrálelmélet

során nyert µ :M→ R mérték σ-véges és teljes.
(b) Megfordı́tva, bármely σ-véges, teljes mérték megegyezik a véges részéből

kiindulva kapott µ :M→ R mértékkel.
(c) Általánosabban bármely σ-véges mérték a véges részéből kiindulva ka-

pott µ :M→ R mérték leszűkı́tése.
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188 19. Integrál mértékterekben

Bizonyı́tás.
(a) a 17.18 állı́tás (162. o.) és az előző lemma következménye.

(b) és (c) a mérték konstrukciójából következik. �

Az állı́tás (b) és (c) része lehetővé teszi, hogy tetszőlegesen adott σ-
véges mérték szerinti integrálról beszélhessünk, azon a mérték véges részé-
hez hozzárendelt integrálfogalmat értve.

19.3. Szorzatterek: Fubini és Tonelli tételei

A klasszikus analı́zisben6 a kettős integrálok kiszámı́tása visszavezethe-
tő az egyváltozós esetre a∫

X×Y
f(x, y) dx dy =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dy

)
dx

=
∫
Y

(∫
X

f(x, y) dx
)
dy (19.3)

formula alkalmazásával. Megmutatjuk, hogy ez az eljárás érvényben marad
a Lebesgue-integrálra is.

Tekintsünk két véges µ : P → R és ν : Q → R mértéket, ahol P X-
beli, Q pedig Y -beli félgyűrű. Akkor µ× ν : P ×Q → R véges mérték az
X×Y -beli P ×Q félgyűrűn. A jelölések egyszerűsı́tésére a következőkben
az ∫

X×Y
f(x, y) dx dy,

∫
X

g(x) dx és
∫
Y
h(y) dy

ı́rásmódot alkalmazzuk∫
f d(µ× ν),

∫
g dµ és

∫
h dν

helyett. A nullahalmazok és a m.m. kifejezések értelemszerűen X-ben a µ,
Y -ban a ν, X × Y -ban pedig a µ× ν mértékre vonatkoznak.

A következő tétel messzemenően általánosı́tja a klasszikus eredményeket:

19.7. Tétel. (Fubini7) Ha f integrálható X × Y -ben, akkor a (19.3)-beli
szukcesszı́v integrálok is léteznek, és a három kifejezés egyenlő.

6 Euler 1770, Dirichlet 1839, Stolz 1886 (93–94. o.).
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Megjegyzések.
• A tétel indukcióval mértékek tetszőleges (véges) direkt szorzatára

is általánosı́tható.
• A jelen szakasz végén példát mutatunk arra, hogy a szukcesszı́v

integrálok létezése nem vonja maga után azok egyenlőségét, és ı́gy
f integrálhatóságát sem.

A bizonyı́tás előkészı́tésére világı́tsuk meg a három tér nullahalmazainak
a kapcsolatát:

19.8. Lemma. Ha E nullahalmaz X × Y -ben, akkor E

{y ∈ Y : (x, y) ∈ E}
,,szekciói” majdnem minden x ∈ X-re nullahalmazok Y -ban.

Bizonyı́tás. Rögzı́tsünk olyan P×Q -beli Rn = Pn×Qn téglalapokat,
hogy

∞∑
n=1

(µ× ν)(Rn) <∞,

és E minden pontját végtelen sok téglalap lefedi.
A lépcsősfüggvények integráljának a definı́ciója alapján

(µ× ν)(Rn) =
∫
X×Y

χRn(x, y) dx dy =
∫
X

(∫
Y
χRn(x, y) dy

)
dx

(a közös értékük µ(Pn)ν(Qn)), úgyhogy feltételünk szerint a
∞∑
n=1

∫
X

(∫
Y
χRn(x, y) dy

)
dx

sor konvergens. Beppo Levi tétele alapján a
∞∑
n=1

∫
Y
χRn(x, y) dy

függvénysor m.m. x ∈ X-re konvergens. Ha x0 ilyen pont, akkor Beppo
Levi tételének újabb alkalmazása mutatja, hogy a

7 Lebesgue 1902 (korlátos függvényekre), Fubini 1907. Fubini bizonyı́tása hibás volt,
Hobson 1910 és de la Vallée-Poussin 1910 adtak először helyes bizonyı́tást; lásd Hawkins
2001.
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∞∑
n=1

χRn(x0, y)

függvénysor m.m. y ∈ Y -ra konvergens. Ha y0 ilyen pont, akkor (x0, y0) /∈
E, mert E pontjaiban

∑
χRn =∞. �

A 19.7 tétel bizonyı́tása. Szimmetriaokokból elegendő az∫
X×Y

f(x, y) dx dy =
∫
X

(∫
Y
f(x, y) dy

)
dx (19.4)

egyenlőséget igazolni. Meg kell mutatnunk, hogy

• az
∫
Y f(x, y) dy integrál m.m. x ∈ X-re értelmezve van;

• az x �→
∫
Y f(x, y) dy függvény integrálható X-en;

• a (19.4)-beli két kifejezés egyenlő.

Az előző lemma bizonyı́tása során már meggyőződtünk e tulajdonságok-
ról abban az esetben, amikor f egy ,,téglalap” karakterisztikus függvénye.
Lineáris kombinációkat képezve e tulajdonságok minden lépcsős függvényre
is érvényben maradnak. Mivel minden integrálható függvény két C1-beli
függvény különbsége, elegendő ezek után a három tulajdonságot C1-beli
függvényekre igazolni.

Legyen tehát f ∈ C1, és legyen (ϕn) olyan monoton növekvő lépcsős
függvénysorozat, hogy alkalmas E ⊂ X × Y nullahalmazzal

ϕn(x, y)↗ f(x, y) minden (x, y) ∈ (X × Y )\E-re, (19.5)

és ı́gy ∫
X×Y

ϕn(x, y) dx dy →
∫
X×Y

f(x, y) dx dy.

Mivel (19.4) teljesül f helyett ϕn-re, az utolsó összefüggés átı́rható az∫
X

(∫
Y
ϕn(x, y) dy

)
dx→

∫
X×Y

f(x, y) dx dy (19.6)

alakban. Beppo Levi tételét alkalmazva innen következik, hogy az∫
Y
ϕn(x, y) dy (19.7)

integrálok monoton növekvő sorozata m.m. x ∈ X-re konvergens, és ı́gy
korlátos.

Rögzı́tsünk egy olyan x ∈ X pontot, ahol fennáll a konvergencia, és
amelyre az

{y ∈ Y : (x, y) ∈ E}
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szekció nullahalmaz. (Az előző lemma miatt m.m. x ∈ X ilyen.) Akkor
(19.5) alapján

ϕn(x, y)↗ f(x, y) m.m. y ∈ Y -ra,

úgyhogy a (19.7)-beli integrálok korlátossága miatt ismét alkalmazható Beppo
Levi tétele: az

y �→ f(x, y)
függvény integrálható Y -ban, és∫

Y
ϕn(x, y) dy ↗

∫
Y
f(x, y) dy.

Emlékeztetünk arra, hogy ez a konvergencia m.m. x ∈ X-re teljesül.
Minthogy továbbá az ∫

X

(∫
Y
ϕn(x, y) dy

)
dx

integrálok sorozata (19.6) és f integrálhatósága alapján korlátos, Beppo Levi
tételét harmadszor alkalmazva nyerjük, hogy az

x �→
∫
Y
f(x, y) dy

függvény integrálható X-ben, és∫
X

(∫
Y
ϕn(x, y) dy

)
dx→

∫
X

(∫
Y
f dy

)
dx. (19.8)

A (19.4) egyenlőség (19.6)-ből és (19.8)-ból következik. �
Fubini tétele érvényben marad általánosı́tott (végtelen értékeket is meg-

engedő) integrálokra is:

19.9. Tétel. (Tonelli8) Ha létezik az f függvény integrálja X × Y -ban,
akkor a (19.3)-beli szukcesszı́v integrálok is léteznek, és a három kifejezés
egyenlő.

Megjegyzések.
• Akárcsak Fubini tétele, Tonellié is kiterjeszthető indukcióval tet-

szőleges véges számú mérték direkt szorzatára.
• Emlékeztetünk arra, hogy minden nem-negatı́v, mérhető függvény-

nek létezik az integrálja.

8 Tonelli 1909.
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Bizonyı́tás. Az f függvény pozitı́v és negatı́v részét tekintve, legalább
az egyikükre alkalmazható Fubini tétele. Elegendő tehát nem-negatı́v, mér-
hető f függvényekkel foglalkoznunk.

Alkalmazva a 19.5 lemmát rögzı́tsük véges mértékű An halmazok olyan
monoton növekvő sorozatát, hogy ∪An-en kı́vül f = 0, és vezessük be a

ϕn := χAn min{f, n}
függvényeket. E függvények integrálhatók X×Y -on a 17.16 állı́tás (e) része
szerint (157. o.), és a konstrukció folytán ϕn ↗ f m.m. Választhatunk tehát
olyan E nullahalmazt X × Y -ban, hogy

ϕn(x, y)↗ f(x, y) minden (x, y) ∈ (X × Y )\E-re.

Figyeljük meg, hogy formálisan ez a reláció azonos (19.5)-tel. Ezért
megismételhetjük az előző bizonyı́tást két apró változtatással:

• Beppo Levi tétele helyett az általánosı́tott Beppo Levi tételt, vagyis
a 17.17 állı́tás (e) részét alkalmazzuk (160. o.);

• a (19.4) egyenlőség érvényessége f helyett ϕn-re most a Fubini
tételből következik.

�

Példák. Jelöljük µ-vel a számosság-mértéket R véges részhalmazain,
továbbá legyen R tetszőleges véges A részhalmazára ν(A) = 0 és ν(R\A) =
1. A következő példák mutatják, hogy f mérhetőségének a feltétele nem
hagyható el. 9

• A
D := {(x, x) : x ∈ R}

halmaz f karakterisztikus függvénye a 19.5 lemma alapján nem
mérhető, ı́gy integrálja sem létezik. A (19.3)-beli két szukcesszı́v
integrál rendre 0-val és 1-gyel egyenlő.

• A

D := {(x, x) : x ∈ R} és E := {(x, x+ 1) : x ∈ R}.
halmazok karakterisztikus függvényeinek f különbsége sem mér-
hető. Ennek ellenére a (19.3)-beli szukcesszı́v integrálok léteznek,
és mindketten nullával egyenlőek.

9 Cauchy 1827 (394. o.), Thomae 1878 és du Bois-Reymond 1883 korábbi ellenpéldái a
Riemann-integrálható függvények osztályának szűkösségén alapultak.
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19.4. * Lebesgue-felbontás

A 18.2. szakasz végén láttuk, hogy minden korlátos változású F függvény
előállı́tható F = G + H alakban, ahol G abszolút folytonos, H pedig szin-
guláris. Általánosı́tsuk ezt az eredményt:

Definı́ciók. Legyen µ, ν és σ három mértékM-en.

• Azt mondjuk, hogy ν abszolút folytonos µ-re nézve, jelben ν - µ,
ha

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.
• Azt mondjuk, hogy µ és σ szingulárisak, jelben σ ⊥ µ, ha van

olyan X = M ∪∗ S felbontás, hogy A ∈M esetén

A ⊂ S =⇒ µ(A) = 0,

A ⊂M =⇒ σ(A) = 0.

Más szóval µ és σ a diszjunkt M és S halmazokra vannak kon-
centrálva.

Véges ν mértékre ekvivalens definı́ció adható a szokásos ε−δ jelöléssel:

19.10. *Lemma. Ha ν a µ-re nézve abszolút folytonos, véges mérték,
akkor minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy µ(A) < δ esetén ν(A) < ε.

Bizonyı́tás. Tegyük fel indirekt, hogy valamely ε > 0-hoz létezik olyan
(An) sorozat, hogy µ(An) < 2−n és ν(An) ≥ ε minden n-re. Akkor a
Bm := Am∪Am+1∪. . . halmazok olyan monoton fogyó sorozatot alkotnak,
hogy

µ(Bm) <
∞∑
n=m

2−m = 21−n és ν(Bm) ≥ ν(Am) ≥ ε

minden m-re. Minthogy a µ(B1) és ν(B1) mértékek végesek, innen m →
∞ esetén a

µ(∩Bm) = 0 és ν(∩Bm) ≥ ε

összefüggések adódnak, ellentmondva a ν - µ relációnak. �

19.11. Tétel. (Lebesgue-felbontás10) Legyen µ és ϕ két mérték az M σ-
gyűrűn. Ha ϕ σ-véges, akkor léteznek olyan egyértelmű ν és σ mértékek,
hogy

ν - µ, σ ⊥ µ és ϕ = ν + σ.
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Bizonyı́tás.
A létezés bizonyı́tása véges (tehát korlátos) ϕ mértékekre. Az

α := sup{ϕ(A) : A ∈M et µ(A) = 0}

felső határ felvétetik, és ı́gy ϕ korlátossága folytán véges szám. Legyen
ugyanis (An) olyan sorozat, hogy µ(An) = 0 minden n-re, és ϕ(An) → α.
Akkor S := ∪An ∈M-re µ(S) = 0 és ϕ(A) = α.

A

σ(A) := ϕ(A ∩ S) és ν(A) := ϕ(A\S)

képletek olyan σ és ν mértékeket definiálnak M-en, amelyek összege ϕ.
Továbbá tetszőleges A ∈M-re

σ(A\S) = ϕ((A\S) ∩ S) = ϕ(∅) = 0,

úgyhogy az M := X\S választással σ ⊥ µ.
Ha µ(A) = 0, akkor µ(A ∪ S) = 0, tehát ϕ(A ∪ S) ≤ α = ϕ(S) α és

S értelmezése miatt. Következésképpen

ν(A) = ϕ(A\S) = ϕ(A ∪ S)− ϕ(S) ≤ 0.

Ez mutatja, hogy ν - µ.

A létezés bizonyı́tása az általános esetben. Rögzı́tsünk olyan M-beli
diszjunkt (Pn) halmazsorozatot, hogy ϕ(Pn) < ∞ minden n-re, és ϕ = 0
a P := ∪∗Pn halmazon kı́vül. Alkalmazva az előző lépést minden egyes
Pn-en, olyan Sn ⊂ Pn halmazokat kapunk, hogy µ(Sn) = 0, továbbá

A ⊂ Pn és µ(A) = 0 =⇒ ϕ(A\Sn) = 0.

Legyen S = ∪∗Sn, és

σ(A) := ϕ(A ∩ S), ν(A) := ϕ(A\S)

minden A ∈M-re. Akkor ϕ = ν + σ, továbbá σ ⊥ µ, mert

µ(S) =
∑

µ(Sn) = 0, és σ(A\S) = ϕ(∅) = 0

minden A ∈M-re.

10 Lebesgue 1910, 232–249. o.
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Végül ν - µ, mert ha A ∈M és µ(A) = 0, akkor

ν(A) = ϕ(A\S)

= ϕ((A\P )\S) +
∑

ϕ((A ∩ Pn)\S)

= ϕ(A\P ) +
∑

ϕ((A ∩ Pn)\Sn)
= 0.

Az utolsó lépésben ϕ(A\P ) = 0 P választása miatt, és ϕ((A∩Pn)\Sn) = 0
Sn választása miatt.

Egyértelműség. Meg kell mutatnunk, hogy ha ν ′ és σ′ is olyan mértékek
M-en, hogy

ν ′ - µ, σ′ ⊥ µ és ϕ = ν ′ + σ′,
akkor a G := ν ′ − ν = σ − σ′ előjeles mérték azonosan nulla.

Tekintsük a megfelelő X = M ∪∗ S = M ′ ∪∗ S′ felbontásokat. Tetsző-
leges Q ∈M esetén

µ(Q ∩ (S ∪ S′)) ≤ µ(S) + µ(S′) = 0,

úgyhogy ν′ és ν abszolút folytonossága miatt G(Q ∩ (S ∪ S′)) = 0.
Másrészt Q ∩ (M ∩M ′) ⊂M ∩M ′ folytán

σ(Q ∩ (M ∩M ′)) = σ′(Q ∩ (M ∩M ′)) = 0,

és ı́gy G(Q ∩ (M ∩M ′)) = 0. Következésképpen

G(Q) = G(Q ∩ (M ∩M ′)) + G(Q ∩ (S ∪ S′)) = 0. �
*Példa. A σ-végesség feltétele nem hagyható el. Tekintsük például a

nem-megszámlálható X alaphalmaz megszámlálható A részhalmazaiból és
azok komplementumaiból állóM σ-gyűrűt, és legyen µ(A) = 0, µ(X\A) =
1. Könnyen ellenőrizhető, hogy µ-re nézve az M-en értelmezett ϕ számos-
ságmértéknek nincs Lebesgue-felbontása.

19.5. Előjeles mértékek. Hahn- és Jordan-felbontás

Tekintsük az X-beli P félgyűrűn adott µ véges mértékhez tartozó integ-
rálelméletet, és jelöljük M-mel a mérhető halmazok σ-gyűrűjét. Célszerű
bevezetni az ∫

A
f dµ :=

∫
fχA dµ

jelölést.
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196 19. Integrál mértékterekben

Általánosı́tsuk a határozatlan integrál fogalmát:

19.12. Állı́tás. Ha létezik a mérhető f függvény integrálja, akkor a

ν(A) :=
∫
A
f dµ

képlet σ-additı́v ν :M→ R halmazfüggvényt definiál, és ν(∅) = 0.

Bizonyı́tás. Az f függvény pozitı́v és negatı́v részét képezve feltehető,
hogy f nem-negatı́v m.m. Akkor az állı́tás következik a 17.17 állı́tás (f)
részéből (160. o.). �

A fenti példa indokolja a mértékek következő általánosı́tásának a beve-
zetését:

Definı́ció. Előjeles mértéken olyan, félgyűrűn értelmezett σ-additı́v µ
halmazfüggvényt értünk, amelyre µ(∅) = 0.

Példák.

• Minden mérték előjeles mérték is.
• Két mérték különbsége, amelyek közül legalább az egyik véges,

előjeles mérték.
• (Szmoljanov11) Tekintsük a nem-megszámlálható X halmazon a

következő gyűrűt:

R := {A ⊂ X : A vagy X\A véges}.

A

µ(A) := |A|, µ(X\A) := −|A|

képletek, ahol |A| a véges A halmaz elemszámát jelöli, előjeles
mértéket definiálnakR-en.

Az előjeles mértékek vizsgálata igen általános feltételek mellett vissza-
vezethető a mértékekére:

11 Lásd Gurevich–Silov 1966, 180. o.
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P
N

19.1. ábra. Hahn-felbontás

19.13. Tétel. Legyen µ előjeles mérték azM σ-gyűrűn.

(a) (Hahn-felbontás12) Létezik olyan X = P ∪∗ N felbontás, hogy
tetszőleges A ∈M-re A ∩ P,A ∩N ∈M,

µ(A ∩ P ) ≥ 0 és µ(A ∩N) ≤ 0.

(Lásd a 19.1 ábrát.)

(b) (Jordan-felbontás13) A

µ+(A) := sup{µ(B) : B ∈M, B ⊂ A}
és

µ−(A) := − inf{µ(B) : B ∈M, B ⊂ A}
képletek olyan mértékeket értelmeznekM-en, amelyekre µ = µ+−µ−.

Definı́ció. A |µ| := µ+ + µ− mértéket µ teljes változásának hı́vjuk.

Megjegyzések.
• A bizonyı́tás azt is mutatni fogja, hogy µ felülről vagy alulról korlá-

tos, és ı́gy a µ+, µ− mértékek közül legalább az egyik korlátos. To-
vábbá az első esetben P ∈M, a második esetben pedig N ∈M.

• A tételben M σ-gyűrű volta lényeges: például a Szmoljanov-féle
előjeles mértéknek nincs Hahn-felbontása. Egy ilyen felbontásra
ugyanis szükségképpen N = ∅-nak kellene teljesülnie, de akkor

12 Hahn 1921, 404. o.
13 Jordan 1881.
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µ nem vehetne fel negatı́v értékeket. A Jordan-féle felbontás sem
érvényes ebben az esetben, mert egyszerűen látható, hogy µ+(X) =
µ−(X) =∞, tehát µ+(X)− µ−(X) nincs értelmezve.

• Vegyük észre, hogy σ-gyűrűn értelmezett véges előjeles mérték
szükségképpen korlátos is, hiszen ha például alkalmas halmazso-
rozatra µ(An) > 2n minden n-re, akkor µ(∪An) =∞.

A következő segédtétel előkészı́ti a tétel bizonyı́tását.

Definı́ció. Legyen µ előjeles mérték M-en. Az A ∈ M halmazt nega-
tı́vnak hı́vjuk, ha µ(B) ≤ 0 A mindenM-hez tartozó részhalmazára.

19.14. Lemma. Legyen µ :M→ R előjeles mérték azM σ-gyűrűn.

(a) Ha A,B ⊂M és B ⊂ A, akkor

µ(A) <∞ =⇒ µ(B) <∞ és µ(A) > −∞ =⇒ µ(B) > −∞.

(b) µ nem veheti fel mindkét végtelen értéket.

(c) Ha A ∈ M és µ(A) < 0, akkor létezik olyan negatı́v A′ részhalmaza
A-nak, amelyre µ(A′) ≤ µ(A).

Bizonyı́tás.
(a) Ez azonnal következik az µ(A) = µ(B) + µ(A\B) egyenlőségből,

amelyben az összeg definı́ció szerint értelmezve van.

(b) Ha két halmazra µ(B) =∞ és µ(C) = −∞ volna, akkor µ(B ∪C)
nem lehetne értelmezve (a) miatt.

(c) Legyen k1 a legkisebb természetes szám, amelyhez található A-nak
µ(A1) ≥ 1/k1 tulajdonságú részhalmaza. Ha nincs ilyen k1, akkor az A′ :=
A választás megfelel. Egyébként

µ(A) = µ(A1) + µ(A\A1),

és innen µ(A\A1) ≤ µ(A).
Legyen most k2 a legkisebb természetes szám, amelyhez található A\A1-

nek µ(A2) ≥ 1/k2 tulajdonságú részhalmaza. Ha nincs ilyen k2, akkor az
A′ := A\A1 választás megfelel. Az eljárást folytatva vagy előbb-utóbb egy
megfelelő

A′ := A\(A1 ∪ · · · ∪An)

halmazhoz jutunk, vagy pedig A részhalmazainak olyan M-beli, diszjunkt
(An) sorozatát kapjuk, hogy alkalmas kn természetes számokkal µ(An) ≥
1/kn minden n-re.
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Vegyük észre, hogy az utóbbi esetben∑ 1
kn
≤
∑

µ(An) = µ(∪∗An) <∞,

hiszen ∪∗An ∈ M és ∪∗An ⊂ A folytán µ(A) < ∞ az előző lemma (a)
része miatt. Innen következik, hogy kn →∞.

Legyen A′ := A\ ∪∗ An, akkor A′ ∈M és

µ(A) = µ(A′) + µ(∪∗An)

az additivitás miatt. Következésképpen µ(A′) ≤ µ(A).
Megmutatjuk végül, hogy ha B ∈ M és B ⊂ A′, akkor µ(B) ≤ 0.

Mivel kn → ∞, kn ≥ 2 és µ(B) < 1/(kn − 1) minden elég nagy n-re.
Innen n→∞ esetén a keresett µ(B) ≤ 0 egyenlőtlenséget kapjuk. �

A 19.13 tétel bizonyı́tása.
(a) A19.14 lemma (b) része alapján feltehető, hogy µ nem veszi fel

például a −∞ értéket. Legyen

a = inf µ(A),

ahol A végigfutja M negatı́v halmazait; minthogy az üres halmaz negatı́v
halmaz, a ≤ 0.

Tekintsük negatı́v halmazok olyan (An) sorozatát, amelyre µ(An)→ a.
Akkor N := ∪An ∈ M is negatı́v halmaz, és µ(N) = a. Minthogy µ
nem veszi fel a −∞ értéket, innen következik, hogy a > −∞, tehát a véges
szám.

Legyen P = X\N , akkor X = P ∪∗ N . Ha A ∈ M, akkor N ∈ M
miatt

A ∩N ∈M és A ∩ P = A\(A ∩N) ∈M.

Továbbá N negativitása miatt µ(A∩N) ≤ 0. Hátra van még a µ(A∩P ) ≥ 0
egyenlőtlenség igazolása.

Az ellentétes µ(A∩P ) < 0 esetben az előző lemma alapján volna A∩P -
nek µ(A′) ≤ µ(A∩P ) tulajdonságú negatı́v A′ részhalmaza. Akkor N∪∗A′
is negatı́v volna, azonban akkor a

µ(N ∪∗ A′) = µ(N) + µ(A′) = a+ µ(A′) < a

egyenlőtlenség ellentmondana a definı́ciójának.

(b) Tegyük fel újra, hogy µ nem veszi fel például a −∞ értéket, és te-
kintsük az imént kapott X = P ∪∗ N felbontást. Könnyen ellenőrizhető,
hogy

µ+(A) = µ(A ∩ P ) és µ−(A) = −µ(A ∩N)
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minden A ∈ M-re. Ebből következik, hogy µ+ és µ− mérték, és hogy
µ = µ+ − µ−. Végül a µ− mérték korlátos, hiszen

µ−(A) = −µ(A ∩N) ≤ −µ(N) = −a <∞

minden A ∈M-re. �

19.6. Radon–Nikodým tétel

Az előző szakasz elején megmutattuk, hogy a határozatlan integrálok
előjeles mértékek. Felmerül a kérdés, hogy mely előjeles mértékek származ-
tathatók ilyen módon. A jelen szakaszban általánosı́tjuk a Lebesgue–Vitali-
féle Newton–Leibniz formulát (171. o.).

Rögzı́tsünk az egész szakaszra valamely X-beli P félgyűrűn értelmezett
véges µ mértéket, és tekintsük a hozzátartozó integrálelméletet. Jelöljük a
mérhető halmazokM σ-gyűrűjére kiterjesztett mértéket is µ-vel.

Definı́ciók. Legyen ν előjeles mértékM-en.

• Azt mondjuk, hogy ν abszolút folytonos µ-re nézve, jelben ν - µ,
ha

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.

• Azt mondjuk, hogy ν mérhető tartójú µ-re nézve, ha van olyan
M ∈M halmaz, hogy ν(A) = 0 minden M -től diszjunkt A ∈M
halmazra.

Megjegyzés. A Hahn-felbontás felhasználásával könnyen látható, hogy
mindkét definı́cióban ν(A) = 0 helyett a |ν|(A) = 0 konklúzió is érvényes.

A következő alapvető tételben azonosı́tunk két mérhető függvényt, ha
m.m. egyenlők egymással.14

14 Ha az alábbi tételnek csak a véges mértékekre vonatkozó részét kı́vánjuk bizonyı́tani,
akkor a következő lemma (b) része elhagyható, és elég a tétel bizonyı́tásának hat lépése közül
csak az első hármat tekinteni.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



19.6. Radon–Nikodým tétel 201

19.15. Tétel. (Radon–Nikodým15) A

ν(A) :=
∫
A
f dµ, A ∈M (19.9)

formula bijekciót létesı́t a µ-re nézve mérhető és integrállal rendelkező f
függvények, valamint a µ-re nézve abszolút folytonos és mérhető tartójú
előjeles ν mértékek között. Emellett

• f ≥ 0 m.m. ⇐⇒ ν mérték;
• f integrálható ⇐⇒ ν véges (és akkor korlátos).

Definı́ció. A tételbeli f függvényt ν µ-re vonatkozó Radon–Nikodým
deriváltjának hı́vjuk, és dν/dµ-vel jelöljük.

Példa. A fenti elnevezés magyarázatára jegyezzük meg, hogy ha F :
[a, b] → R abszolút folytonos függvény az [a, b] kompakt intervallumon a
18. fejezet értelmében, akkor a

ν(I) := F (d)− F (c), I = [c, d)

képlet olyan előjeles mértéket definiál az [a, b)-beli félig nyı́lt intervallumok
félgyűrűjén, hogy

ν(I) =
∫
I
F ′ dµ

mindezen intervallumokra a 18.4 tétel értelmében (171. o.).

Megjegyzés. A következő bizonyı́tás nem konstruktı́v. Speciális esetek-
ben konstruktı́v bizonyı́tás is adható.16

Szükségünk lesz az alábbi segédtételre:

19.16. Lemma. Tegyük fel, hogy a µ mérték véges (tehát korlátos), és
legyen ν a µ-re nézve abszolút folytonos mérték.

(a) Ha ν nem azonosan nulla, akkor létezik olyan A ∈ M halmaz és
ε > 0 szám, hogy µ(A) > 0, és

εµ(A ∩B) ≤ ν(A ∩B) minden B ∈M-re.

(b) Létezik véges ν-mértékű halmazoknak olyan diszjunkt (Fn) sorozata,
hogy bármely F := ∪Fn-től diszjunkt, mérhető A halmazra a µ(A) = 0 és
ν(A) =∞ egyenlőségek közül legalább az egyik teljesül.

15 Radon 1913 (1342–1351. o.), Nikodým 1930 (167–179. o.).
16 Lásd például Rudin 1986. Ugyanitt megtalálható Neumann 1940 (124–130. o.) alter-

natı́v, a merőleges vetı́tésen alapuló szép bizonyı́tása is.
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Bizonyı́tás.
(a) Tekintsük minden n természetes számra az ν − n−1µ előjeles mér-

téknek valamely X = Pn ∪∗ Nn Hahn-felbontását, és legyen

P = ∪Pn, N = ∩Nn.
Mivel ν − n−1µ felülről korlátos, Pn ∈M minden n-re. Elég belátni, hogy
valamely n-re µ(Pn) > 0, hiszen akkor az A := Pn és ε := 1/n választás
megfelel.

Tetszőleges N -beli mérhető B halmaz esetén ν(B) = 0, hiszen N ⊂ Nn
folytán

0 ≤ ν(B) ≤ 1
n
µ(B)

minden n-re. Mivel ν nem azonosan nulla, innen ν(P ) > 0, de akkor ν
abszolút folytonossága miatt µ(P ) > 0 is teljesül. A σ-szubadditivitás miatt

0 < µ(P ) ≤
∑

µ(Pn),

úgyhogy µ(Pn) > 0 legalább egy n-re.

(b) Jelöljük A-val azon mérhető halmazok σ-gyűrűjét, amelyek befed-
hetők megszámlálható sok véges ν-mértékű halmazzal.17 Az

α := sup{µ(B) : B ∈ A}
felső határ felvétetik valamely F halmazon, mert ha (Bn) ⊂ A és µ(Bn)→
α, akkor F := ∪Bn ∈ A és µ(Bn) ≤ µ(F ) minden n-re, ahonnan µ(F ) =
α. Vegyük észre azt is, hogy µ korlátossága miatt α véges szám.

Meg kell mutatnunk, hogy ha valamely F -től diszjunkt, mérhető A hal-
mazra ν(A) <∞, akkor µ(A) = 0. Minthogy F ∪∗ A ∈ A,

α ≥ µ(F ∪∗ A) = µ(F ) + µ(A) = α+ µ(A);

α végessége miatt ebből a µ(A) = 0 egyenlőség következik. �
A 19.15 tétel bizonyı́tása. A következőkben az ,,integrálható”, ,,m.m.”,

abszolút folytonos”, ,,mérhető tartójú” jelzők mindig a µ mértékre vonatkoz-
nak, és a rövidség kedvéért elhagyjuk a ,,µ-re nézve” kifejezést.

Első lépés. Ha f mérhető, m.m. nem-negatı́v függvény, akkor a 19.12
állı́tás alapján (196. o.) a (19.9) képlet mértéket definiál. Ez a ν mérték µ-
re nézve abszolút folytonos, mert µ(A) = 0 esetén fχA = 0 m.m., és ı́gy
ν(A) = 0. Továbbá ν mérhető tartójú is, hiszen f eltűnik valamely mérhető
halmazon kı́vül a 19.5 lemma miatt (186. o.), és ezen a halmazon kı́vül ν

17 Szokás ezeket a halmazokat ν-re nézve mérhetőknek vagy σ-végeseknek is nevezni.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



19.6. Radon–Nikodým tétel 203

is eltűnik. A definı́cióból az is világos, hogy integrálható f -re a ν mérték
korlátos.

Az általános eset a fentiekből következik f pozitı́v és negatı́v részeinek
a szétválasztásával.

Második lépés. Megmutatjuk f egyértelműségét. Ha a g függvény is
analóg tulajdonságokkal rendelkezik, akkor a h különbségükre

∫
A h dµ =

0 minden A ∈ M esetén. Válasszunk m.m. h-hoz tartó (ϕn) lépcsős
függvénysorozatot. Akkor

∫
ϕnh dµ = 0 minden n-re, és ϕnh → h2 m.m.

A Fatou-lemmát (153. o.) alkalmazva innen
∫
h2 dµ = 0, tehát h = 0 m.m.

a 17.9 következmény (c) része alapján (150. o.).

Harmadik lépés. Legyenek µ és ν véges mértékek, és tegyük fel, hogy
ν abszolút folytonos. Jelöljük F-fel mindazon integrálható és m.m. nem-
negatı́v f függvények halmazát, amelyekre∫

A
f dµ ≤ ν(A)

minden A ∈M esetén. Minthogy ν véges és ı́gy korlátos, az

α := sup
f∈F

∫
f dµ

képlet nem-negatı́v (mert 0 ∈ F), véges számot definiál.
A felső határ felvétetik. Legyen ugyanis (fn) ∈ F olyan sorozat, hogy∫

fn dµ→ α,

akkor gn := max{f1, . . . , fn} ∈ F minden n-re. Ugyanis minden A ∈ M
halmaznak van olyan A1 ∪∗ · · · ∪∗ An partı́ciója, hogy gn = fj mindegyik
Aj-n, és ekkor∫

A
gn dµ =

n∑
j=1

∫
Aj

fj dµ ≤
n∑
j=1

ν(Aj) = ν(A).

Beppo Levi tétele alapján a gn függvények egy integrálható és m.m. nem-
negatı́v f függvényhez tartanak m.m. Alkalmazva a Fatou-lemmát a (χAgn)
függvénysorozatra, az

∫
A gn dµ ≤ ν(A) egyenlőtlenségekből következik,

hogy f ∈ F . Végül a m.m. érvényes fn ≤ gn ≤ f egyenlőtlenségekből és
az
∫
fn dµ→ α relációból a keresett

∫
f dµ = α egyenlőség adódik.

Befejezésül megmutatjuk, hogy a

ν0(A) := ν(A)−
∫
A
f dµ, A ∈M
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képlettel definiált véges mérték azonosan nulla. Ellenkező esetben az előző
lemma (a) része alapján volna olyan A ∈ M halmaz és ε > 0 szám, hogy
µ(A) > 0, és

εµ(A ∩B) ≤ ν(A ∩B)−
∫
A∩B

f dµ

minden B ∈M-re. Minthogy f ∈ F miatt

0 ≤ ν(B\A)−
∫
B\A

f dµ,

a két egyenlőséget összeadva azt kapjuk, hogy

εµ(A ∩B) ≤ ν(B)−
∫
B
f dµ,

vagyis ∫
B
f + εχA dµ ≤ ν(B)

minden B ∈M-re. Így f + εχA ∈ F , ez azonban lehetetlen, mert∫
f + εχA dµ =

∫
f dµ+ εµ(A) = α+ εµ(A) > α.

Negyedik lépés. Legyen µ véges mérték, ν pedig abszolút folytonos,
mérhető tartójú mérték. Ha (Fn) az előző lemma (b) része által biztosı́tott
halmazsorozat, akkor bármely Fn-re alkalmazható az előző lépés a µ és
ν mértékek Fn-re vett leszűkı́téseire. Jelöljük fn-nel a megfelelő Radon–
Nikodým deriváltat. Értelmezzük az f függvényt az f := fn képlettel az
Fn halmazokon, és az f := ∞ képlettel a ∪Fn halmaz E komplemen-
tumán. Világos, hogy f mérhető, és m.m. nem-negatı́v. Igazoljuk a (19.9)
egyenlőséget.

Mivel minden A ∈ M az A ∩ E és A ∩ Fn halmazok diszjunkt uniója,
és mivel fn értelmezése folytán

ν(A ∩ Fn) =
∫
A∩Fn

fn dµ

minden n-re, elég megmutatnunk, hogy

ν(A ∩E) =
∫
A∩E

∞ dµ;

ezeket összeadva ugyanis (19.9) következni fog.
Ha ν(A∩E) =∞, akkor ν abszolút folytonossága miatt µ(A∩E) > 0,

és ı́gy
∫
A∩E∞ dµ =∞. Egyébként µ(A∩E) = 0 az E halmaz értelmezése
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miatt; innen nyilván
∫
A∩E∞ dµ = 0, másrészt ν(A ∩ E) = 0 az abszolút

folytonosság miatt.

Ötödik lépés. Legyen µ tetszőleges, ν pedig abszolút folytonos és mér-
hető M tartójú mérték. Legyen M = ∪∗Mn, ahol µ(Mn) < ∞ min-
den n-re. Alkalmazva az előző lépést minden Mn-re, az fn függvényeket
kapjuk. Értelmezzük az f függvényt az f := fn képlettel az Mn halma-
zokon, és az f := 0 képlettel az M halmaz komplementumán. Világos,
hogy f mérhető, és m.m. nem-negatı́v. Végül minden A ∈ M-re fennáll a
következő egyenlőség, amely (19.9)-et bizonyı́tja:

ν(A) = ν(A ∩M) =
∑

ν(A ∩Mn)

=
∑∫

A∩Mn

f dµ =
∫
A∩M

f dµ =
∫
A
f dµ.

Hatodik lépés. Rátérve az általános esetre, Jordan tétele (197. o.) alapján
ν két olyan ν+ és ν− mérték különbsége, amelyeknek legalább az egyike
korlátos. Továbbá a konstrukciójuk miatt µ mérhető tartóján kı́vül ezek is
eltűnnek. Az edigiek alapján léteznek tehát olyan mérhető és m.m. nem-
negatı́v f± függvények, amelyek közül legalább az egyik integrálható, és
amelyek teljesı́tik a (19.9) egyenlőséget f és ν helyett f±-szal és ν±-szal. A
két egyenlőség különbségét véve (19.9) adódik. �

A Radon–Nikodým tétel segı́tségével messzemenően általánosı́tható a
helyettesı́téses integrálás szabálya.18 Ha adva van egy másik ν mérték is
M-en, akkor tekintsük a ν véges részéhez tartozó integrálelméletet is. Az
integrál konstrukciója folytán a ν-re nézve mérhető halmazok N rendszere
részeM-nek.

19.17. Állı́tás. Legyen ν a µ-re nézve abszolút folytonos és mérhető tar-
tójú mérték, és jelöljük a rövidség kedvéért f -fel a dν/dµ Radon–Nikodým
deriváltat. Ha az

∫
g dν integrál létezik, akkor az

∫
gf dµ integrál is létezik,

és ∫
gf dµ =

∫
g dν. (19.10)

18 A következő állı́tás kiterjeszti Euler 1769 (303. o.), Lagrange 1773 (624. o.) és Jacobi
1841 (436. o.) klasszikus eredményeit.
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Bizonyı́tás.
(a) Ha ν(P ) = 0, akkor f = 0 P -n µ-m.m., úgyhogy µ(P ) = 0.

Ugyanis f -et P pontjaiban 0-val helyettesı́tve az új függvény is teljesı́ti a
Radon–Nikodým deriváltra kirótt feltételeket, márpedig a Radon–Nikodým
derivált µ-nullahalmaztól eltekintve egyértelmű.

(b) Tegyük fel egyelőre, hogy a µ mérték véges (tehát korlátos). Ha g va-
lamely M-beli halmaz karakterisztikus függvénye, akkor (19.10) a Radon–
Nikodým tételbeli (19.9) egyenlőségre redukálódik. Véges ν-mértékű hal-
mazok karakterisztikus függvényeinek a lineáris kombinációit véve adódik,
hogy (19.10) ν-lépcsős függvényekre is fennáll. (A µ mérték végessége mi-
att ezek µ-lépcsősek is.)

Ha ν-lépcsős függvények (gn) sorozatára gn ↗ g ν-m.m., ahol g ν-
integrálható, akkor (gnf) ν-mérhető függvények olyan sorozata, hogy gnf ↗
gf ν-m.m. Az (a) pont szerint ez a reláció µ-m.m. is érvényes, úgyhogy
Beppo Levi tétele alapján g eleget tesz (19.10)-nek.

Minthogy minden ν-integrálható függvény két fenti tı́pusú függvény kü-
lönbsége, innen adódik, hogy (19.10) minden ν-integrálható függvényre tel-
jesül.

(c) Véges µ mértékek esetén a bizonyı́tás befejezéséhez elegendő meg-
mutatnunk, hogy (19.10) fennáll minden olyan g függvényre is, amely ν-
m.m. nem-negatı́v, és amelynek létezik a ν-integrálja. A gn := min{g, n}
függvények ν-integrálhatóak, tehát az előző lépés alapján∫

gnf dµ =
∫

gn dν

minden n-re. Továbbá gn ↗ g ν-m.m., ahonnan (a) miatt gnf ↗ gf µ-m.m.
Alkalmazva az általánosı́tott Beppo Levi tételt innen (19.10) adódik.

(d) Ha µ nem véges, akkor válasszunk olyan diszjunkt (Pn) ⊂ M hal-
mazsorozatot, hogy ν(Pn) < ∞ minden n-re, és ν, f eltűnnek ∪∗Pn-en
kı́vül. Alkalmazva mindegyik Pn halmazon az előző lépésbeli eredményt, a
keresett egyenlőséget kapjuk:∫

gf dµ =
∑∫

χPngf dµ =
∑∫

χPng dν =
∫

gn dν. �

A Radon–Nikodým tétel másik alkalmazásként tanulmányozzuk a mér-
tékek kiterjesztésének egyértelműségét. A következő eredmény lényegesen
általánosı́tja a 19.2 állı́tást (181. o.):

19.18. *Állı́tás. Ha valamely ν : M → R mérték megegyezik µ-vel
P-n, akkor valójában µ = ν az egészM-en is.
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Bizonyı́tás. Tetszőlegesen adott M ∈M-re tekintsük µ és ν leszűkı́tését
{M ∩ A : A ∈ M}-re. A leszűkı́tett mértékeket továbbra is ugyanúgy
jelölve ν abszolút folytonos és mérhető tartójú µ-re nézve. (Az utóbbi tu-
lajdonság a 19.5 lemmából következik, 186. o.). A megfelelő f := dµ/dν
Radon–Nikodým derivált egyértelműsége miatt elég megmutatnunk, hogy∫

gf dµ =
∫

g dµ

minden {M ∩ A : A ∈ M}-beli halmaz g karakterisztikus függvényére.
Ennél többet igazolunk: az egyenlőség minden olyan mérhető függvényre
teljesül, amelyre a jobboldali integrál értelmezve van.

Az egyenlőség a Radon–Nikodým tételből következik, ha g valamely
P-beli P halmaz karakterisztikus függvénye, mert ν(P ) = µ(P ). Innen
következik az egyenlőség minden (µ-re nézve) lépcsős függvényre, majd a
Beppo Levi tétel alapján minden C1-beli g függvényre, végül pedig különb-
ségképzéssel minden µ-integrálható függvényre is. Az általános eset ezek
után az általánosı́tott Beppo Levi tétel alkalmazásával, majd újabb különb-
ségképzéssel adódik. �

19.7. * Mértékek kiterjesztése σ-algebrákra

Az eddig felépı́tett integrálelmélet zavaró vonása, hogy a konstans függ-
vények, illetve az alaphalmaz nem mindig mérhetőek, és ı́gy az integráljuk,
illetve a mértékük sincs mindig értelmezve. Ezen azonban könnyen segı́the-
tünk:

Definı́ció. Az f függvény lokálisan mérhető, ha fχP minden P ∈ P-re
mérhető.

Megjegyzések.

• Ha f lokálisan mérhető, akkor az fg szorzat minden mérhető g
függvényre mérhető. Lépcsős g függvényekre ez azonnal követ-
kezik a definı́cióból. Az általános esetben rögzı́tsünk m.m. g-hez
tartó (ϕn) lépcsős függvénysorozatot. Akkor az fϕn függvények
mérhetőek, és fϕn → fg m.m., tehát fg is mérhető.

• A mérhetőség maga után vonja a lokális mérhetőséget.
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• A konstans függvények mindig lokálisan mérhetőek. Ha mérhetőek
is, akkor a mérhetőség és a lokális mérhetőség fogalma egybeesik.
Ez a helyzet például a 17. fejezetben tanulmányozott X = R e-
setben, általánosabban RN -ben, valamint a valószı́nűségszámı́tási
alkalmazásokban.

A 17.16 állı́tás (157. o.) bizonyı́tásának egyszerű adaptálásával adódik a

19.19. Állı́tás.

(a) A konstans függvények lokálisan mérhetőek.

(b) Ha f lokálisan mérhető, és f = g m.m., akkor g is lokálisan mérhető.

(c) Ha F : RN → R folytonos, és f1,. . . , fN véges értékű, lokálisan
mérhető függvények, akkor a h := F (f1, . . . , fN ) összetett függvény is
lokálisan mérhető. Speciálisan, ha f , g véges értékű és lokálisan mérhető
függvények, akkor |f |, f + g, f − g, fg, max{f, g} és min{f, g} is
ilyenek.

(d) Ha f lokálisan mérhető függvény és f �= 0 m.m., akkor 1/f is lokálisan
mérhető.

(e) Ha f lokálisan mérhető, g integrálható, és |f | ≤ g m.m., akkor f is
integrálható.

(f) Ha lokálisan mérhető függvények (fn) sorozatára fn → f m.m., akkor
f is lokálisan mérhető.

Tovább általánosı́tjuk az integrált is:

Definı́ció. Legyen f lokálisan mérhető függvény.

• Ha f nem-negatı́v m.m. és nem integrálható, akkor legyen
∫
f dx

=∞.
• Ha f+ és f− közül legalább az egyik integrálható, akkor legyen∫

f dx =
∫

f+ dx−
∫

f− dx.

Megjegyzések.

• Ha f+ és f− egyike sem integrálható, akkor a jobboldali összeg
nincs értelmezve.

• Ha f integrálható, akkor f+ és f− is az, és az integrál linearitása
folytán visszakapjuk a korábbi definı́ciót.

• Az ,,integrálható” jelzőt továbbra is fenntartjuk arra az esetre, ami-
kor az integrál véges.
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Az integrálási szabályokra vonatkozó 17.17 állı́tás (160. o.) szó szerint
érvényben marad, a bizonyı́tásban is csak a (d) részben kell h mérhetősége
helyett annak lokális mérhetőségére hivatkozni.

Az integrál után általánosı́tsuk a mértéket is:

Definı́ció. Az A halmaz lokálisan mérhető, ha a karakterisztikus függ-
vénye lokálisan mérhető.

Megjegyzés. Az X alaphalmaz mindig lokálisan mérhető. A 19.5 lemma
alapján (186. o.) X pontosan akkor mérhető, ha befedhető megszámlálható
sok P-beli (tehát véges mértékű) halmazzal.

A lokálisan mérhető halmazok struktúrájának a leı́rásához vezessük be a
következő fogalmat:

Definı́ció. X-beli σ-algebrán olyan X-beli σ-gyűrűt értünk, amely tar-
talmazza X-et. Ekvivalens módon X-beli halmazokM rendszere σ-algebra,
ha teljesı́ti a következő feltételeket:

• ∅ ∈ M;
• ha A ∈M, akkor X\A ∈M;
• ha (An) diszjunktM-beli halmazsorozat, akkor ∪∗An ∈M.

Például {∅, X} és 2X X-beli σ-algebrák.
Könnyen igazolható a 17.18 állı́tás (162. o.) alábbi változata:

19.20. Állı́tás.
(a) A lokálisan mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak.

(b) Ha f lokálisan mérhető függvény, akkor az

{f > c}, {f < c}, {f ≥ c}, {f ≤ c}
halmazok lokálisan mérhetőek minden c ∈ R-ra. Megfordı́tva, ha a
négyféle halmaz egyike minden c ∈ R-re lokálisan mérhető, akkor f is
lokálisan mérhető.

Az eddigiek alapján a

µ(A) :=
∫

χA dµ

képlet lehetővé teszi a µ mérték kiterjesztését a lokálisan mérhető halmazok
M σ-algebrájára. Érvényes a 19.6 állı́tás (187. o.) következő változata:

19.21. Állı́tás.
(a) Tetszőleges véges µ : P → R mértékből kiindulva a fenti módon nyert

µ :M→ R mérték teljes.
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210 19. Integrál mértékterekben

(b) Megfordı́tva, bármely teljes mérték megegyezik a véges részéből kiin-
dulva kapott µ :M→ R mértékkel.

(c) Általánosabban bármely mérték a véges részéből kiindulva kapott µ :
M→ R mérték leszűkı́tése.

Megjegyzés. Az állı́tás alapján a félreértés veszélye nélkül beszélhetünk
egy tetszőleges mértéktér szerinti integrálról, azon a mérték véges részéhez
rendelt integrálelméletet értve.

Bizonyı́tás.
(a) egyszerűen adódik a 19.6 állı́tásból, ha megjegyezzük, hogy µ(A) =

∞ minden A ∈M\M halmazra.

(b) és (c). Legyen µ : P → R a G : R → R mérték véges része, és
µ : M → R a fenti módon kiterjesztett mérték. Elegendő megmutatnunk,
hogyR ⊂M, és G(A) = µ(A) minden A ∈ R-re.

Ha A ∈ R és P ∈ P , akkor A ∩ P ∈ R, hiszen P ⊂ R; továbbá G
monotonitása és P értelmezése miatt

G(A ∩ P ) ≤ G(P ) = µ(P ) <∞.

Innen P definı́ciója miatt A ∩ P ∈ P , tehát speciálisan A ∩ P ∈ M. Fi-
gyelembe véveM definı́cióját innen A ∈M, tehátR ⊂M.

Hátra van A ∈ R esetén a µ(A) = G(A) egyenlőség igazolása. Ez
nyilvánvaló, ha mindkét oldal végtelen. Ha G(A) < ∞, akkor A ∈ P , tehát
µ(A) = G(A).

Ha µ(A) < ∞, akkor χA integrálható, és ı́gy mérhető. A 19.5 lemma
alapján (186. o.) van olyan diszjunkt (Pn) ⊂ P sorozat, hogy A ⊂ ∪∗Pn.
Mivel A ∈ R, Pn-t A∩Pn-nel helyettesı́tve az is feltehető, hogy A = ∪∗Pn.
Akkor

G(A) =
∑

G(Pn) =
∑

µ(Pn) = µ(A),

mert P-n G = µ. �

Mindazonáltal a következő megjegyzések mutatják, hogy a σ-algebra
és a lokális mérhetőség nem olyan hasznos fogalmak, mint a σ-gyűrű és a
mérhetőség:

Megjegyzések.

• Azt várhatnánk, hogy a Radon–Nikodým tételbeli (19.9) képlet
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést létesı́t a lokálisan mérhető
f függvények és az abszolút folytonos előjeles mértékek között. A
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válasz azonban nemleges: minden lokálisan mérhető függvény e-
lőjeles mértéket definiál ilymódon, de nem minden előjeles mérték
ilyen alakú.19

• Tonelli tétele a szukcesszı́v integrálásról nem marad érvényben a
most általánosı́tott integrálra: a 191. oldali ellenpéldákban szereplő
f függvények lokálisan mérhetőek.

• A mértékek egyértelmű kiterjesztéséről szóló 19.18 állı́tás (206. o.)
nem marad érvényben az M σ-algebrára. 20 Tekintsük ugyanis
a nem-megszámlálható X alaphalmaz véges részhalmazainak a P
félgyűrűjén az azonosan nulla µ mértéket. Akkor M a megszám-
lálható részhalmazokból áll, M pedig a megszámlálható halma-
zokból és azok komplementumaiból. Továbbá az integrálelmélet
alapján kapott µ : M → R mérték is azonosan nulla. Azonban
végtelen sok más kiterjesztést is kaphatunk: legyen tetszőlegesen
rögzı́tett pozitı́v α számra ν(A) = 0 és ν(X\A) = α minden meg-
számlálható A ⊂ X halmazra.

19 Lásd például Halmos 1950, 122. o.
20 Ezt a példát Czách László közölte a szerzővel.
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6. rész

Függvényterek

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



Mindennek ellen lehet állni, csak a kı́sértésnek nem.

O. Wilde

A funkcionálanalı́zis a folytonos függvények C(I) terének mélyebb vizs-
gálatával kezdődött, ahol I korlátos és zárt intervallum. A ,,függvényterek”
gondolata már Riemann doktori disszertációjában (1851) felmerült. Dini
(1878) megmutatta, hogy monoton függvénysorozatokra a pontonkénti kon-
vergencia maga után vonja az egyenletes konvergenciát. Ascoli (1883) elég-
séges feltételt adott C(I)-beli halmazok kompaktságára. Ezen alapult Peano
tétele (1886), miszerint az x′ = f(t, x) alakú differenciálegyenletek minden
folytonos f esetén megoldhatók: a Lipschitz-feltétel csak az egyértelműség-
hez szükséges. Arzelà (1889) megmutatta, hogy Ascoli feltétele szükséges
is a kompaktsághoz.

Weierstrass (1885) bebizonyı́totta a polinomok sűrűségét C(I)-ben. Le
Roux (1895) és Volterra (1896–1897) integrálegyenletek széles osztályára
igazoltak egzisztencia- és unicitástételeket. Fredholm (1900) felfedezte, hogy
az integrálegyenletek általános elmélete lényegesen egyszerűbb, mint ahogy
korábban képzelték. Riesz (1910) elegáns jellemzést adott C(I) duális terére.

Cantor halmazelméleti munkásságának a hatása alatt Borel (1894), Baire
(1899) és Lebesgue (1901–1902) kiszélesı́tették a tanulmányozandó függvé-
nyek osztályait. Hadamard irányı́tásával készı́tett doktori értekezésében Fré-
chet (1906) bevezette a metrikus tereket, valamint a kompaktság, teljesség és
a szeparabilitás fogalmát. Riesz (1907) és Fischer (1907) bebizonyı́tották a
Lebesgue-integrálon alapuló függvényterek teljességét, Riesz (1907, 1910)
és Fréchet (1907) jellemezték e terek duálisait, és a tudományág robbanás-
szerű fejlődésnek indult.

A történeti aspektusokat mélyebben elemzik a következő munkák: [32],
[42], [54], [87], [97], [168], [280], [315], [340], [364].

A könyvnek ez a befejező része szintézisül is szolgál: mı́g az előző
négy rész nagyjából egymástól független, és csak az első rész (topológia)
eredményeit használja szisztematikusan, addig most gyakran alkalmazzuk
mind az öt korábbi rész eredményeit.

Az előző részektől eltérően nem álltunk ellen a kı́sértésnek, hogy ugyan-
azt az eredményt időnként többféleképpen is igazoljuk: vagy azért, mert nem
tudtunk választani több szép és elegáns bizonyı́tás között, vagy pedig azért,
hogy valamely fontos kérdés különböző szögekből történő megvilágı́tása
révén elősegı́tsük a témakör mélyebb megértését.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



20. fejezet
Folytonos függvények terei

A matematika szempontjából századunkat akár a Függvénytan századá-
nak is nevezhetnénk. . .

V. Volterra, 1900

Ebben a fejezetben K betűvel mindig kompakt Hausdorff-teret jelölünk.
Emlékeztetünk arra1, hogy az f : K → R folytonos függvények C(K) tere
Banach-tér a

‖f‖∞ := max
t∈K

|f(t)|

normára nézve, és hogy a megfelelő konvergencia a K-n vett egyenletes kon-
vergencia. Csak néhány alaperedmény ismertetésére szorı́tkozunk. 2

A C(K) terek csak érdektelen, degenerált esetekben reflexı́vek. Adjunk
két példát:

Példák.

• Tekintsük az X := C(I), I := [0, 1] térben az

M :=
{
f ∈ C(I) : f(0) = 0 és

∫ 1

0
f(t) dt = 1

}
zárt, affin lineáris alteret. Ennek az altérnek nincs minimális normájú
eleme, úgyhogy a dist (0,M) távolság nem vétetik fel. A nyilván-
való, minden f ∈M -re érvényes

1 =
∫ 1

0
f(t) dt ≤ ‖f‖∞ (20.1)

1 Topológia, I. kötet, 4., 8., 42., 51., 61., 70. o.
2 Bővebb ismeretanyag található Gillman–Jerison 1960 és Semadeni 1971 munkáiban.
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216 20. Folytonos függvények terei

12
n+1

0

1

n+1
n

20.1. ábra. fn gráfja

becslésből ugyanis egyrészt dist (0,M) ≥ 1. Másrészt az

fn(t) :=

{
(n+ 1)2t/(2n) ha 0 ≤ t ≤ 2/(n+ 1),
(n+ 1)/n ha 2/(n+ 1) ≤ t ≤ 1,

n = 1, 2, . . .

képlet (lásd a 20.1 ábrát) olyan M -beli (fn) függvénysorozatot de-
finiál, amelyre ‖fn‖∞ = (n+ 1)/n→ 1, tehát dist (0,M) = 1.

Azonban a távolság nem vétetik fel, mert a (20.1)-beli egyen-
lőtlenség minden f ∈ M -re szigorú f folytonossága és az f(0) =
0 feltétel miatt. A 14.25 állı́tás alapján (75. o.) a C(I) tér nem lehet
tehát reflexı́v.

• Tekintsük X := C(I)-ben, ahol I = [−1, 1], a

ϕ(f) :=
∫ 1

−1
(sgn t)f(t) dt

lineáris funkcionált. A nyilvánvaló

|ϕ(f)| ≤
∫ 1

−1
|f(t)| dt ≤ 2‖f‖∞ (20.2)

becslés mutatja, hogy ϕ folytonos, és ‖ϕ‖ ≤ 2.
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11
n

−1 −1
n

−1

1

20.2. ábra. gn gráfja

Másrészt a

gn(t) :=



−1 ha −1 ≤ t ≤ −1/n,

nt ha −1/n ≤ t ≤ 1/n,

1 ha 1/n ≤ t ≤ 1

képlet (lásd a 20.2 ábrát) olyan egységnormájú (gn) sorozatot defi-
niál, amelyre ϕ(gn)→ 2. Tehát ‖ϕ‖ = 2.

De a norma nem vétetik fel, mert ha f ∈ X nem azonosan
nulla, akkor |ϕ(f)| < 2‖f‖∞. Ugyanis csak akkor állhatna fel
egyenlőség (20.2)-ben, ha (sgn t)f(t) konstans volna [−1, 1]-ben,
ez pedig csak az azonosan nulla függvényre teljesül.

Alkalmazva ismét a 14.25 állı́tást C(I) nem lehet tehát reflexı́v.

A nem-reflexivitásra később direkt bizonyı́tást is adunk (252. o.).
A reflexivitás hiányának ellenére e terek gyakran előfordulnak az alkal-

mazásokban, úgyhogy indokolt a jelen fejezetet a tanulmányozásukra szen-
telni.
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20.3. ábra. q gráfja R = 1 esetén

20.1. Weierstrass approximációs tételei

Korábban3 már igazoltuk a következő fontos tételt:

20.1. Tétel. (Weierstrass4) Legyen f : [a, b] → R korlátos és zárt inter-
vallumon értelmezett, folytonos függvény. Létezik olyan (pn) algebrai poli-
nomsorozat, amelyik egyenletesen tart f -hez [a, b]-ben.

A tételből az is következik, hogy C([a, b]) szeparábilis: a racionális
együtthatós polinomok [a, b]-re vett leszűkı́tései megszámlálható, sűrű al-
teret alkotnak.

Fontosságára való tekintettel ismertetjük a tétel Landautól 5 származó
bizonyı́tását is. Vezessük be az R = b− a és

q(t) :=

{
R2 − t2 ha |t| ≤ R,

0 ha |t| ≥ R

jelöléseket (lásd a 20.3 ábrát). Igazoljuk először a következő segédtételt:

3 Első kötet, 8.9 tétel, 184. o.
4 Weierstrass 1885, 5. o.
5 Landau 1908.
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20.1. Weierstrass approximációs tételei 219

20.2. Lemma. Tetszőlegesen rögzı́tett δ > 0-ra n→∞ esetén∫
|t|>δ q(t)

n dt∫∞
−∞ q(t)n dt

→ 0.

Bizonyı́tás. A δ ≥ R eset nyilvánvaló lévén feltehető, hogy δ < R.
Figyeljük meg, hogy q folytonos, páros, a (0, R) intervallumban pozitı́v és
szigorúan monoton fogyó, a (−R,R) intervallumon kı́vül pedig nulla. Ebből
következik, hogy∫

|t|>δ
q(t)n dt < (2R− 2δ)q(δ)n < 2Rq(δ)n

és ∫ ∞

−∞
q(t)n dt >

∫
|t|≤δ/2

q(t)n dt > δq(δ/2)n,

ahonnan

0 ≤
∫
|t|>δ q(t)

n dt∫∞
−∞ q(t)n dt

≤ 2R
δ

( q(δ)
q(δ/2)

)n
.

Befejezésül jegyezzük meg, hogy az utolsó kifejezés n→∞ esetén nullához
tart, mert 0 < q(δ) < q(δ/2). �

A 20.1 tétel bizonyı́tása. Szükség esetén affin függvény hozzáadásával
feltehető, hogy f(a) = f(b) = 0. Terjesszük ki f -et nullaként az egész
R-en értelmezett, folytonos függvényre. Vegyük észre, hogy f egyenletesen
folytonos, úgyhogy δ ↘ 0 esetén6

ω(f, δ) := sup {|f(x)− f(t)| : |x− t| ≤ δ} → 0.

Bevezetve n = 1, 2, . . . -re a

cn =
∫ ∞

−∞
q(t)n dt és Qn(t) = c−1

n q(t)n

jelölést,

Qn ≥ 0 R-en, (20.3)

Qn(t) = 0 ha |t| ≥ R, (20.4)∫ ∞

−∞
Qn(t) dt = 1. (20.5)

6 ω(f, δ)-t f egyenletes folytonossági modulusának hı́vjuk.
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20.4. ábra. Q1, Q2 és Q3 gráfja R = 1 esetén

Továbbá az előző lemma miatt minden rögzı́tett δ > 0-ra∫
|t|>δ

Qn(t) dt→ 0 ha n→∞; (20.6)

lásd a 20.4 ábrát.
Legyen

pn(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)Qn(x− t) dt, x ∈ R.

Alkalmazva (20.3)-at és (20.5)-öt minden valós x-re fennáll a következő
becslés:

|f(x)− pn(x)| =
∣∣∣∫ ∞

−∞
(f(x)− f(t))Qn(x− t) dt

∣∣∣ (20.7)

≤
∫
|x−t|≤δ

|f(x)− f(t)|Qn(x− t) dt

+
∫
|x−t|>δ

|f(x)− f(t)|Qn(x− t) dt

≤ ω(f, δ) + 2‖f‖∞
∫
|s|>δ

Qn(s) ds.
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20.1. Weierstrass approximációs tételei 221

Tetszőlegesen rögzı́tett ε > 0-hoz válasszunk olyan δ > 0-t, hogy ω(f, δ) <
ε/2, majd (20.6) alkalmazásával válasszunk olyan N -et, hogy

2‖f‖∞
∫
|s|>δ

Qn(s) ds < ε/2 minden n ≥ N -re.

Akkor (20.7) alapján |f(x)− pn(x)| < ε minden x ∈ R-re és n ≥ N -re.
Befejezésül mutassuk meg, hogy pn-nek [a, b]-re vett leszűkı́tése poli-

nom. Alkalmazva (20.4)-et és felhasználva, hogy f eltűnik [a, b]-n kı́vül,
minden a ≤ x ≤ b-re érvényes a következő egyenlőség:

pn(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)Qn(x− t) dt

=
∫ x+R

x−R
f(t)c−1

n (R2 − (x− t)2)n dt

=
∫ b

a
f(t)c−1

n (R2 − (x− t)2)n dt.

Minthogy alkalmas aj(t) polinomokkal

c−1
n (R2 − (x− t)2)n =

2n∑
j=0

aj(t)xj ,

innen adódik, hogy

pn(x) =
2n∑
j=0

bjx
j , ahol bj =

∫ b

a
f(t)aj(t) dt. �

Megjegyzés. A most ismertetett bizonyı́tás példát szolgáltat a konvolú-
cióval való regularizálásra. Ezt a technikát gyakran alkalmazzák függvény-
terekbeli halmazok sűrűségének az igazolására. 7

Weierstrass hasonló eredményt kapott periodikus függvényekre is. A
folytonos és 2π-periodikus függvények C2π rendszere zárt lineáris altere a
B(R) Banach-térnek, ı́gy maga is Banach-tér a ‖·‖∞ normára nézve.

20.3. Tétel. (Weierstrass8) Tetszőleges f ∈ C2π-hez található olyan (pn)
trigonometrikus polinomsorozat, amely R-en egyenletesen f -hez tart.

7 Lásd a 21.3 szakasz hivatkozásait, 267. o.
8 Weierstrass 1885.
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0

0.5

1

1.5

2

–3 –2 –1 1 2 3

t

20.5. ábra. q gráfja R = 1-re

Megjegyzés. Emlékeztetünk arra, hogy trigonometrikus polinomokon
az

1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, . . .

függvények véges lineáris kombinációit értjük. A

2 cos kt cosmt = cos(k −m)t+ cos(k +m)t,

2 sin kt sinmt = cos(k −m)t− cos(k +m)t

és

2 sin kt cosmt = sin(k −m)t+ sin(k +m)t

azonosságok felhasználásával könnyen látható, hogy két trigonometrikus poli-
nom szorzata is az.

A következő bizonyı́tás de la Vallée-Poussintől származik.9

Bizonyı́tás. Bevezetve a

q(t) :=

{
1 + cos t ha |t| ≤ π,

0 ha |t| ≥ π

függvényt (lásd a 20.5 ábrát), az előző bizonyı́tás szó szerinti megismétlésével
adódik, hogy pn → f egyenletesen R-en. (Alkalmazzuk a 20.2 lemmát
R = π-vel.)

9 de la Vallée-Poussin 1908.
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20.2. * Stone–Weierstrass tétel 223

Hátra van annak a megmutatása, hogy pn trigonometrikus polinom. Ez
a

pn(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)Qn(x− t) dt

= c−1
n

∫ x+π

x−π
f(t)(1 + cos(x− t))n dt

= c−1
n

∫ π

−π
f(t)(1 + cos(x− t))n dt

= c−1
n

∫ π

−π
f(t)(1 + cosx cos t+ sinx sin t)n dt

= a0 +
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

egyenlőségekből látható, ahol ak és bk alkalmas valós számok. A harmadik
egyenlőség az integrandus 2π-periodikusságából, az utolsó pedig abból kö-
vetkezik, hogy trigonometrikus polinomok szorzata is trigonometrikus poli-
nom. �

Megjegyzés. Weierstrass tételeire később még további bizonyı́tásokat is
adunk.10

20.2. * Stone–Weierstrass tétel

Stone messzemenően általánosı́totta Weierstrass tételeit.

Definı́ció. A C(K) tér M lineáris alterét rész-algebrának hı́vjuk, ha
f, g ∈M esetén fg ∈M is teljesül.

10 Lásd a 232. és 234. oldalakat. Igen egyszerű bizonyı́tást adott Lebesgue is 1898-
ban, amelyet tovább egyszerűsı́tett 1922-ben. Jackson 1911, 1912 tanulmányozta a közelı́tés
hibáját a függvény regularitásának a függvényében. Müntz 1914, Szász 1915–16, Clarkson–
Erdős 1943 általánosı́tott polinomokat is vizsgáltak. Lásd még a következő könyveket:
Ahiezer 1951, Cheney 1982, Jackson 1930, Natanszon 1950, Rudin 1986.
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224 20. Folytonos függvények terei

20.4. Tétel. (Stone–Weierstrass11) Legyen K kompakt topologikus tér,
M pedig C(K) olyan rész-algebrája, amely tartalmazza a konstans
függvényeket, és szétválasztja K pontjait: bármely két különböző x, y ∈ K
ponthoz van olyan h ∈ M függvény, hogy h(x) �= h(y). Akkor M sűrű
C(K)-ban.

Példák.
• Legyen K kompakt intervallum R-ben. Az algebrai polinomok K-

ra vett leszűkı́téseinek M halmaza teljesı́ti a 20.4 tétel feltételeit.
Így speciális esetként visszakapjuk Weierstrass 20.1 tételét.

• Általánosabban, ha K kompakt halmaz RN -ben, akkor az N -válto-
zós algebrai polinomok C(K)-beli részalgebrája is teljesı́ti a 20.4
tétel feltételeit.

• Legyen K az R2-beli egységkörvonal. A T (s) := (cos s, sin s)
függvény segı́tségével értelmezett f �→ f ◦T megfeleltetés izomet-
rikus izomorfizmus a C(K) és C2π Banach-terek között. Továbbá
a kétváltozós algebrai polinomok a trigonometrikus polinomoknak
felelnek meg. Így visszakapjuk Weierstrass 20.3 tételét.

A bizonyı́táshoz felhasználjuk a vektorháló fogalmát (142. o.).

A 20.4 tétel bizonyı́tása.
Első lépés. Ha a fn → f és gn → g C(K)-ban, akkor fngn → fg is

teljesül, mert

‖fg − fngn‖∞ ≤ ‖f − fn‖∞‖g‖∞ + ‖fn‖∞‖g − gn‖∞ → 0.

Következésképpen az M részalgebra M lezárása is részalgebrája C(K)-
nak.

Második lépés. Az M zárt részalgebra vektorháló is. Tetszőlegesen
rögzı́tett h ∈M -re legyen ugyanis T > ‖h‖∞. A 20.1 tétel szerint találhatók
olyan pn polinomok, hogy pn(x) → |x| egyenletesen [−T, T ]-ben. Akkor
pn ◦ h ∈M , és pn ◦ h→ |h| egyenletesen K-n, úgyhogy |h| ∈M .

A következő állı́tás befejezi a tétel bizonyı́tását. �

20.5. Állı́tás. (Kakutani–Krein12) Legyen K kompakt topologikus tér,
M pedig C(K)-beli vektorháló. Tegyük fel, hogy 1 ∈ M , és hogy M

11 Stone 1937, 1947/48.
12 Kakutani 1941 (1004–1005. o.), Krein–Krein 1940.
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20.2. * Stone–Weierstrass tétel 225

szétválasztja K pontjait: bármely két különböző x, y ∈ K ponthoz van olyan
h ∈M függvény, hogy h(x) �= h(y). Akkor M sűrű C(K)-ban.

Bizonyı́tás. Tetszőlegesen rögzı́tett f ∈ C(K) függvényhez és ε > 0
számhoz olyan g ∈M függvényt keresünk, amelyre ‖f − g‖∞ < ε.

Első lépés. Minden rögzı́tett x ∈ K ponthoz létezik olyan fx ∈ M
függvény, hogy

fx > f − ε K-n, és fx(x) = f(x).

Ugyanis a feltevéseink szerint minden y ∈ K ponthoz található olyan fxy ∈
M függvény, amely megegyezik f -fel az x és y pontokban. Akkor az

Uy := {z ∈ K : fxy(z) > f(z)− ε}, y ∈ K

nyı́lt halmazok befedik a kompakt K halmazt, hiszen y ∈ Uy minden y-ra;
létezik tehát véges részfedés, mondjuk

K = Uy1 ∪ · · · ∪ Uyn .

Akkor az
fx := max{fxy1 , . . . , fxyn}

függvény rendelkezik a kı́vánt tulajdonságokkal.

Második lépés. Létezik olyan g ∈M függvény, hogy

f − ε < g < f + ε K-n;

innen ‖f − g‖∞ < ε. Tekintsük ugyanis az előző lépésben kapott fx ∈ M
függvényeket. A

Vx := {z ∈ K : fx(z) < f(z) + ε}, x ∈ K

nyı́lt halmazok befedik a kompakt K halmazt, hiszen x ∈ Vx minden x-re;
létezik tehát véges részfedés, mondjuk

K = Vx1 ∪ · · · ∪ Vxm .

Akkor a
g := min{fx1 , . . . , fxm}

függvény megfelel a kı́vánalmaknak. �

A következő érdekes alkalmazásra később szükségünk lesz13:

13 Lásd a 20.27 lemma bizonyı́tását, 251. o.
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226 20. Folytonos függvények terei

20.6. Állı́tás. (Stone14) Legyen K olyan kompakt részhalmaza az X to-
pologikus térnek, amelyet az X-en folytonos függvények szétválasztanak:
bármely két különböző x, y ∈ K ponthoz van olyan h : X → R folyto-
nos függvény, hogy h(x) �= h(y). Akkor minden f : K → R folytonos
függvény folytonosan kiterjeszthető X-re.

Bizonyı́tás. A folytonos F : X → R függvények K-ra vett leszűkı́tései
olyan C(K)-beli vektorhálót alkotnak, amelyik tartalmazza a konstans függ-
vényeket. Továbbá a szétválasztási feltevésünk szerint M teljesı́ti a Kakuta-
ni–Krein tétel feltételeit is, és ı́gy sűrű C(K)-ban. Hátra van M zártságának
az igazolása.

Legyen (fn) olyan M -beli sorozat, amely K-n egyenletesen valamely f
függvényhez tart. Olyan folytonos F : X → R függvényt kell találnunk,
amely megegyezik f -fel K-n.

Szükség esetén részsorozatra térve feltehető, hogy

|fn+1 − fn| ≤ 2−n K-n

minden n-re.15 M definı́ciója miatt az f1 és fn+1 − fn függvényeknek
léteznek X-en folytonos F1 és Gn kiterjesztéseik. Azt is feltehetjük ráadásul,
hogy

|Gn| ≤ 2−n K-n

minden n-re: szükség esetén cseréljük ki Gn-et a

max{−2−n,min{2−n, Gn}}

függvényre. Akkor az

F1 +
∞∑
n=1

Gn

X-en egyenletesen valamely F : X → R függvényhez tart. Innen következik,
hogy F folytonos, és F = f K-n. �

14 Stone 1947/48. Ez a tétel nem következik Uriszonéból, amelyet as első kötet 21.
oldali lábjegyzetében emlı́tettünk.

15 Már alkalmaztuk ezt a technikát a Riesz-lemma bizonyı́tásakor, 154. o.
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20.3. Kompakt halmazok. Arzelà–Ascoli tétel

Ebben a szakaszban jellemezzük C(K) kompakt halmazait. Minthogy
kompakt metrikus térben a kompakt halmazok megegyeznek a teljesen korlá-
tos és zárt halmazokkal, elegendő a teljesen korlátos halmazokat jellemezni.

Definı́ciók. Tekintsük az F ⊂ C(K) függvényrendszert.

• F pontonként korlátos ha az {f(t) : f ∈ F} számhalmazok
minden t ∈ K-ra korlátosak.

• F egyformán folytonos, ha minden ε > 0-hoz és t ∈ K-hoz létezik
t-nek olyan V környezete, hogy |f(s) − f(t)| < ε minden s ∈ V
és f ∈ F esetén.

20.7. Állı́tás. (Arzelà–Ascoli16) Az F ⊂ C(K) függvényrendszer pon-
tosan akkor teljesen korlátos, ha pontonként korlátos és egyformán folyto-
nos.

Bizonyı́tás. HaF teljesen korlátos, akkor a metrikában korlátos is, vagy-
is K-n egyenletesen korlátos. De akkor pontonként is korlátos. Továbbá
tetszőleges r > 0-hoz létezik véges sok olyan F-beli f1,. . . , fm függvény,
hogy

F ⊂ Br(f1) ∪ · · · ∪Br(fm).
Mutassuk meg, hogy F egyformán folytonos bármely rögzı́tett t ∈ K pont-
ban. Mindegyik fi folytonos t-ben, van tehát t-nek olyan Vi környezete,
hogy

|fi(t)− fi(s)| < r minden s ∈ Vi-re.

Ha s ∈ V := V1 ∩ · · · ∩ Vm, akkor |f(t) − f(s)| < 3r minden f ∈ F-re,
ami az egyformán folytonosságot igazoljaF . Válasszunk ugyanis olyan fi-t,
amelyre ‖f − fi‖ < r; akkor

|f(t)− f(s)| ≤ |f(t)− fi(t)|+ |fi(t)− fi(s)|+ |fi(s)− f(s)| < r+ r+ r.

Megfordı́tva, ha F egyformán folytonos, akkor K kompaktsága miatt
minden rögzı́tett r > 0-hoz található véges sok t1,. . . , tm ∈ K pont és ezek
V1,. . . , Vm környezetei úgy, hogy K = V1 ∪ · · · ∪ Vm, továbbá

f ∈ F és t ∈ Vi =⇒ |f(t)− f(ti)| < r.

16 Ascoli 1883 (545–549. o.: elégségesség K = [0, 1]-re), Arzelà 1889 (szükségesség),
1895 (egyszerűsı́tett tárgyalás), 1900, Fréchet 1906 (általános eset).
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228 20. Folytonos függvények terei

Ha F pontonként korlátos is, akkor az

{(f(t1), . . . , f(tm)) : f ∈ F}
halmaz korlátos Rm-ben, és ı́gy teljesen korlátos is. 17 Megadható tehát
véges sok olyan f1,. . . , fn ∈ F függvény, hogy

{(f(t1), . . . , f(tm)) : f ∈ F} ⊂
n⋃
j=1

Br(fj(t1), . . . , fj(tm)).

Megmutatjuk, hogyF ⊂ B3r(f1)∪· · ·∪B3r(fn); ı́gy r tetszőleges volta
miatt F teljesen korlátos. Tetszőlegesen rögzı́tett f ∈ F-hez válasszunk
olyan fj-t, hogy

(f(t1), . . . , f(tm)) ∈ Br(fj(t1), . . . , fj(tm)).

Ezután bármely adott t ∈ K-hoz válasszunk olyan ti-t, hogy t ∈ Vi. Akkor

|f(t)−fj(t)| ≤ |f(t)−f(ti)|+|f(ti)−fj(ti)|+|fj(ti)−fj(t)| < r+r+r,

ahonnan f ∈ B3r(fj). �

20.4. Fourier-sorok divergenciája

Az f ∈ C2π függvény Fourier-során18 az

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

függvénysort értjük, ahol

ak :=
1
π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt és bk :=

1
π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt.

A XIX. század legnagyobb matematikusai próbálták bizonyı́tani, hogy
minden f ∈ C2π függvény Fourier-sora pontonként konvergál f -hez. Du
Bois-Reymond ellenpéldája véget vetett ezeknek a próbálkozásoknak:

20.8. Állı́tás. (Du Bois-Reymond19) Vannak olyan f ∈ C2π függvények,
amelyek Fourier-sora nem konvergál pontonként f -hez.

17 Mivel Rm véges dimenziós: lásd Topológia, 3.9 tétel, 75. o.
18 Daniel Bernoulli 1753, Fourier 1822.
19 Du Bois-Reymond 1873. Ő effektı́v ellenpéldát konstruált. Mi itt megelégszünk a

létezés nem-konstruktı́v igazolásával.
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20.4. Fourier-sorok divergenciája 229

Megjegyzés. Olyan f ∈ C2π függvények is vannak, amelyek Fourier-
sora nem-megszámlálható, sűrű halmazon divergál.20 Lásd még a 21.6 kö-
vetkezményt és az azt követő megjegyzéseket is az Lp normabeli konvergen-
ciáról a 262. oldalon.

Először két segédtételt igazolunk.

20.9. Lemma. (Dirichlet21) Az f ∈ C2π függvény Fourier-sora

(Smf)(x) :=
a0

2
+

m∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

részletösszegeinek a zárt alakja

(Smf)(x) =
1
2π

∫ π

−π
Dm(x− t)f(t) dt,

ahol a Dm ∈ C2π Dirichlet-magot a következő képlet definiálja 22:

Dm(2s) :=
sin(2m+ 1)s

sin s
.

Lásd a 20.6-20.9 ábrákat.

Bizonyı́tás. Minthogy

(Smf)(x) =
a0

2
+

m∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

=
1
2π

∫ π

−π

(
1 + 2

m∑
k=1

cos kx cos kt+ sin kx sin kt
)
f(t) dt

=
1
2π

∫ π

−π

(
1 + 2

m∑
k=1

cos k(x− t)
)
f(t) dt,

elegendő igazolnunk az

1 + 2
m∑
k=1

cos 2ks =
sin(2m+ 1)s

sin s

20 Számos ilyen eredményt ismertet Edwards 1979–82, Katsnelson 1976 és Zygmund
1959.

21 Dirichlet 1829.
22 A jobboldalt sin s = 0 esetén a határértékével: 2m+ 1-gyel helyettesı́tjük.
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azonosságot. Ez m = 0-ra nyilvánvaló. Az általános eset innen indukcióval
adódik, felhasználva a jólismert

2 sin s cos 2(m+ 1)s = sin(2m+ 3)s− sin(2m+ 1)s, m = 0, 1, . . .

összefüggéseket. �

Tekintsük most a C2π Banach-téren a

ϕm(f) := (Smf)(0)

képlettel értelmezett lineáris funkcionálokat.
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20.4. Fourier-sorok divergenciája 231

20.10. Lemma. A ϕm lineáris funkcionálok folytonosak, és ‖ϕm‖ →
∞.

Bizonyı́tás. Minthogy

|ak|, |bk| ≤ 2‖f‖∞,

Sm definı́ciójából

‖Smf‖∞ ≤
(
2m+

1
2

)
· 2‖f‖∞ = (4m+ 1)‖f‖∞;

következésképpen ‖ϕm‖ ≤ 4m+ 1 <∞.
Másrészt az

f(2s) := (sgn sin s) sin(2m+ 1)s

képlet olyan egy normájú f ∈ C2π függvényt definiál, amelyre

ϕm(f) =
1
2π

∫ π

−π
Dm(−t)f(t) dt =

1
π

∫ π/2

−π/2
Dm(−2s)f(2s) ds

=
1
π

∫ π/2

−π/2
sin2(2m+ 1)s

|sin s| ds =
2
π

∫ π/2

0

sin2(2m+ 1)s
sin s

ds

>
2
π

∫ π/2

0

sin2(2m+ 1)s
s

ds =
2
π

∫ (2m+1)π/2

0

sin2 s

s
ds

>
2
π

m∑
j=1

∫ jπ

(j−1)π

sin2 s

s
ds >

2
π

∫ π

0

m∑
j=1

sin2 s

jπ
ds

=
1
π

m∑
j=1

1
j
.

Következésképpen

‖ϕm‖ ≥ ϕm(f) >
1
π

m∑
j=1

1
j
→∞. �

Megjegyzés. Igazolhatók a pontosabb

‖ϕm‖ =
4
π2

logm+O(1), m→∞

relációk is.23

23 Lásd például Edwards 1979–82 vagy Zygmund 1959.
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A 20.8 állı́tás bizonyı́tása. tegyük fel indirekt, hogy ϕm(f) → f(0)
minden f ∈ C2π-re. Akkor a Banach–Steinhaus tételt (61. o.) X = C2π és
Y = R szereposztással alkalmazva sup‖ϕm‖ <∞ adódik, ellentmondva az
előző lemmának. �

20.5. Fourier-sorok szummációja. Fejér tétele

Az ötlet csak villanás az éj sötétjében. De e villanás mindennél többet ér.

H. Poincaré

Du Bois-Reymond ellenpéldája nyilvánvalóvá tette a folytonos függ-
vények Fourier-sorokkal való előállı́thatóságának nehézségeit. Minkowski
még azt a kérdést is felvetette, konvergálhat-e valamely folytonos függvény
Fourier-sora pontonként valamely más folytonos függvényhez.24 A több év-
tizedes stagnálásnak Fejér Lipót látványos eredménye vetett véget:

20.11. Tétel. (Fejér25) Tetszőleges f ∈ C2π esetén a

σnf :=
1

n+ 1

n∑
m=0

Smf, n = 0, 1, . . .

képlettel definiált σnf sorozat egyenletesen konvergál f -hez R-en.
Speciálisan Smf(x) semmilyen x pontban sem konvergálhat máshoz, mint
f(x)-hez.

Igazoljunk először egy segédtételt:

20.12. Lemma. Fennállnak a

(σnf)(x) =
1
2π

∫ π

−π
Fn(x− t)f(t) dt

egyenlőségek, ahol az Fn ∈ C2π Fejér-magot az

Fn(2s) :=
1

n+ 1
sin2(n+ 1)s

sin2 s

képlettel definiáljuk. 26

24 A Taylor-sorokra Cauchy 1823 (230. o.) ma már klasszikus ellenpéldája óta ismeretes
volt az analóg jelenség.

25 Fejér 1900, 1904.
26 A jobboldalt sin s = 0 esetén a határértékével: n+ 1-gyel helyettesı́tjük.
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Hasonlı́tsuk össze a 20.10-20.13 ábrákat a 20.6-20.9 ábrákkal a 230. oldalon:
a Fejér-magok pozitivitása döntő fontossággal bı́r.

Bizonyı́tás. A σn operátorok definı́ciója alapján elegendő igazolnunk az

Fn =
D0 + · · ·+Dn

n+ 1
,

vagyis a

sin2(n+ 1)s
sin2 s

=
n∑

m=0

sin(2m+ 1)s
sin s
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egyenlőségeket. Ezek közvetlen számolással adódnak:
n∑

m=0

sin s sin(2m+ 1)s =
1
2

n∑
m=0

(
cos 2ms− cos(2m+ 2)s

)
=

1− cos(2n+ 2)s
2

= sin2(n+ 1)s. �
A 20.11 tétel bizonyı́tása. A definı́cióból közvetlenül kapjuk minden n-

re a

σn1 = 1, σn cos =
n

n+ 1
cos és σn sin =

n

n+ 1
sin

összefüggéseket. Következésképpen ‖f − σnf‖∞ → 0 az f = 1, cos, sin
függvényekre.

Továbbá a Fejér-magok pozitivitása miatt, ha f nem-negatı́v, akkor σnf
is nem-negatı́v. A tétel az alábbi 20.13 állı́tásból adódik. �

Definı́ció. Az L : C2π → C2π lineáris leképezés pozitı́v, ha minden
nem-negatı́v f ∈ C2π függvényre Lf is nem-negatı́v.

20.13. Állı́tás. (Korovkin27) Ha C2π-beli pozitı́v lineáris Ln leképezések
sorozatára

‖f − Lnf‖∞ → 0 a három f = 1, cos, sin függvény esetén,

akkor valójában ‖f − Lnf‖∞ → 0 minden f ∈ C2π-re.

A következő szakaszban általánosabb tételt igazolunk majd.

20.6. * Korovkin tételei. Bernstein-polinomok

Tanulmányozzuk közelebbről a pozitı́v lineáris L : C(K) → C(K) le-
képezéseket, ahol K adott kompakt topologikus tér.

Definı́ció. Az L : C(K)→ C(K) lineáris leképezés pozitı́v, ha minden
nem-negatı́v f ∈ C(K) függvényre Lf is nem-negatı́v.

Megjegyzések. Legyen L pozitı́v lineáris leképezés.

• A linearitása miatt L monoton is: ha f ≤ g K-n, akkor Lf ≤ Lg
K-n.

27 Korovkin 1953. Számos alkalmazást is ismertet a könyvében: Korovkin 1960.
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20.6. * Korovkin tételei. Bernstein-polinomok 235

• A monotonitás miatt a −‖f‖∞ ≤ f ≤ ‖f‖∞ egyenlőtlenségekből

−‖f‖∞(L1) ≤ Lf ≤ ‖f‖∞(L1),

vagyis ‖Lf‖∞ ≤ (L1)‖f‖∞ következik. Következésképpen min-
den pozitı́v lineáris leképezés folytonos.

20.14. Állı́tás. (Freud28) Legyen K kompakt topologikus tér, és legyenek
h1,. . . , hm olyan C(K)-beli függvények, hogy bármely két különböző x, y ∈
K ponthoz található olyan j index, amelyre hj(x) �= hj(y).

Tekintsük pozitı́v lineáris Ln : C(K) → C(K) leképezések olyan soro-
zatát, hogy ‖f − Lnf‖∞ → 0 a következő m+ 2 függvényre:

f = 1, h1, . . . , hm és f = h2
1 + · · ·+ h2

m. (20.8)

Akkor ‖f − Lnf‖∞ → 0 minden f ∈ C(K)-ra is.

Példa. Ha K Rm kompakt részhalmaza, akkor a tétel feltételei teljesülnek
a hj(x) := xj lineáris vetı́tésekre.

Bizonyı́tás. Rögzı́tsük f ∈ C(K)-t és ε > 0-t tetszőlegesen.

Első lépés. Létezik olyan N természetes szám, hogy

|f(x)− f(y)| ≤ ε+N
m∑
j=1

|hj(x)− hj(y)|2 (20.9)

minden x, y ∈ K-ra. Felhasználva ugyanis f folytonosságát és a szétvá-
laszthatósági feltételt, minden K-beli (x, y) pontpárhoz található olyan Nx,y
természetes szám, hogy

|f(x)− f(y)| < ε+Nx,y

m∑
j=1

|hj(x)− hj(y)|2.

Az{
(x′, y′) ∈ K ×K : |f(x′)− f(y′)| < ε+Nx,y

m∑
j=1

|hj(x)− hj(y)|2
}

nyı́lt halmazok befedik a kompakt K×K halmazt; véges részfedést választva
és N -nel jelölve az ebben előforduló legnagyobb Nx,y számot, (20.9) tel-
jesül.

28 Freud 1963. Kimerı́tően tárgyalja a témakört Altomare és Campiti 1994.
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Második lépés. Tetszőlegesen rögzı́tett x ∈ K-ra (20.9)-ből következik
a minden y ∈ K-ra érvényes

|f(x)(Ln1)(y)− (Lnf)(y)| ≤ ε(Ln1)(y)

+N
m∑
j=1

h2
j (x)(Ln1)(y)− 2N

m∑
j=1

hj(x)(Lnhj)(y) +NLn

( m∑
j=1

h2
j

)
(y)

egyenlőtlenség. Az y = x választással és a háromszög-egyenlőtlenség al-
kalmazásával innen a következő becslést kapjuk:

|f − Lnf | ≤ |f | · |1− Ln1|+ ε(Ln1)

+N
m∑
j=1

h2
j (Ln1)− 2N

m∑
j=1

hj(Lnhj) +NLn

( m∑
j=1

h2
j

)
.

Ha n→∞, akkor a jobboldal feltevésünk szerint egyenletesen ε-hoz tart, és
ı́gy

‖f − Lnf‖∞ < 2ε
minden elég nagy n-re. �

20.15. Következmény. (Bohman–Korovkin29) Legyen I korlátos, zárt
intervallum. Ha az Ln : C(I)→ C(I) pozitı́v lineáris leképezésekre

‖f − Lnf‖∞ → 0 az f(x) = 1, x, x2

függvények esetén, akkor valójában ‖f −Lnf‖∞ → 0 minden f ∈ C(I)-re.

Bizonyı́tás. Alkalmazzuk az előző oldali példát K = I és m = 1 sze-
reposztással. �

A 20.13 állı́tás bizonyı́tása. Alkalmazzuk az előző oldali példát az R2-
beli K egységkörvonalra. Ha tehát Ln : C(K) → C(K) olyan pozitı́v
lineáris leképezések, hogy ‖f−Lnf‖∞ → 0 az f(x) := 1, x1, x2 képletekkel
adott három függvényre (lásd a 20.14 ábrát), akkor ugyanez a reláció való-
jában minden f ∈ C(K)-ra fennáll. Elég ehhez észrevennünk, hogy K vá-
lasztása miatt a negyedik tesztfüggvény egybeesik az elsővel: x2

1 + x2
2 = 1

K-n.
Korábban már megjegyeztük (224. o.), hogy az f �→ f ◦ T leképezés,

ahol T (s) := (cos s, sin s), izometrikus izomorfizmus a C(K) és C2π Ba-
nach-terek között. Továbbá e leképezés a nem-negatı́v függvényeket is egy-
másnak felelteti meg, és a K-n adott f(x) = 1, x1, x2 függvények képei

29 Bohman 1952, Korovkin 1953.
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x2

x1

20.14. ábra. x2
1 + x2

2 = 1

rendre f(T (s)) = 1, cos s, sin s. A K-ra kapott eredmény tehát ekvivalens
a 20.13 állı́tással. �

Eddig már két különböző bizonyı́tást is adtunk Weierstrass első appro-
ximációs tételére.30 Most ismertetünk egy harmadik, valószı́nűségszámı́tási
hátterű bizonyı́tást is. Tegyük fel az egyszerűbb ı́rásmód kedvéért, hogy
I = [0, 1], és vezessük be minden f ∈ C(I)-re az úgynevezett Bernstein-
polinomokat:

(Bnf)(x) :=
n∑
k=0

(
n

k

)
f
(k

n

)
xk(1− x)n−k, x ∈ I, n = 1, 2, . . .

20.16. Állı́tás. (Bernstein31) Tetszőlegesen adott f ∈ C(I)-re a Bnf
polinomok I-n egyenletesen f -hez konvergálnak.

Bizonyı́tás. Világos, hogy a Bn lineáris leképezések pozitı́vak C(I)-
ben. Vegyük azt is észre, hogy Bn1 = 1 és Bnid = id minden n-re a

30 Fejéré az Hermite-interpoláción alapult (első kötet, 8.11 tétel, 186. o.), Landau-é
pedig a konvolúción (20.1 tétel, 218. o.)

31 Bernstein 1912. Eredménye választ adott Borel 1905 (79–82. o.) korábbi kérdésére.
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binomiális tétel miatt32:

(Bn1)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

= (x+ 1− x)n

= 1

és

(Bnid)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
k

n
xk(1− x)n−k

=
n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
xk(1− x)n−k

= x(x+ 1− x)n−1

= x.

A Bohman–Korovkin tétel alapján (236. o.) elegendő még azt megmutat-
nunk, hogy Bn(id2) egyenletesen konvergál id2-hez [0, 1]-ben. Ehhez je-
gyezzük meg először, hogy

Bn(id2 − n−1 id)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
k(k − 1)

n2
xk(1− x)n−k

=
n− 1
n

n∑
k=2

(
n− 2
k − 2

)
xk(1− x)n−k

=
n− 1
n

x2.

Következésképpen

Bn(id2) =
n− 1
n

id2 +
1
n
id,

ahonnan

‖id2 −Bn(id2)‖∞ =
1
n
‖id2 − id‖∞ → 0. �

32Az id szócskával R identikus leképezését jelöljük.
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20.7. * Harsiladze–Lozinszkij, Nyikolajev és Faber
tételei

Bizonyos Fourier-sorok divergenciája szorosan kötődik az Sm részlet-
összeg-operátorok vetı́tés jellegéhez. Fennáll ugyanis a következő tétel, ahol
Tm-mel jelöljük a legfeljebb m-edrendű trigonometrikus polinomok lineáris
alterét, vagyis az

1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, . . . , cosmt, sinmt

függvények lineáris kombinációinak a halmazát:

20.17. Tétel. (Harsiladze–Lozinszkij33) Legyen adva minden m-re egy foly-
tonos lineáris Lm : C2π → C2π vetı́tés Tm-re. Létezik olyan f ∈ C2π

függvény, hogy ‖f − Lmf‖∞ �→ 0.

Minthogy ‖Sm‖ → ∞ a 20.10 lemma szerint (230. o.), a tétel a Banach–
Steinhaus tételből (61. o.) következik az alábbi állı́tás miatt:

20.18. Állı́tás. (Lozinszkij34) Ha Lm : C2π → C2π folytonos lineáris
vetı́tés Tm-re, akkor ‖Lm‖ ≥ ‖Sm‖.

Bizonyı́tás. Bevezetve minden valós s-re az egy normájú

(Tsf)(x) := f(x+ s)

operátort, elég igazolnunk a következő azonosságot35:

(Smf)(x) =
1
2π

∫ π

−π
(T−sLmTsf)(x) ds, x ∈ R, f ∈ C2π. (20.10)

Valóban, minthogy

|(T−sLmTsf)(x)| ≤ ‖T−sLmTsf‖∞
≤ ‖T−s‖ · ‖Lm‖ · ‖T−s‖ · ‖f‖∞
= ‖Lm‖ · ‖f‖∞

minden f -re, s-re és x-re, (20.10) jobboldala legfeljebb ‖Lm‖ · ‖f‖∞, ahon-
nan a keresett ‖Sm‖ ≤ ‖Lm‖ becslés adódik.

33 Lozinszkij 1948.
34 Lozinszkij 1948.
35 Marcinkiewicz 1937, Lozinszkij 1944.
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Mivel a (20.10) azonosság f -ben lineáris, elég azt az

fk(x) = cos kx (k = 0, 1, . . . ) és gk(x) = sin kx (k = 1, 2, . . . )

függvényekre igazolni, hiszen ezek Weierstrass második approximációs tétele
szerint (221. o.) generálják C2π-t. A

cos k(x+ s) = cos ks cos kx− sin ks sin kx

és

sin k(x+ s) = sin ks cos kx+ cos ks sin kx

azonosságokból következik, hogy

Tsfk = (cos ks)fk − (sin ks)gk és Tsgk = (sin ks)fk + (cos ks)gk.

Következésképpen, (20.10) jobboldalát ideiglenesen (Rmf)(x)-szel jelölve,

(Rmfk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
(cos ks)(Lmfk)(x− s)− (sin ks)(Lmgk)(x− s) ds

és

(Rmgk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
(sin ks)(Lmfk)(x− s) + (cos ks)(Lmgk)(x− s) ds.

Tetszőlegesen rögzı́tett x-re (Lmfk)(x − s) és (Lmgk)(x − s) legfel-
jebb m-edrendű trigonometrikus polinomok s-ben. Ha k > m, akkor ezek
ortogonálisak a cos ks és sin ks függvényekre, úgyhogy

Rmfk = 0 = Smfk és Rmgk = 0 = Smgk.

Az Rmfk = Smfk és Rmgk = Smgk egyenlőségek k ≤ m esetén is tel-
jesülnek: ekkor Lmfk = fk és Lmgk = gk, úgyhogy

(Rmfk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
cos ks cos k(x− s)− sin ks sin(x− s) ds

=
1
2π

∫ π

−π
cos kx ds

= fk(x)

= Smfk(x)
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és

(Rmgk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
sin ks cos k(x− s) + cos ks sin(x− s) ds

=
1
2π

∫ π

−π
sin kx ds

= gk(x)

= Smgk(x). �
A 20.17 tételnek létezik algebrai változata is. Ennek igazolásához szük-

ségünk van a 20.18 állı́tás olyan változatára, ahol C2π-t és Tm-t a páros függ-
vényekből álló C̃2π és T̃m altereikkel helyettesı́tjük. Jelöljük S̃m-mal Sm
leszűkı́tését C̃2π-re, és jegyezzük meg, hogy S̃m : C̃2π → C̃2π.

20.19. Állı́tás. Ha Lm : C̃2π → C̃2π folytonos lineáris vetı́tés T̃m-re,
akkor

‖Lm‖ ≥ ‖S̃m‖/2.
Bizonyı́tás. Ismét bevezetve az előző bizonyı́tásbeli eltolási operátorokat,

elég igazolnunk a következő azonosságot:

(S̃mf)(x) =
1
2π

∫ π

−π
(T−sLm(T−s + Ts)f)(x) ds, x ∈ R, f ∈ C̃2π.

Ebből ugyanis következni fog az

‖S̃mf‖ ≤ 2‖Lm‖ · ‖f‖
egyenlőtlenség.

A keresett azonosság jobboldalát ideiglenesen (R̃mf)(x)-sel jelölve elég
igazolnunk az S̃mfk = R̃mfk egyenlőséget az fk(x) = cos kx,k = 0, 1, . . .
függvényekre, hiszen ezek lineáris kombinációi sűrűek C̃2π-ben. Valóban,
ha f ∈ C̃2π, ε > 0 és h olyan trigonometrikus polinom, amelyre ‖f−h‖∞ <
ε, akkor h páros része: h1(x) :=

(
h(x) + h(−x)

)
/2 az fk függvények

lineáris kombinációja, és ‖f − h1‖∞ < ε.
A jólismert

cos k(x− s) + cos k(x+ s) = 2 cos ks cos kx

trigonometrikus azonosságból következik, hogy

(T−s + Ts)fk = (2 cos ks)fk,

és ı́gy

(R̃mfk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
(2 cos ks)(Lmfk)(x− s) ds.
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Ha k > m, akkor tetszőlegesen rögzı́tett x-re (Lmfk)(x− s) az s változó k-
nál alacsonyabb rendű trigonometrikus polinomja, és ı́gy ortogonális cos ks-
re. Ezért R̃mfk = 0 = S̃mfk. Ha k ≤ m, akkor Lmfk = fk, tehát

(R̃mfk)(x) =
1
2π

∫ π

−π
2 cos ks cos k(x− s) ds

=
1
2π

∫ π

−π
cos kx+ cos k(x− 2s) ds

= cos kx

= fk(x),

tehát ismét fennáll az R̃mfk = S̃mfk egyenlőség. �
Jelöljük Pm-mel a legfeljebb n-edfokú algebrai polinomok vektorterét.

20.20. Tétel. (Harsiladze–Lozinszkij36) Legyen I korlátos, zárt interval-
lum, és legyen minden m-re Lm : C(I) → C(I) folytonos lineáris vetı́tés
Pm-re. Létezik olyan f ∈ C(I), hogy ‖f − Lmf‖∞ �→ 0.

Bizonyı́tás. Legyen I = [−1, 1] az egyszerűbb ı́rásmód kedvéért, és
tekintsük az

f �→ f ◦ cos
képlettel értelmezett T izometrikus izomorfizmust a C(I) és C̃2π Banach-
terek között. Figyeljük meg, hogy

f ∈ Pm ⇐⇒ Tf ∈ T̃m.

Az előző állı́tás szerint tehát

‖Lm‖ = ‖TLmT−1‖ ≥ ‖S̃m‖/2.
A Banach–Steinhaus tétel (61. o.) miatt elég megjegyeznünk, hogy ‖S̃m‖ →
∞ a 20.10 lemma bizonyı́tása alapján (230. o.), abban ugyanis csak páros
tesztfüggvényeket használtunk. �

Befejezésül ismertessünk még két nevezetes negatı́v eredményt. Vala-
mely J intervallumon adott w súlyfüggvény esetén vezessük be a szokásos
(pn) ortogonális polinomsorozatot.37 A megfelelő skaláris szorzatra nézve
normálva ortonormált (Pn) polinomsorozathoz jutunk.

36 Lozinszkij 1948.
37 Lásd első kötet, 9. fejezet, 191. o.
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Adott I = [a, b] korlátos, zárt intervallum esetén érdekes kérdés, hogy
létezik-e olyan w súlyfüggvény valamely I-t magában foglaló J intervallu-
mon, hogy

• tetszőleges f ∈ C(J)-re a
∑

(f, Pn)Pn Fourier-sor egyenletesen
tart f -hez I-ben;

• tetszőleges f ∈ C(J)-re Lmf egyenletesen tart f -hez I-ben, ahol
Lmf -fel jelöljük f -nek a pm ortogonális polinom gyökeihez mint
csomópontokhoz tartozó Lagrange-féle interpolációs polinomját.

Mindkét esetben pozitı́v válasz esetén természetes bizonyı́tást kapnánk
Weierstrass approximációs tételére. Azonban a válasz nemleges:

20.21. Állı́tás.

(a) (Nyikolajev38) Bármely w-hez van olyan f ∈ C(J), hogy
∑

(f, Pn)Pn
nem tart egyenletesen f -hez I-n.

(b) (Faber39) Bármely w-hez található olyan f ∈ C(J), hogy Lmf nem tart
egyenletesen f -hez I-n.

Bizonyı́tás.
(a) A folytonos lineáris

Lmf :=
m∑
n=0

(f, Pn)Pn

vetı́tések eleget tesznek a 20.20 tétel feltételeinek.

(b) Az itteni Lm operátorok is eleget tesznek a 20.20 tétel feltételeinek.
�

20.8. * Duális tér. Riesz-féle reprezentációs tétel

Legyen K kompakt Hausdorff-tér. A mértékelmélet segı́tségével jelle-
mezhető C(K) duálisa.

38 Nyikolajev [Nikolaev] 1948. A későbbi 21.6 következményből (262. o.) adódni fog,
hogy a w-hez tartozó skaláris szorzat által definiált gyengébb normában mindig fennáll a
konvergencia.

39 Faber 1914. A tételt már kimondtuk az első kötetben: 8.10 tétel, 184. o.
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Definı́ció. Jelöljük B-vel az {f = 0} alakú halmazok által generált σ-
gyűrűt (ez valójában σ-algebra is), ahol f végigfut C(K) elemein; B elemeit
Baire-halmazoknak hı́vjuk.40

Megjegyzés. Ha g ∈ C(K) és c ∈ R, akkor a

{g = c}, {g ≤ c}, {g ≥ c}, {g < c}, {g > c}
nı́vóhalmazok is Baire-halmazok, mert

{g = c} = {g − c = 0},
{g ≤ c} = {(g − c)+ = 0},
{g ≥ c} = {(g − c)− = 0},
{g < c} = K\{g ≥ c}

és

{g > c} = K\{g ≤ c}.
Definı́ció. Baire-mértéken, illetve Baire-féle előjeles mértéken B-n ér-

telmezett véges mértéket, illetve előjeles mértéket értünk.

A Baire-mértékek fontos regularitási tulajdonsággal rendelkeznek: jól
közelı́thetőek zárt és nyı́lt halmazokkal is:

20.22. Állı́tás. Legyen µ Baire-mérték, A ∈ B és ε > 0. Létezik olyan
F zárt és G nyı́lt halmaz B-ben, hogy

F ⊂ A ⊂ G és µ(G\F ) < ε. (20.11)

Bizonyı́tás. Jelöljük ideiglenesen B′-vel azon Baire-halmazok rendsze-
rét, amelyeknek rendelkeznek a (20.11) tulajdonsággal. A B′ = B egyenlő-
séghez elegendő megmutatnunk, hogy B′ olyan σ-algebra, amely tartalmaz-
za az {f = 0} alakú halmazokat minden f ∈ C(K)-ra.

Ha A = {f = 0} valamely f ∈ C(K)-ra, akkor az

F := A, Gn := {|f | < 1/n}, n = 1, 2, . . .

képletek olyan F ∈ B zárt halmazt és Gn ∈ B nyı́lt halmazokat definiálnak,
hogy F ⊂ A ⊂ Gn minden n-re.

Minthogy a (Gn) halmazsorozat monoton fogyó, és
∞⋂
n=1

(Gn\F ) =
∞⋂
n=1

{0 < |f | < 1/n} = ∅,

40 Baire 1899.
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a 19.3 állı́tás (183. o.) alapján elég nagy n-re µ(Gn\F ) < ε.
Az f = 0 és f = 1 konstans függvények választása mutatja, hogy

speciálisan K és ∅ B′-hez tartoznak.
Ha A ∈ B′, akkor K\A ∈ B′. Ha ugyanis F és G eleget tesznek (20.11)-

nek, akkor K\G zárt, K\F nyı́lt, mindketten B-beliek,

K\G ⊂ K\A ⊂ K\F és µ
(
(K\F )\(K\G)

)
= µ(G\F ) < ε.

Ha (An) diszjunkt B′-beli sorozat, akkor A := ∪∗An ∈ B′. Válasszunk
ugyanis tetszőlegesen adott ε > 0-hoz olyan Fn ∈ B nyı́lt és Gn ∈ B zárt
halmazokat, hogy

Fn ⊂ An ⊂ Gn és µ(Gn\Fn) < 2−nε

minden n természetes számra. Akkor G := ∪∞
n=1Gn nyı́lt halmaz, az FN :=

∪Nn=1Fn halmazok minden N természetes számra zártak, valamennyien B-
beliek, FN ⊂ A ⊂ G, és

µ(G\FN ) ≤
( N∑
n=1

µ(Gn\Fn)
)
+
∑
n>N

µ(Gn) < (1− 2−N )ε+
∑
n>N

µ(Gn).

Minthogy

∞∑
n=1

µ(Gn) <
∞∑
n=1

(
µ(An) + 2−nε

)
= µ(A) + ε <∞,

innen következik, hogy elég nagy N -re µ(G\FN ) < ε. �

A Baire-féle előjeles mértékek M(K) halmaza normált tér a ‖µ‖ :=
|µ|(K) képlettel definiált normára nézve41, és a

(jµ)(f) :=
∫

f dµ

képlet legfeljebb egy normájú j : M(K) → C(K)′ folytonos lineáris leké-
pezést értelmez. Az egyetlen nem-triviális tulajdonság a normára vonatkozó
háromszög-egyenlőtlenség. Ennek igazolására tekintsük a µ és µ′ előjeles
mértékekre vonatkozó K = P ∪∗ N és K = P ′ ∪∗ N ′ Hahn-felbontásokat.
Bevezetve az

A := (P ∩ P ′) ∪∗ (N ∩N ′) és B := (P ∩N ′) ∪∗ (N ∩ P ′)

41 E normát µ teljes változásának hı́vjuk.
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halmazokat,

‖µ+ µ′‖ = |µ+ µ′|(K)

= |(µ+ µ′)(A)|+ |(µ+ µ′)(B)|
≤ |(µ+ µ′)(A)|+ (|µ|+ |µ′|)(B)

= |µ|(K) + |µ′|(K)

= ‖µ‖+ ‖µ′‖.
A következő alapvető eredmény szerint minden C(K)-n definiált foly-

tonos lineáris funkcionál megkapható ilyen módon, és az előjeles mértékek
M(K) normált tere teljes.

20.23. Tétel. (Riesz42) Ha K kompakt topologikus tér, akkor j izometrikus
izomorfizmus M(K) és C(K)′ között.

Megjegyzés. Nem szükséges feltenni, hogy K szeparált. Azonosı́tva
ugyanis két pontot, ha h(x) = h(y) minden h ∈ C(K)-ra, könnyen vissza-
vezethetjük a problémát arra az esetre, amikor bármely két különböző pont
szétválasztható folytonos függvénnyel. A továbbiakban feltesszük ezt a tu-
lajdonságot. (Csak a 20.27 lemma bizonyı́tásakor lesz rá szükségünk, hogy
alkalmazhassuk a 20.6 állı́tást.

Több lépésben járunk el.

20.24. Állı́tás. (Dini43) Ha a C(K)-beli monoton fogyó (fn) függvény-
sorozat K minden pontjában nullához tart, akkor a konvergencia egyenletes.

Bizonyı́tás. Rögzı́tsünk egy tetszőleges ε > 0-t. Minden t ∈ K-hoz
van olyan nt index, hogy fnt(t) < ε; fnt folytonossága miatt az fnt < ε
egyenlőtlenség érvényben marad a t pont alkalmas Vt nyı́lt környezetében
is. A kompakt K halmaz befedhető véges sok ilyen környezettel, mondjuk:

K = Vt1 ∪ · · · ∪ Vtm .

42 Riesz 1909a (K = [0, 1]-re), Radon 1913 (K ⊂ RN -re, 1333. o.), Banach 1937
és Saks 1938 (kompakt metrikus terekre), Markov 1938 (Cb(K)-ra bizonyos nem-kompakt
terek esetén), Kakutani 1941 (kompakt topologikus terekre). Lásd még Riesz szép bi-
zonyı́tását a K = [0, 1] esetre: Riesz és Szőkefalvi-Nagy 1988, 50. §.

43 Dini 1878, §99. Lásd a 20.15 ábrán az fn(t) := t, t2, t3 függvények gráfját, és
legyen K = [0, 1 − ε].
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20.15. ábra. Dini tétele

Akkor

‖fn‖∞ < ε minden n ≥ max{t1, . . . , tm}-re.

Ugyanis minden s ∈ K pont hozzátartozik valamely Vti-hez, és akkor

0 ≤ fn(s) ≤ fnti
(s) < ε. �

20.25. Lemma. Ha ϕ : C(K)→ R pozitı́v lineáris funkcionál44, akkor
van olyan µ ∈M(K), hogy ϕ = jµ.

Bizonyı́tás. Kindlert követve45 az

[f, g) := {(x, t) ∈ K × R : f(x) ≤ t < g(x)}, f, g ∈ C(K), f ≤ g

,,intervallumok”46 K × R-beli P félgyűrűt alkotnak, a

ν([f, g)) := ϕ(g − f)

képlet pedig véges, additı́v halmazfüggvényt definiál P-n, amelyre ν(∅) =
0.

Megmutatjuk, hogy ν σ-additı́v, tehát mérték is. Ha [f, g) = ∪∗[fn, gn),
akkor

[f(x), g(x)) = ∪∗[fn(x), gn(x))

44 Vagyis ϕ(f) ≥ 0 minden nem-negatı́v f -re.
45 Kindler 1983.
46 Lásd a 20.16 ábrát.
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f

g

20.16. ábra. Egy [f, g) ,,intervallum”

minden x ∈ K-ra, és ı́gy

g(x)− f(x) =
∞∑
n=1

gn(x)− fn(x),

mert a közönséges intervallumok hossza mérték. Legyen

hn := g − f −
n∑

m=1

(gm − fm),

akkor hn ↘ 0 K-n, és Dini előbbi tétele alapján a konvergencia egyenletes.
Következésképpen ϕ(hn)→ 0, vagyis

ν([f, g)) =
∞∑
n=1

ν([fn, gn)).

Alkalmazva a 17.18 állı́tást (162. o.) terjesszük ki ν-t a mérhető hal-
mazok M σ-gyűrűjén értelmezett mértékké. (Most M σ-algebra is.) Ha
f ∈ C(K) és c > 0 valós szám, akkor az

{f = 0} × [0, c) =
∞⋂
n=1

[min{n|f |, c}, c)

halmaz M-hez tartozik. Minthogy B a legkisebb olyan σ-algebra, amely
tartalmazza az {f = 0} halmazokat, innen következik, hogy B ⊂ M.
Következésképpen a

µ(A) := ν(A× [0, 1))
képlet mértéket definiál K-n, µ ∈M(K) .
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Fogadjuk el egy pillanatra, hogy minden f ∈ C(K) és c > 0 esetén

ν({f > 1} × [0, c)) = cν({f > 1} × [0, 1)). (20.12)

Mivel a jobboldali kifejezés definı́ció szerint cµ({f > 1})-gyel egyenlő, a ν
és µ mértékek additivitása miatt tetszőleges 0 < a < b számokra fennállnak
a

ν({a < f ≤ b} × [0, c)) = cµ({a < f ≤ b})
egyenlőségek is. Mutassuk meg ezek felhasználásával, hogy ϕ(f) =

∫
f dµ

minden f ∈ C(K)-ra. Az f függvény pozitı́v és negatı́v részét különvá-
lasztva feltehető, hogy f ≥ 0. Akkor a [0, f) intervallum a

Bn :=
n2n∑
i=1

{ i

2n
< f ≤ i+ 1

2n
}
×
[
0,

i

2n
)

halmazok monoton növekvő sorozatának az egyesı́tése, tehát

ϕ(f) = ν([0, f)) = lim ν(Bn) =
∫

f dµ.

A (20.12) egyenlőség igazolásához vezessük be minden n természetes
számra az

fn(t) :=



0 ha f(t) ≤ 1,

nf(t)− n ha 1 ≤ f(t) ≤ (n+ 1)/n,

1 ha (n+ 1)/n ≤ f(t)

folytonos függvényeket. Akkor {f > 1} × [0, c) a [0, cfn) intervallumon
monoton növekvő sorozatának az egyesı́tése minden c > 0-ra, ahonnan

ν([0, cfn))→ ν({f > 1} × [0, c)).

Mivel

ν([0, cfn)) = ϕ(cfn) = cϕ(fn) = cν([0, fn))

minden n-re, n→∞ esetén innen (20.12) adódik. �

20.26. Lemma. Minden folytonos lineáris ϕ ∈ C(K)′ funkcionál két
pozitı́v lineáris funkcionál különbsége.

Bizonyı́tás. Jelöljük C(K)+-szal a C(K)-beli nem-negatı́v függvények
rendszerét, és f ∈ C(K)+ esetén legyen

ψ(f) := sup{ϕ(f ′) : f ′ ∈ C(K)+ és f ′ ≤ f K-n}.
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Akkor tetszőleges f, g ∈ C(K)+ és c ≥ 0 esetén teljesülnek a következő
feltételek:

ϕ(f) ≤ ψ(f);

0 ≤ ψ(f) ≤ ‖ϕ‖ · ‖f‖ <∞;

ψ(cf) = cψ(f) minden c ≥ 0-ra;

ψ(f + g) = ψ(f) + ψ(g).

Csak az utolsó egyenlőség nem nyilvánvaló; igazolásához elegendő megmu-
tatnunk minden ε > 0-ra a

ψ(f + g) ≥ ψ(f) + ψ(g)− 2ε és ψ(f + g) ≤ ψ(f) + ψ(g) + ε

egyenlőtlenségeket.
Az elsőhöz elég olyan 0 ≤ f ′ ≤ f és 0 ≤ g′ ≤ g függvényeket

választanunk, amelyekre

ϕ(f ′) > ψ(f)− ε és ϕ(g′) > ψ(g)− ε;

ekkor ugyanis

ψ(f + g) ≥ ϕ(f ′ + g′) = ϕ(f ′) + ϕ(g′) > ψ(f) + ψ(g)− 2ε.

A másodikhoz válasszunk olyan 0 ≤ h′ ≤ f + g függvényt, hogy
ϕ(h′) > ψ(f + g)− ε, és legyen

f ′ := min{f, h′} et g′ := h′ − f ′.

Akkor
0 ≤ f ′ ≤ f és 0 ≤ g′ ≤ g

K-n, mert

g′ = h′ −min{f, h′} = −min{f − h′, 0}
= max{h′ − f, 0} ≤ max{g, 0} = g.

Következésképpen

ψ(f + g) < ϕ(h′) + ε = ϕ(f ′) + ϕ(g′) + ε ≤ ψ(f) + ψ(g) + ε.

A következő képlet, amelyben f+ és f− az f függvény pozitı́v és negatı́v
részét jelöli, ψ pozitı́v lineáris kiterjesztését definiálja C(K)-ra:

Ψ(f) := ψ(f+)− ψ(f−).

Csak az additivitás nem nyilvánvaló. Bevezetve a nem-negatı́v

h := f+ + g+ − (f + g)+ = f− + g− − (f + g)−
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függvényt és felhasználva ψ additivitását a következő egyenlőségeket kap-
juk:

Ψ(f + g) = ψ((f + g)+)− ψ((f + g)−)

= ψ((f + g)+) + ψ(h)− ψ((f + g)−)− ψ(h)

= ψ(f+ + g+)− ψ(f− + g−)

= ψ(f+) + ψ(g+)− ψ(f−)− ψ(g−)
= Ψ(f) + Ψ(g).

Végül jegyezzük meg, hogy a ϕ(f) ≤ ψ(f) egyenlőtlenségek következté-
ben Ψ− ϕ is pozitı́v lineáris funkcionál C(K)-n. �

Az eddigiek alapján a j : M(K) → C(K)′ lineáris leképezés szuper-
jektı́v. A következő lemmával befejezzük a tétel bizonyı́tását:

20.27. Lemma. A j leképezés izometria.

Bizonyı́tás. Már tudjuk, hogy j folytonos és legfeljebb egy normájú.
Hátra van a ‖jµ‖ ≥ ‖µ‖ egyenlőtlenségek megmutatása. Legyen K =
P ∪∗ N a µ-re vonatkozó Hahn-felbontás. A 20.22 állı́tás szerint (244. o.)
tetszőleges ε > 0-hoz léteznek olyan P ′ ⊂ P és N ′ ⊂ N diszjunkt zárt
halmazok, hogy

|µ(P\P ′)| < ε és |µ(N\N ′)| < ε.

A

g(t) :=

{
1 si t ∈ P ′,
−1 si t ∈ N ′

függvény nyilván folytonos P ′ ∪∗ N ′-n. Alkalmazva a 20.6 állı́tást (226. o.)
g kiterjeszthető olyan f ∈ C(K) függvénnyé, amelyre47

f = 1 P ′-n, f = −1 N ′-n és |f | ≤ 1 K-n.

47 Metrizálható K esetén közvetlenül is megadhatunk ilyen f -et az

f(t) :=
dist (t,N ′) − dist (t, P ′)
dist (t,N ′) + dist (t, P ′)

képlettel.
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Akkor ‖f‖ ≤ 1, és

‖jµ‖ ≥ (jµ)(f)

=
∫
P ′

f dµ+
∫
N ′

f dµ+
∫
P\P ′

f dµ+
∫
N\N ′

f dµ

≥ µ(P ′)− µ(N ′)− 2ε

≥ µ(P )− µ(N)− 4ε

= ‖µ‖ − 4ε.

Innen ε→ 0 mellett a keresett egyenlőtlenség adódik. �

Példa. A 20.23 tétel felhasználásával közvetlenül is bebizonyı́thatjuk,
hogy C([0, 1]) nem reflexı́v. Tetszőleges µ ∈ M(K) mértékre vezessük be
az

m(t) := µ([0, t]), t ∈ [0, 1]

függvényt, majd a

Φ(µ) :=
∑

0<t<1

m(t+)−m(t−)

számot. Olyan Φ folytonos lineáris funkcionálhoz jutunk M(K)-n, amelyik
semmilyen f ∈ C(K) függvénnyel sem reprezentálható. Ha ugyanis volna
olyan f ∈ C(K) függvény, hogy

Φ(µ) =
∫ 1

0
f dµ

minden µ ∈ M(K)-ra, akkor a µ := δt választással, ahol δt a t-re kon-
centrált Dirac-mérték, m = χ[t,1] folytán f(t) = 1 adódna minden 0 < t <

1-re. De ekkor µ-nek a közönséges Lebesgue-mértéket választva
∫ 1
0 f dµ =

1 adódna, holott most m azonosan nulla, és ı́gy Φ(µ) = 0.

20.9. Gyenge konvergencia

Emlékeztetünk arra, hogy a C(K)-beli erős konvergencia a K-n vett
egyenletes konvergencia. Most jellemezzük a gyenge konvergenciát48:

48 A C(K)-beli gyengén kompakt halmazok jellemzését illetően lásd például Dunford–
Schwartz 1957.
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20.28. Állı́tás. Ha fn, f ∈ C(K), akkor a következő feltételek ekvi-
valensek:

(a) fn ⇀ f ;

(b) az (fn) sorozat egyenletesen korlátos, és fn pontonként konvergál f -hez
K-n.

Bizonyı́tás. Ha fn gyengén tart f -hez C(K)-ban, akkor a 14.17 állı́tás
(62. o.) miatt normában korlátos, vagyis egyenletesen korlátos. Ezenkı́vül
bármely rögzı́tett t ∈ K esetén a ϕ(f) := f(t) képlet egy normájú ϕ ∈
C(K)′ lineáris funkcionált definiál.49 Következésképpen ϕ(fn) → ϕ(f),
tehát fn(t)→ f(t) minden t ∈ K-ra.

Legyen most (fn) olyan egyenletesen korlátos C(K)-beli sorozat, hogy
valamely f ∈ C(K)-ra fn(t) → f(t) minden t ∈ K-ra. A gyenge kon-
vergenciához a 20.23 reprezentációs tétel (246. o.) alapján elég megmutatni,
hogy ∫

fn dµ→
∫

f dµ

minden µ ∈ M(K)-ra. Ez pedig azonnal következik a Lebesgue-féle kon-
vergenciatételből (151. o.). �

Példa. Az állı́tás lehetővé teszi C([0, 1]) nem-reflexivitásának még egy
egyszerű bizonyı́tását: az fn(t) := tn képlet olyan C([0, 1])-beli egyenlete-
sen korlátos (fn) függvénysorozatot értelmez, amely pontonként konvergál
a nem-folytonos

f(t) :=

{
0 ha 0 ≤ t < 1,

1 ha t = 1

függvényhez. (Lásd az 20.15 ábrát, 247. o.) Következésképpen az (fn) soro-
zatnak nincs gyengén konvergens részsorozata, hiszen egyetlen részsorozata
sem konvergálhat pontonként valamely folytonos függvényhez.

49 Ez a δt Dirac-mértékhez rendelt lineáris funkcionál.
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21. fejezet
Integrálható függvények terei

A szépség a fő kritérium: ezen a világon nincs állandó helye a csúnya
matematikának.

G. Hardy

A Lebesgue-integrál lehetővé teszi az alkalmazásokban fontos szere-
pet játszó függvényterek bevezetését. Ebben a fejezetben legyen (X,M, µ)
adott mértéktér, ahol M-mel jelöljük a mérhető függvények σ-gyűrűjét, és
µ-vel azM-re kiterjesztett σ-véges, teljes mértéket. Ha X = I intervallum,
akkor ellenkező megjegyzés hiányában a közönséges Lebesgue-mértéket te-
kintjük I-n. 1

Szokás szerint azonosı́tunk két függvényt, ha m.m. egyenlőek egymással.

21.1. Az Lp terek, 1 ≤ p ≤ ∞

Definı́ciók. Vezessük be minden X-en mérhető f függvényre2 az

‖f‖p :=
(∫
X
|f |p dµ

)1/p
, 1 ≤ p <∞

és
‖f‖∞ := inf{M ≥ 0 : |f | ≤M p.p.}

1 Csak valós értékű függvényekkel foglalkozunk. Lásd például Dunford–Schwartz
1957, Edwards 1965 és Yosida 1980 könyveit a Banach-tér értékű, Bochner-integrálható
függvények tereit illetően.

2 Riesz 1909. Általánosabb tereket is bevezetett Orlicz 1932, 1936; lásd Krasnoselskii–
Rutickii 1962.
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kifejezéseket. (Könnyen ellenőrizhető, hogy az infimum valójában minimum
is.) Jelöljük továbbá Lp(X,M, µ)-vel, vagy röviden Lp-vel azon mérhető f
függvények halmazát, amelyekre ‖f‖p < ∞. Nem teszünk különbséget két
mérhető függvény között, ha m.m. egyenlőek. Hamarosan igazoljuk, hogy
ekkor a fenti kifejezések normák.

Megjegyzések.

• Az ‖f‖2 norma az

(f, g) :=
∫
X

fg dµ

skaláris szorzattal is értelmezhető.
• Az ‖f‖∞ jelölést az3

‖f‖∞ = lim
p→∞‖f‖p

reláció indokolja, amely µ(X) < ∞ esetén minden f ∈ L∞-re
fennáll.

• Ha X a természetes számok halmaza a számosságmértékkel ellátva,
akkor speciális esetként a Funkcionálanalı́zis részben rendszeresen
tanulmányozott �p tereket kapjuk.

Általánosı́tsuk először a 14.1 állı́tást (43. o.).

21.1. Állı́tás. Legyenek 1 ≤ p, q ≤ ∞ konjugált kitevők: p−1+q−1 = 1.

(a) (Hölder-egyenlőtlenség4) Ha f ∈ Lp és g ∈ Lq, akkor fg ∈ L1 és

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

(b) (Minkowski-egyenlőtlenség5) Ha f, g ∈ Lp, akkor f + g ∈ Lp és

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

(c) (Riesz–Fischer6) Lp Banach-tér. L2 Hilbert-tér.

(d) (Sűrűség) A mérhető halmazok karakterisztikus függvényei generálják
L∞-t. Véges p esetén a véges mértékű halmazok karakterisztikus függvé-
nyei generálják Lp-t.

3 Fischer 1910, lásd Riesz 1910 (két cikk).
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256 21. Integrálható függvények terei

Bizonyı́tás.
(a) és (b) Kompakt téren folytonos függvényekre az egyenlőtlenségek

már ismeretesek7; az azokra adott bizonyı́tás itt is érvényben marad.

(c) Az 1 < p < ∞ esetben adaptáljuk a 17.12 tételben (154. o.) a
p = 1 esetre adott bizonyı́tást. Legyen (fn) Cauchy-sorozat Lp-ben. Ide-
iglenesen elfogadva az alábbi 21.2 lemmát, létezik olyan (fnk

) részsorozat,
hogy alkalmas f ∈ Lp függvényre fnk

→ f m.m.
Tetszőlegesen adott ε > 0-hoz van olyan N , hogy∫

|fm − fn|p dµ < ε

minden m,n ≥ N -re. Az n = nk választással k → ∞ esetén a Fatou-
lemmát alkalmazva az ∫

|fm − f |p dµ ≤ ε

egyenlőtlenséget kapjuk minden m ≥ N -re.
Ha (fn) L∞-beli Cauchy-sorozat, akkor létezik olyan A ⊂ X nullahal-

maz, hogy az fn függvények K := X\A-ra vett gn leszűkı́tései korlátosak,
és Cauchy-sorozatot alkotnak B(K)-ban. Minthogy ez a tér teljes, van olyan
korlátos g függvény, hogy gn → g egyenletesen K-n. Terjesszük ki g-t
tetszőleges módon A-ra, akkor olyan korlátos, mérhető f függvényt kapunk,
hogyfn → f L∞-ben.

(d) Tetszőlegesen adott g ∈ L∞ és ε > 0 esetén a

h(t) := kε ha kε ≤ g(t) < (k + 1)ε, k ∈ Z

képlet mérhető halmazok karakterisztikus függvényeinek olyan véges lineáris
kombinációját definiálja, amelyre ‖g − h‖∞ ≤ ε.

Az 1 ≤ p < ∞ esetre a kı́vántnál erősebb tulajdonságot igazolunk
később, a 21.3 lemmában. �

21.2. Lemma. (Riesz8) Legyen (fn) Cauchy-sorozat Lp-ben, 1 ≤ p <
∞. Létezik olyan (fnk

) részsorozat, hogy alkalmas f, g ∈ Lp függvényekre
|fnk

| ≤ g m.m. minden k-ra, és fnk
→ f m.m.

4 Riesz 1910, 1928.
5 Riesz 1910, 1928.
6 Riesz 1907 (három cikk) és Fischer 1907 L2-ről, Riesz 1909 és 1910 (két cikk) Lp-ről.
7 Topológia, 3.3 állı́tás, 67. o.
8 Riesz 1909.
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21.1. Az Lp terek, 1 ≤ p ≤ ∞ 257

Megjegyzés. A lemma p =∞ esetén is fennáll, de ekkor nyilvánvalóan
erősebb konklúzió is érvényes: létezik olyan f ∈ L∞ függvény, hogy alkal-
mas nullahalmazon kı́vül fn egyenletesen f -hez tart.

Példa. (Fréchet9) Az 1 ≤ p < ∞ esetben szükséges a részsorozat sze-
repeltetése. Például az

f2k+i(t) :=

{
1 ha i

2k ≤ t ≤ i+1
2k ,

0 egyébként,
k = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . , 2k − 1

képlettel értelmezett függvénysorozat Lp(0, 1)-ben nullához tart minden 1 ≤
p <∞-re, de az (fn(t)) számsorozat semelyik rögzı́tett t-re sem konvergens.

Bizonyı́tás. Minthogy a p = 1 esetet már igazoltuk a 17.13 lemmában
(154. o.), feltehetjük, hogy 1 < p <∞. Válasszunk olyan (fnk

) részsoroza-
tot, amelyre

‖fn − fnk
‖p ≤ 2−k minden n ≥ nk-ra, k = 1, 2, . . .

A 19.5 lemma alapján (186. o.) léteznek olyan véges mértékű Am halmazok,
hogy A := ∪Am-en kı́vül mindegyik fnk

azonosan nulla.
Tetszőlegesen rögzı́tett m-re alkalmazzuk a Hölder-egyenlőtlenséget, és

jelöljük q-val p konjugált kitevőjét:
∞∑
k=1

∫
Am

|fnk+1
−fnk

| dµ ≤
∞∑
k=1

µ(Am)q · ‖fnk+1
−fnk

‖p ≤ µ(Am)q <∞.

Alkalmazva a 17.9 következményt (150. o.) az

|fn1 |+
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

| és fn1 +
∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

)

sorok Am-en alkalmas g és f függvényekhez konvergálnak m.m. A megfelelő
sk, fnk

részletösszegeket tekintve, és észrevéve, hogy a háromszög-egyen-
lőtlenség miatt |fnk

| ≤ sk m.m., innen |fnk
| ≤ g m.m. minden k-ra,

fnk
→ f m.m., és |f | ≤ g m.m.
Terjesszük ki f -et és g-t nullaként A komplementumára; akkor az utóbbi

összefüggések az egész téren fennállnak. Minthogy ‖sk‖p ≤ ‖fn1‖p + 1 az
(fnk

) részsorozat választása miatt, a Fatou-lemma alapján (153. o.) g ∈ Lp,
innen pedig f ∈ Lp, hiszen |f | ≤ g m.m. �

Tanulmányozzuk a lépcsős függvények sűrűségét az Lp terekben:

9 Fréchet 1919–20.
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258 21. Integrálható függvények terei

21.3. Lemma.
(a) Legyen f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Létezik olyan (ϕn) lépcsős függvénysorozat

és olyan h ∈ Lp függvény, hogy

|ϕn| ≤ h m.m. minden n-re, és ϕn → f m.m. (21.1)

(b) Ha 1 ≤ p <∞, akkor a lépcsős függvények sűrűek Lp-ben.

*Megjegyzés. A lépcsős függvények nem sűrűek L∞-ben általában, de
sűrűek a gyengébb σ(L∞, L1) lokálisan konvex topológiára nézve, amelyet
a

pg(f) :=
∣∣∣∫ fg dµ

∣∣∣, g ∈ L1

félnormacsalád definiál.10 Tekintsük ugyanis tetszőlegesen adott f ∈ L∞-re
a lemma (a) részében szereplő (ϕn) sorozatot. Akkor ‖(ϕn − f)g‖1 → 0
minden g ∈ L1-re a Lebesgue-féle konvergenciatétel miatt (151. o.).

Bizonyı́tás. Tegyük fel először, hogy 1 ≤ p < ∞. Az f függvény
pozitı́v és negatı́v részét különválasztva feltehető, hogy f ≥ 0 m.m. Alkal-
mazva a 17.15 állı́tás (d) részét (156. o.) fp-re, létezik olyan (ψn) lépcsős
függvénysorozat és olyan g ∈ L1 függvény, hogy

|ψn| ≤ g minden n-re, és ψn → fp

m.m. A ψn függvényt |ψn|-re cserélve az is feltehető, hogy ψn ≥ 0 m.m.

Akkor h := g1/p és ϕn := ψ
1/p
n eleget tesznek (21.1)-nek. Minthogy

|ϕn − f |p ≤ (|ϕn|+ |f |)p ≤ 2php = 2pg ∈ L1

minden n-re, alkalmazva a Lebesgue-féle konvergenciatételt |ϕn − f |p-re a
ϕn → f relációt kapjuk Lp-ben.

Hátra van még (a) igazolása a p =∞ esetben. Rögzı́tsük véges mértékű
An halmazok olyan növekvő sorozatát, hogy f = 0 az ∪An egyesı́tésen
kı́vül.11 Mivel fχAn ∈ L1 minden n-re, rögzı́thető olyan fn lépcsős függvény,
hogy

‖fχAn − fnχAn‖1 < 1/n.
Szükség esetén fn-et a

max{−‖f‖∞,min{‖f‖∞, fn}}

10 Részletesebben tanulmányozzuk majd ezt a topológiát a 21.7. szakaszban, 282. o.
11 Minthogy L∞ elemei a definı́ciónk értelmében mérhetőek, és nemcsak lokálisan

mérhetőek, alkalmazható a 19.5 lemma (186). o.
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21.1. Az Lp terek, 1 ≤ p ≤ ∞ 259

függvénnyel helyettesı́tve az is feltehető, hogy |fn| ≤ ‖f‖∞ m.m. minden
n-re. Minthogy a h := ‖f‖∞ konstans függvény L∞-hez tartozik, elég
(fn)-nek m.m. f -hez konvergáló részsorozatát találnunk.

Minthogy ‖fχA1 − fnχA1‖1 → 0, alkalmazva a Riesz-lemmát létezik
(fn)-nek olyan (f1

n) részsorozata, hogy f1
n → f m.m. A1-en.

Minthogy ‖fχA2 − f1
nχA2‖1 → 0, alkalmazva ismét a Riesz-lemmát

létezik (f1
n)-nek olyan (f2

n) részsorozata, hogy f2
n → f m.m. A2-n. Re-

kurzióval folytatva, majd alkalmazva a Cantor-féle átlós módszert végülis
(fn)-nek olyan (ϕn) részsorozatát kapjuk, amely m.m. f -hez konvergál. �

Igazoljuk most a Hilbert–Schmidt tétel (32. o.) L2-beli változatát. A
19.3. szakaszhoz hasonlóan (188. o.) tekintsünk egy µ × µ szorzatmértéket
X ×X-en.

21.4. Állı́tás. (Hilbert–Schmidt12) Ha a ∈ L2(X ×X), akkor az

(Af)(t) :=
∫
X

a(t, s)f(s) ds, t ∈ X

képlet teljesen folytonos operátort definiál L2(X)-ben.

Bizonyı́tás. Felhasználva a Cauchy–Schwarz egyenlőtlenséget és alkal-
mazva a Tonelli-tételt (191. o.) minden f ∈ L2(X)-re fennáll a következő
becslés:∫

X

∣∣∣∫
X

a(t, s)f(s) ds
∣∣∣2 dt ≤

∫
X

(∫
X
|a(t, s)|2 ds

)
·
(∫
X
|f(s)|2 ds

)
dt

= ‖a‖22 · ‖f‖22.
Így A legfeljebb ‖a‖2 normájú, folytonos operátor L2(X)-ben.

A kompaktság igazolásához rögzı́tsünk a 21.3 lemma alapján olyan (an)
lépcsős függvénysorozatot, hogy an → a L2(X × X)-ben. Megismételve
az előző becslést a helyett an-re és a− an-re azt kapjuk, hogy az

(Anf)(t) :=
∫
X

an(t, s)f(s) ds, t ∈ X

operátorok folytonosak L2(X)-ben, és

‖A−An‖ ≤ ‖a− an‖2 → 0.

Befejezésül elég megmutatnunk hogy az An operátorok véges rangúak. Ek-
kor ugyanis kompaktak is, és az A határértékük is kompakt a 14.29 állı́tás
szerint (80. o.).

12 Hilbert 1906, Schmidt 1907.
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260 21. Integrálható függvények terei

A véges rangúsághoz jegyezzük meg, hogy a szorzatmérték definı́ciója
alapján minden X ×X-en értelmezett lépcsős függvény

(t, s) �→ χJ(t) · χK(s)

alakú függvények véges lineáris kombinációja, ahol J,K ∈M véges mérté-
kű halmazok. Márpedig az ilyen függvényekhez tartozó operátorok képterét
az egyetlen χK függvény generálja. �

A szakasz hátralévő részében néhány fontos speciális esetet tanulmányo-
zunk. Legyen I nyı́lt intervallum, w : I → R pedig a szokásos Lebesgue-
mértékre vonatkozólag mérhető, m.m. nem-negatı́v függvény. Tegyük fel,
hogy w integrálható I minden kompakt részintervallumán13, és jelöljük P-
vel azon korlátos intervallumok félgyűrűjét, amelyeknek a lezárása is I-ben
van. A µ(J) :=

∫
J w dt képlet véges mértéket definiál P-n. Tekintsük a

hozzátartozó integrálelméletet, és jelöljük Lpw-vel a megfelelő Lp tereket. A
w = 1 esetben visszakapjuk a szokásos Lp(I) tereket.

Jelöljük Cc(I)-vel azon folytonos g : I → R függvényeknek a vek-
torterét, amelyek eltűnnek I valamely kompakt részintervallumán kı́vül, vagy-
is azonosan nullával egyenlők I végpontjainak alkalmas környezetében.14

21.5. Állı́tás. Legyen 1 ≤ p <∞.

(a) Az Lpw tér szeparábilis.

(b) Cc(I) sűrű altere Lpw-nek.

(c) Ha I korlátos és w integrálható I-n, akkor az algebrai polinomok sűrűek
Lpw-ben.

(d) Ha |I| ≤ 2π és w integrálható I-n, akkor a trigonometrikus polinomok
sűrűek Lpw-ben.

Bizonyı́tás. Jelöljük Lpw normáját ‖·‖p-vel.
(a) A 21.3 lemma alapján a P-beli intervallumok karakterisztikus függ-

vényei generálják Lpw-t. Ha ezek közül csak a racionális végpontú intervallu-
mokat tekintjük, akkor olyan megszámlálható függvényrendszerhez jutunk,
amely továbbra is generálja Lpw-t.

13 Azt is mondjuk ilyenkor, hogy w lokálisan integrálható.
14 A kompakt részintervallum g-től függhet.
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1

a ba + 1
n b− 1

n

21.1. ábra. gn gráfja

(b) A 21.3 lemma alapján elég minden nem-üres, korlátos J = (a, b)
intervallumhoz olyan Cc(J)-beli (gn) függvénysorozatot találni, amely Lpw-
ben χJ -hez tart. Definiáljuk minden n > 2/(b− a) egészre gn-et a

gn(t) :=




0 ha t ≤ a,

n(t− a) ha a ≤ t ≤ a+ n−1,

1 ha a+ n−1 ≤ t ≤ b− n−1,

n(b− t) ha b− n−1 ≤ t ≤ b,

0 ha t ≤ b

képlettel; lásd a 21.1 ábrát. Akkor

‖χJ − gn‖pp =
∫ b

a
|1− gn(t)|pw(t) dt→ 0

a Lebesgue-féle konvergenciatétel miatt, mert minden n-re

0 ≤ |1− gn|pw ≤ w

m.m.

(c) Tetszőlegesen adott f ∈ Lpw és ε > 0 esetén (b) alapján válasszunk
olyan g ∈ Cc(I) függvényt, amelyre ‖f − g‖p < ε/2. Ezután alkalmazva
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262 21. Integrálható függvények terei

Weierstrass első approximációs tételét (218. o.) válasszunk olyan (pn) poli-
nomsorozatot, hogy ‖g − pn‖∞ → 0. Minthogy

‖f − pn‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖g − pn‖p <
ε

2
+ ‖g − pn‖∞ · ‖1‖p,

elég nagy n-re ‖f − pn‖p < ε.

(d) Tetszőlegesen adott f ∈ Lpw és ε > 0 esetén (b) alapján válasszunk
ismét olyan g ∈ Cc(I) függvényt, amelyre ‖f −g‖p < ε/2. Minthogy |I| ≤
2π, g kiterjeszthető R-en értelmezett 2π-periodikus, folytonos függvénnyé.
Alkalmazva Weierstrass második approximációs tételét (221. o.) válasszunk
olyan (hn) trigonometrikus polinomsorozatot, hogy ‖g − hn‖∞ → 0. Meg-
ismételve a (c)-beli okoskodást elég nagy n-re ‖f − hn‖p < ε adódik. �

*Megjegyzések. Tekintsük a w = 1 speciális esetet.

• A (b) tulajdonság szerint az Lp(I) terek Cc(I) teljessé tételének
tekinthetők a ‖·‖p normára nézve.

• A fenti négy tulajdonság egyike sem teljesül általában L∞(I)-re.
Ugyanis (b), (c) és (d) mindegyike maga után vonná (a)-t, márpedig
L∞(I) nem szeparábilis. Ez könnyen látható az �∞ tér nem-szepa-
rabilitására adott korábbi bizonyı́tásunk adaptációjával (57. o.).

• Másrészt mind a négy tulajdonság érvényben marad, ha L∞(I)-
en a σ(L∞, L1) gyenge topológiát tekintjük. (Lásd a fenti 21.3
lemmát követő megjegyzést.)

A következőkben megmutatjuk, hogy számos korábban bevezetett or-
togonális függvényrendszer teljes; emlékeztetünk ennek a fontosságára a
megfelelő Fourier-sorok konvergenciájának a szempontjából.15

Tekintsük az (f, g) :=
∫
fgw dt skaláris szorzattal ellátott L2

w Hilbert-
teret. Ha a t �→ tkw(t) függvények minden nem-negatı́v k egészre in-
tegrálhatók, akkor az algebrai polinomok mind L2

w-hez tartoznak. 16 Al-
kalmazva a Gram–Schmidt ortogonalizációt 17 az 1, id, id2, . . . függvényso-
rozatra, majd normalizálva a kapott pk polinomokat olyan ortonormált (Pk)
polinomsorozatot kapunk L2

w-ben, hogy deg pk = k minden k-ra.

21.6. Következmény.
(a) Ha I korlátos és w integrálható I-n, akkor (Pk) ortonormált bázis L2

w-
ben.

15 Lásd a 13.7 állı́tást, 19. o.
16 Ez a helyzet például, ha I korlátos és w integrálható I-n.
17 Első kötet, 9.1 állı́tás, 192. o.
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(b) Ha I 2π hosszúságú intervallum, akkor a trigonometrikus rendszer:

e0 =
1√
2π

et e2k−1 =
sin kt√

π
, e2k =

cos kt√
π

, k = 1, 2, . . .

ortonormált bázis L2(I)-ben.

(c) A √
2/π sin kx, k = 1, 2, . . .

függvények ortonormált bázist alkotnak L2(0, π)-ben.

(d) Az

1/
√
π és

√
2/π cos kx, k = 1, 2, . . .

függvények ortonormált bázist alkotnak L2(0, π)-ben.

Bizonyı́tás. A (b), (c), (d)-beli függvények ortonormalitása közvetlen
számolással ellenőrizhető.

(a) és (b) következik az előző állı́tás (c), (d) részeiből és a 13.8 állı́tásból
(22. o.).

(c) Elég megmutatnunk, hogy ha h ∈ L2(0, π) ortogonális a sin kt függ-
vényekre minden k = 1, 2, . . . esetén, akkor h = 0 m.m. A h függvényt
páratlan függvényként (−π, π)-re kiterjesztve olyan H ∈ L2(−π, π) függ-
vényhez jutunk, amely ortogonális a teljes trigonometrikus rendszerre. Ekkor
(b) miatt H = 0 m.m. (−π, π)-n, és ı́gy h = 0 m.m. (0, π)-n.

(d) Elég megmutatnunk, hogy ha h ∈ L2(0, π) ortogonális a cos kt függ-
vényekre minden k = 0, 1, . . . esetén, akkor h = 0 m.m. A h függvényt
páros függvényként (−π, π)-re kiterjesztve olyan H ∈ L2(−π, π) függ-
vényhez jutunk, amely ortogonális a teljes trigonometrikus rendszerre. Ekkor
(b) miatt H = 0 m.m. (−π, π)-n, és ı́gy h = 0 m.m. (0, π)-n. �

*Megjegyzések.

• Az adott pótfeltevések hiányában a (pk) ortogonális polinomsorozat
nem feltétlenül teljes.18 A gyakorlatban fontos Laguerre- és Her-
mite-polinomok azonban teljesek, bár nem teljesı́tik az előző állı́tás
feltételeit.19

18 Nevezetes ellenpéldát mutatott erre Stieltjes 1894.
19 Sztyeklov [Steklov] 1916. Lásd Neumann János bizonyı́tását is Courant–Hilbert 1931

vagy Szegő 1975 könyvében, 81–82. illetve 104–106. o.
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264 21. Integrálható függvények terei

• Minthogy az L2-beli konvergencia nem vonja maga után a m.m.
konvergenciát általában, a Fourier-sorok konvergenciájáról szóló
13.8 állı́tásból nem következik a m.m. konvergencia. Mindazonáltal
Carleson bebizonyı́totta, hogy ha I 2π hosszúságú intervallum, ak-
kor bármely f ∈ L2(I) függvény trigonometrikus Fourier-sora
m.m. konvergál f -hez. 20

• Alkalmazva Haar ekvikonvergenciatételét hasonló eredmény érvé-
nyes a Legendre-polinomok szerinti sorfejtésekre is.21

21.2. * Kompakt halmazok

Ebben a szakaszban jellemezzük az Lp-beli kompakt halmazokat az R-
beli szokásos Lebesgue-mérték esetén. Akárcsak az előző fejezetben (20.7
állı́tás, 227. o.), elég a teljesen korlátos halmazokat jellemeznünk.

21.7. Állı́tás. (Riesz M.22) Legyen 1 ≤ p <∞. Az Lp(R)-beli F halmaz
pontosan akkor teljesen korlátos, ha eleget tesz a következő két feltételnek:

sup
f∈F

∫
|t|>R

|f(t)|p dt→ 0 ha R→∞

és

sup
f∈F

∫ ∞

−∞
|f(t)− f(t+ h)|p dt→ 0 ha h→ 0.

Vezessük be a kényelem kedvéért az eltolt fh(t) := f(t+h) függvénye-
ket, és ı́rjuk át a feltételeinket a következő formába:

sup
f∈F

‖f‖Lp(R\[−R,R] → 0 ha R→∞ (21.2)

és

sup
f∈F

‖f − fh‖p → 0 ha h→ 0. (21.3)

20 Carleson 1966. Ezzel igazolta Luzin [Lusin] 1913 régi sejtését. Carleson tételét Hunt
1967 általánosı́totta az Lp esetre, ahol p > 1.

21 Haar 1918. Ilyen jellegű ekvikonvergenciatételt már Liouville is igazolt 1837-ben.
Az eredmény érvényben marad minden klasszikus ortogonális polinomsorozatra is: lásd Joó–
Komornik 1983, Komornik 1984, 1986.

22 Riesz M. 1933.
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A szükségesség bizonyı́tása. Első lépés. Ha f ∈ Lp és 1 ≤ p < ∞,
akkor

‖f‖Lp(R\[−R,R] → 0 ha R→∞

és

‖f − fh‖p → 0 ha h→ 0.

Ugyanis a

gn(t) :=

{
|f(t)|p ha |t| ≤ n,

0 ha |t| > n

függvények integrálhatók, |gn| ≤ |f |p és gn → 0 m.m., tehát a Lebesgue-
féle konvergenciatétel alapján

0 ≤
∫
|t|>R

|f(t)|p dt ≤
∫ ∞

−∞
g[R](t) dt→ 0,

ha R → ∞. (Itt [R]-szel R egész részét jelöljük.) Ez bizonyı́tja az első
relációt.

A második reláció nyilvánvaló, ha f valamely korlátos intervallum ka-
rakterisztikus függvénye. A háromszög-egyenlőtlenség alapján tetszőleges
lépcsős függvényre is érvényben marad. Végül tetszőleges f ∈ Lp és ε > 0
esetén válasszunk olyan g lépcsős függvényt, amelyre ‖f − g‖p < ε. Akkor
‖fh − gh‖p < ε is fennáll minden h-ra. Ha h elég közel van nullához, akkor
‖g − gh‖p < ε, tehát

‖f − fh‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖g − gh‖p + ‖gh − fh‖p < 3ε.

Második lépés. Ha F teljesen korlátos, akkor minden rögzı́tett ε >
0-hoz befedhető véges sok ε sugarú gömbbel; jelöljük ezek középpontjait
f1, . . . , fm-mel.

Az első lépés miatt létezik olyan R > 0 és δ > 0, hogy

‖fi‖Lp(R\[−R,R] < ε,

és
‖fi − fi,h‖p < ε ha |h| < δ

i = 1, . . . ,m-re.
Minden f ∈ F hozzátartozik egy ilyen Bε(fi) gömbhöz, úgyhogy

‖f‖Lp(R\[−R,R] ≤ ‖f − fi‖Lp(R\[−R,R] + ‖fi‖Lp(R\[−R,R] < 2ε,
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és
‖f − fh‖p ≤ ‖f − fi‖p + ‖fi − fi,h‖p + ‖fi,h − fh‖p < 3ε,

ha |h| < δ. �

Az elégségesség bizonyı́tása. Első lépés. Sztyeklov23 regularizálási el-
járását használva visszavezetjük a problémát a folytonos függvények esetére.
Legyen tehát

(Srf)(t) :=
1
r

∫ r

0
f(t+ s) ds, f ∈ Lp, r > 0.

Igazoljuk először az alábbi becsléseket:

‖Srf‖∞ ≤ r−1/p‖f‖p; (21.4)

|(Srf)(t)− (Srf)(t+ h)| ≤ r−1/p‖f − fh‖p (21.5)

minden t ∈ R-re;

‖f − Srf‖p ≤ sup
0<h≤r

‖f − fh‖p. (21.6)

Az első becslés a Hölder-egyenlőtlenség alkalmazásával adódik:

|(Srf)(t)| ≤ r−1

∫ r

0
|f(t+ s)| ds ≤ r−1/p‖f‖Lp(t,t+r) ≤ r−1/p‖f‖p

minden t ∈ R-re. A (21.5) becslést megkapjuk, ha (21.4)-et f helyett f−fh-
ra alkalmazzuk. Végül

|(f − Srf)(t)| =
∣∣∣r−1

∫ r

0
f(t)− f(t+ s) ds

∣∣∣
≤ r−1/p

(∫ r

0
|f(t)− f(t+ s)|p ds

)1/p

minden t-re, és ı́gy∫ ∞

−∞
|(f − Srf)(t)|p dt ≤ r−1

∫ ∞

−∞

∫ r

0
|f(t)− f(t+ s)|p ds dt

= r−1

∫ r

0

∫ ∞

−∞
|f(t)− f(t+ s)|p dt ds

≤ sup
0<h≤r

‖f − fh‖pp.

Ez igazolja (21.6)-ot.

23 Sztyeklov [Steklov] 1911.
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Második lépés. Elég tetszőlegesen rögzı́tett ε > 0-ra befednünk F-et
véges sok, legfeljebb 3ε sugarú gömbbel.

Felhasználva (21.2)-t legyen R > 0 olyan szám, hogy

‖f‖Lp(R\[−R,R] < ε minden f ∈ F-re.

Azután (21.3) és (21.6) alapján legyen r > 0 olyan kis szám, hogy

‖f − Srf‖p < ε minden f ∈ F-re.

A (21.4) és (21.5) tulajdonságok szerint az {Srf : f ∈ F} függvényrendszer
egyenletesen korlátos és egyszerre folytonos. Alkalmazva a [−2R, 2R] inter-
vallumon az Arzelà–Ascoli tételt (227. o.) léteznek tehát olyan [−2R, 2R]-
en folytonos g1, . . . , gm függvények, hogy minden f ∈ F függvény eleget
tesz alkalmas i indexre az

|Srf − gi| ≤ (2R)−1/pε [−2R, 2R]-en (21.7)

feltételnek. A gi függvényeket nullaként R-re kiterjesztve Lp-beli f1,. . . , fm
függvényeket kapunk. Elég megmutatnunk, hogy ‖f − fi‖p < 3ε minden
f ∈ F-re, ahol az i index ugyanaz, mint (21.7)-ben.

Ennek igazolására használjuk fel a háromszög-egyenlőtlenséget, R, r
definı́cióját, végül pedig i választását:

‖f − fi‖p = ‖f‖Lp(R\[−R,R]) + ‖f − gi‖Lp(−R,R)

< ε+ ‖f − Srf‖Lp(−R,R) + ‖Srf − gi‖Lp(−R,R)

< 2ε+ (2R)1/p‖Srf − gi‖L∞(−R,R)

≤ 3ε. �

21.3. * Konvolúció

Az eddigiek során már számos alkalommal alkalmaztunk∫
f(s)g(t− s) ds

alakú integrálokat adott függvények regularizálására, vagyis simább függ-
vényekkel való közelı́tésére: gondoljuk Landau és de la Vallée-Poussin mód-
szereire, a Dirichlet- és Fejér-magokra az előző fejezetből, vagy a Sztyeklov-
függvényekre az előző szakaszból. Ilyen integrálok gyakran előfordulnak
a parciális differenciálegyenletek elméletében is. Haar Alfréd nevezetes
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eredménye lehetővé tette ennek a technikának a kiterjesztését minden to-
pologikus csoportra is. 24 A jelen szakaszban csak egy kis ,,ı́zelı́tőt” tudunk
adni ebből a kérdéskörből.25

21.8. Állı́tás. Legyen 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ három olyan szám, hogy
1
p
+

1
q
=

1
r
+ 1,

és legyen f ∈ Lp(RN ), g ∈ Lq(RN ).

(a) Az

(f ∗ g)(x) :=
∫

f(x− y)g(y) dy

képlet egy f ∗ g ∈ Lr(RN ) függvényt definiál, és

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.
(b) Ha f = 0 m.m. az A halmazon kı́vül és g = 0 m.m. a B halmazon

kı́vül, akkor f ∗ g = 0 m.m. az

A+B := {a+ b ∈ RN : a ∈ A és b ∈ B}
halmazon kı́vül.

Definı́ció. Az f ∗ g függvényt f és g konvolúciójának vagy konvolúció-
szorzatának nevezzük.26

Megjegyzések.
• A definı́cióból következik, hogy a konvolúció kommutatı́v: f ∗g =

g ∗ f .
• Teljes indukcióval igazolható, hogy ha valamilyen k ≥ 2 egészre

f1 ∈ Lp1(RN ), . . . , fk ∈ Lpk(RN ),

ahol a 1 ≤ p1, . . . , pk, r ≤ ∞ számok eleget tesznek az
1
p1

+ · · ·+ 1
pk

=
1
r
+ k − 1

feltételnek, akkor g := f1 ∗ (· · · ∗ fk) . . . ) ∈ Lr(RN ), és

‖g‖r ≤ ‖f1‖p1 . . . ‖fk‖pk
.

24 Haar 1933.
25 Sok kiegészı́tés és alkalmazás található a következő munkákban: Brezis 1983,

Hörmander 1963, 1983, Katznelson 1976, Rudin 1962, 1973, 1986, L. Schwartz 1966, Weil
1940.

26 Fourier 1822.
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Ráadásul igazolható az (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) asszociativitás is,
úgyhogy elhagyhatók a zárójelek g definı́ciójából.

A kitevőkre vonatkozó feltétel a konjugált kitevőket használva
az ekvivalens és egyszerűbb

1
p′1

+ · · ·+ 1
p′k

=
1
r′

alakban is ı́rható.

Az (a) rész bizonyı́tása. Az (x, y) �→ f(x−y)g(y) függvény mérhető-
sége könnyen látható.

(i) Az r = ∞ eset a Hölder-egyenlőtlenségből adódik. Tegyük fel
ezentúl, hogy r <∞. Mivel p ≤ r és q ≤ r, ekkor p és q is végesek.

(ii) Tanulmányozzuk először azt az esetet, amikor f és g nem-negatı́vak
és integrálhatóak. Tonelli tételét alkalmazva az∫

(f ∗ g)(x) dx =
∫ (∫

f(x− y)g(y) dy
)
dx

=
∫ (∫

f(x− y)g(y) dx
)
dy

=
∫ (∫

f(x− y) dx
)
g(y) dy

= ‖f‖1 · ‖g‖1 <∞

egyenlőséget nyerjük. Tehát f ∗ g ∈ L1(RN ), és

‖f ∗ g‖1 = ‖f‖1 · ‖g‖1. (21.8)

(iii) Az általános esetre térve fogadjuk el ideiglenesen a következő e-
gyenlőtlenséget:

(|f | ∗ |g|)r ≤ ‖f‖r−pp · ‖g‖r−qq ·
(
|f |p ∗ |g|q

)
m.m. (21.9)

A jobboldal az előző lépés alapján integrálható. Ezért |f | ∗ |g| ∈ Lr(RN ),
vagyis ∫ (∫

|f(x− y)g(y)| dy
)r

dx <∞.

Innen speciálisan adódik, hogy az

y �→ f(x− y)g(y)

függvény m.m. x-re integrálható. Tehát f ∗ g m.m. értelmezve van.
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Ezután (21.8) és (21.9) alkalmazásával a következő becslést kapjuk:∫
|(f ∗ g)(x)|r dx =

∫ ∣∣∣∫ f(x− y)g(y) dy
∣∣∣r dx

≤
∫ (∫

|f(x− y)g(y)| dy
)r

dx

= ‖|f | ∗ |g|‖rr
≤ ‖f‖r−pp · ‖g‖r−qq · ‖|f |p ∗ |g|q‖1
= ‖f‖rp · ‖g‖rq.

Ebből f ∗ g ∈ Lr(RN ) és ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

(iv) Hátra van a (21.9) egyenlőtlenség igazolása. Bevezetve a p és q
kitevők p′ és q′ konjugáltjait,

1
p′

+
1
q′

+
1
r
= 1.

Minthogy

1− p

r
= p

(1
p
− 1

r

)
= p

(
1− 1

q

)
=

p

q′

és

1− q

r
= q

(1
q
− 1

r

)
= q

(
1− 1

p

)
=

q

p′
,

m.m. fennáll a következő egyenlőség:

|f(x− y)g(y)| =
(
|f(x− y)|p

)1/q′(|g(y)|q)1/p′(|f(x− y)|p|g(y)|q
)1/r

.

Alkalmazva a Hölder-egyenlőtlenséget innen m.m. x-re adódik az(
|f | ∗ |g|

)
(x) ≤ ‖f‖p/q′p · ‖g‖q/p′q ·

∣∣(|f | ∗ |g|)(x)∣∣1/r
egyenlőtlenség, ebből pedig a keresett becslés:∣∣(|f | ∗ |g|)(x)∣∣r ≤ ‖f‖rp/q′p · ‖g‖rq/p′q ·

(
|f | ∗ |g|

)
(x)

= ‖f‖r−pp · ‖g‖r−qq ·
(
|f |p ∗ |g|q

)
(x). �

A (b) rész bizonyı́tása. Ha (f ∗g)(x) értelmezve van valamely x /∈ A+
B-re, akkor x−y /∈ A minden y ∈ B-re. Következésképpen f(x−y)g(y) =
0 m.m. y ∈ RN -re, tehát (f ∗ g)(x) = 0. �
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x

y

x + y

21.2. ábra. Egyenletes konvexség

21.4. Egyenletesen konvex terek

Az euklideszi terek fontos tulajdonsága a paralelogramma-azonosság.
Az 1 < p < ∞ esetben az Lp terek rendelkeznek ennek az azonosságnak
egy gyengı́tett, de azért még nagyon hasznos változatával.

Definı́ció. AZ X normált tér egyenletesen konvex27, ha minden ε > 0-
hoz van olyan δ > 0 szám, hogy ha két x, y ∈ X vektorra

‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 és ‖x+ y‖ > 2− δ,

akkor

‖x− y‖ < ε.

(Lásd a 21.2 ábrát.)

Példák.

• Minden euklideszi tér egyenletesen konvex, mert a következők sze-
rint a δ := ε2/4 választás megfelel:

‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2 < 4− (2− δ)2 < 4δ.

27 Clarkson 1936.
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• Az �1 tér nem egyenletesen konvex, ugyanis

‖e1‖ = ‖e2‖ = 1 és ‖e1 + e2‖ = ‖e1 − e2‖ = 2,

úgyhogy ε < 2-höz nem létezik alkalmas δ > 0.
• Az �∞ tér sem egyenletesen konvex, ugyanis az x := e1 + e2 és

y := e1 − e2 vektorokra

‖x‖ = ‖y‖ = 1 és ‖x+ y‖ = ‖x− y‖ = 2,

tehát ε < 2-höz nem létezik alkalmas δ > 0.

Másrészt az �p terek egyenletesen konvexek, ha 1 < p < ∞. Általáno-
sabban fennáll a

21.9. Állı́tás. Legyen (X,M, µ) tetszőleges mértéktér és 1 < p < ∞.
Akkor Lp(X,M, µ) egyenletesen konvex.28

Bizonyı́tás.
Első lépés. Ha x és y különböző valós számok, akkor∣∣∣x+ y

2

∣∣∣p <
|x|p + |y|p

2
a t �→ |t|p függvény szigorú konvexitása miatt.

Második lépés. Tetszőleges ε > 0-ra jelöljük G = G(ε)-nal az

|x|p + |y|p
2

−
∣∣∣x+ y

2

∣∣∣p
kifejezés minimumát az{

(x, y) ∈ R2 : |x|p + |y|p = 2 és
∣∣∣x− y

2

∣∣∣p ≥ ε
}

kompakt halmazon. Az előző lépés miatt G > 0. Innen homogenitási meg-
gondolással adódik, hogy ha az x, y valós számokra∣∣∣x− y

2

∣∣∣p ≥ ε
|x|p + |y|p

2
,

akkor

G
|x|p + |y|p

2
≤ |x|

p + |y|p
2

−
∣∣∣x+ y

2

∣∣∣p.
Harmadik lépés. Tetszőlegesen adott ε > 0-hoz elég olyan δ > 0-t

találnunk, hogy ha az f, g ∈ Lp függvényekre∫
|f |p dx ≤ 1,

∫
|g|p dx ≤ 1 és

∫ ∣∣∣f + g

2

∣∣∣p dx > 1− δ,

28 Clarkson 1936. Az alábbi bizonyı́tást McShane 1950 adta.
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akkor ∫ ∣∣∣f − g

2

∣∣∣p dx < 2ε.

Bevezetve az

M :=
{∣∣∣f − g

2

∣∣∣p ≥ ε
|f |p + |g|p

2

}
halmazt és felhasználva a t �→ |t|p függvény konvexitását, az előző lépés
alkalmazásával a következő becsléshez jutunk:∫

X

∣∣∣f − g

2

∣∣∣p dx
=
∫
X\M

∣∣∣f − g

2

∣∣∣p dx+
∫
M

∣∣∣f − g

2

∣∣∣p dx
≤ ε

∫
X\M

|f |p + |g|p
2

dx+
∫
M

|f |p + |g|p
2

dx

≤ ε

∫
X\M

|f |p + |g|p
2

dx+
1
G

∫
M

( |f |p + |g|p
2

−
∣∣∣f + g

2

∣∣∣p) dx

≤ ε

∫
X

|f |p + |g|p
2

dx+
1
G

∫
X

( |f |p + |g|p
2

−
∣∣∣f + g

2

∣∣∣p) dx

≤ ε+
1
G
− 1− δ

G

= ε+
δ

G
.

Innen a δ < εG választással a keresett konklúzió adódik. �

A Hilbert térbeli merőleges vetı́tés tételének (10. o.) a következő variánsa
minden egyenletesen konvex Banach-térben érvényes:

21.10. Állı́tás. (Szőkefalvi-Nagy29) Legyen K nem-üres konvex zárt hal-
maz az egyenletesen konvex X Banach-térben. Minden x ∈ X-hez létezik
pontosan egy, tőle minimális távolságra lévő y pont K-ban.

Bizonyı́tás.
Létezés. Az eredmény x ∈ K-ra nyilvánvaló. Legyen ezentúl x /∈ K, és

válasszunk egy minimizáló (yn) sorozatot: yn ∈ K és

‖x− yn‖ → d := dist (x,K).

29 Szőkefalvi-Nagy 1942.
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Vezessük be a

tn := 1/‖x− yn‖ és zn := tn(x− yn)

jelöléseket, akkor ‖zn‖ = 1 minden n-re. Felhasználva továbbá K kon-
vexitását és d értelmezését a

‖zn + zm‖ = ‖tn(x− yn) + tm(x− ym)‖

= (tn + tm)
∥∥∥x− ( tn

tn + tm
yn +

tm
tn + tm

ym

)∥∥∥
≥ (tn + tm)d
→ 2

relációhoz jutunk. Az egyenletes konvexitás miatt innen adódik, hogy (zn)
Cauchy-sorozat; a tér teljessége miatt tehát konvergál valamely z ∈ X pont-
hoz. Következésképpen

yn = x− zn
tn
→ x− z

d
=: y.

Akkor y ∈ K, mert K zárt, és ‖x− y‖ = lim‖x− yn‖ = d.

Unicitás. Ha y, y′ ∈ K és ‖x−y‖ = ‖x−y′‖ = d, akkor az y2n−1 := y
és y2n := y′, n = 1, 2, . . . képletek minimalizáló sorozatot definiálnak.
Az előző lépésben látottak alapján ez a sorozat konvergens, ami csak úgy
lehetséges, ha y = y′. �

*Példák. Az L1 és L∞ terekben több minimális távolságra lévő pont is
lehet, úgyhogy ezek a terek nem egyenletesen konvexek 30:

• Tekintsük X = L1(−1, 1)-ben a nulla integrálú függvények M
zárt lineáris alterét, és a konstans g = 1 függvényt. Akkor

‖g − f‖1 =
∫ 1

−1
|1− f(t)| dt ≥

∫ 1

−1
1− f(t) dt = 2

minden f ∈ M -re, és az egyenlőség áll fenn minden olyan f ∈
M függvényre, amelyikre f ≤ 1 m.m. Ezért a dist (g,M) = 2
távolság végtelen sok pontban felvétetik.

• X = L∞(−1, 1)-ben a [−1, 0] intervallumban m.m. eltűnő függ-
vények M zárt lineáris alteret alkotnak. Ha g = 1, akkor

‖g − f‖∞ ≥ ‖g − f‖L∞(−1,0) = 1

30 Hasonló példákat adtunk korábban R2-ben: Topológia, 76–77. o.
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21.4. Egyenletesen konvex terek 275

minden f ∈ M -re, és az egyenlőség teljesül minden olyan f ∈ M
függvényre, amelyikre 0 ≤ f ≤ 2 m.m. Ezért a dist (g,M) = 2
távolság végtelen sok pontban felvétetik.

Egyenletesen konvex terekben kiegészı́thető az 14.15 állı́tás (60. o.) az
erős és gyenge konvergencia kapcsolatáról:

21.11. *Állı́tás. (Radon–Riesz31) Egyenletesen konvex normált terekben

xn → x ⇐⇒ xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖.

Bizonyı́tás. A =⇒ implikációt már megmutattuk (minden normált térre)
a 14.15 állı́tásban. A fordı́tott irány igazolásához tegyük fel, hogy ‖x‖ > 0
(az x = 0 eset nyilvánvaló); akkor ‖xn‖ > 0 minden elég nagy n-re. Az
xn ⇀ x és ‖xn‖ → ‖x‖ feltevésekből következik, hogy

xn
‖xn‖

+
x

‖x‖ ⇀ 2
x

‖x‖ .

Minthogy a határérték normája 2-vel egyenlő, a 14.15 állı́tás (f) része miatt
tetszőlegesen rögzı́tett δ > 0 esetén∥∥∥ xn

‖xn‖
+

x

‖x‖

∥∥∥ > 2− δ

ha n elég nagy. Az egyenletes konvexitás definı́ciója miatt innen∥∥∥ xn
‖xn‖

− x

‖x‖

∥∥∥→ 0.

Következésképpen

xn = ‖xn‖ ·
xn
‖xn‖

→ ‖x‖ · x

‖x‖ = x. �

*Megjegyzések.

• Emlékeztetünk arra (63. o.), hogy az ekvivalencia nem teljesül pél-
dául a c0 és �∞ terekben.

• Emlékeztetünk arra is, hogy az �1, bár nem egyenletesen konvex,
rendelkezik a Radon–Riesz tulajdonsággal. (Lásd a 14.19 állı́tást,
64. o.).

• E példa kivételes: hamarosan látni fogjuk (285. o.), hogy L1(−π, π)
nem rendelkezik a Radon–Riesz tulajdonsággal.

31 Hildebrandt 1912–13 (�p), Radon 1913 (1358. o.: Lp), Riesz 1913 (58–59. o.: �p),
1928–29 (egyszerű bizonyı́tás Lp-re).
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276 21. Integrálható függvények terei

• Kadec tétele szerint32 minden szeparábilis Banach-térnek van Ra-
don–Riesz tulajdonságú ekvivalens normája.

21.5. Reflexivitás

A C(K) terekkel szemben az Lp terek többségükben reflexı́vek:

21.12. Állı́tás. (Clarkson33) Tetszőleges (X,M, µ) mértéktér és 1 <
p <∞ esetén az Lp(X,M, µ) terek reflexı́vek.

A 21.9 állı́tás fényében elegendő ehhez igazolni a következőt:

21.13. Állı́tás. (Milman–Pettis34) Minden egyenletesen konvex Banach-
tér reflexı́v.

*Megjegyzés. Ez az eredmény megvilágı́tja a 14.25 állı́tás (c) részének
és a 21.10 állı́tásnak a kapcsolatát is a konvex, zárt halmazoktól való távolság
felvételével kapcsolatban (75 és 273. o.).

Bizonyı́tás. Tekintsük a 14.21 állı́tásbeli J : X → X ′′ kanonikus izo-
metriát (67. o.). Minthogy J homogén, elég megmutatni, hogy ha Φ ∈ X ′′
és ‖Φ‖ = 1, akkor alkalmas x ∈ X-re Jx = Φ.

Jelöljük X és X ′′ zárt egységgömbjét B-vel és B′′-vel. Goldstein tétele
alapján (113. o.) van olyan B-beli (xn) háló, hogy J(xn)→ Φ a σ(X ′′, X ′)
topológiában. Ebből következik, hogy a ,,megduplázott” háló 2Φ-hez tart:

J(xm + xn) = J(xm) + J(xn)→ 2Φ.

Következésképpen
‖xm + xn‖ → ‖2Φ‖ = 2.

Az ellenkező esetben volna ugyanis olyan részháló, amely valamely 0 <
α < 2-re az αB′′ gömbhöz tartozna. A Banach–Alaoglu tétel miatt (113. o.)
ez a gömb kompakt, és ı́gy zárt halmaz volna a szeparált σ(X ′′, X ′) topo-
lógiában. Akkor azonban a Φ választásának ellentmondó ‖2Φ‖ ≤ α < 2
egyenlőtlenséget kapnánk.

32 Kadec 1958, 1959. Lásd még [38].
33 Clarkson 1936.
34 Milman 1938, Pettis 1939. A jelen bizonyı́tást nézve lásd Lindenstrauss–Tzafriri

1979, 61. o.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



21.5. Reflexivitás 277

Minthogy X egyenletesen konvex, a fentiek alapján (xn) Cauchy-háló
X-ben. Mivel X teljes, e háló konvergál valamely x ∈ X ponthoz. Ak-
kor J(xn) → J(x) a σ(X ′′, X ′) topológiában e topológia definı́ciója miatt.
Azonban J(xn) → Φ is teljesül, úgyhogy e topológia szeparáltsága folytán
Φ = J(x). �

Az L1 és L∞ terek általában nem reflexı́vek:

*Példák.
• Az előző fejezetben többféleképpen is igazoltuk, hogy C([0, 1])

nem reflexı́v. Minthogy C([0, 1]) az L∞(0, 1) tér altere, a 15.22
állı́tás (116. o.) szerint L∞(0, 1) sem lehet reflexı́v.

• Az L1(0, 1) tér nem reflexı́v, mert léteznek olyan ϕ ∈ (L1(0, 1))′
lineáris funkcionálok, amelyek normája nem vétetik fel (lásd a 14.25
állı́tást, 75. o.). Legyen például

ϕ(f) :=
∫ 1

0
tf(t) dt, f ∈ L1(0, 1).

A

|ϕ(f)| ≤
∫ 1

0
t|f(t)| dt ≤

∫ 1

0
|f(t)| dt = ‖f‖1 (21.10)

becslés mutatja, hogy ‖ϕ‖ ≤ 1. Másrészt az

fn := nχ[1−n−1,1]

függvények (lásd a 21.3 ábrát) egy normájúak, és |ϕ(fn)| → 1,
tehát ‖ϕ‖ = 1. Azonban ez a norma nem vétetik fel, ugyanis a
(21.10)-beli második egyenlőtlenség minden nem-nulla függvényre
szigorú.

• L1(X,M, µ) azért sem reflexı́v a legtöbb mértéktér esetén, mert
tartalmaz gyengén konvergens részsorozat nélküli korlátos soroza-
tokat. (Lásd a 14.23 tételt, 70. o.). Ha ugyanis léteznek 0 <
µ(An) < ∞ tulajdonságú diszjunkt halmazok, akkor az fn :=
µ(An)−1χAn függvények korlátos sorozatának nincs gyengén kon-
vergens részsorozata. Tetszőleges (fnk

) részsorozatra tekintsük
ugyanis a

ϕ(f) :=
∞∑
k=1

(−1)k
∫
Ank

f dµ

képlettel definiált ϕ ∈ (L1(X))′ lineáris funkcionált: ϕ(fnk
) =

(−1)k minden k-ra, tehát a (ϕ(fnk
)) számsorozat nem konvergens.
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21.3. ábra. nχ[1−n−1,1] gráfja

A reflexivitás kérdésére még visszatérünk a következő szakaszban.

21.6. Az Lp terek duálisai

Ebben a szakaszban általánosı́tjuk az (�p)′ = �q relációkat (14.13 állı́tás,
57. o.). Ha 1 ≤ p, q ≤ ∞ konjugált kitevők, akkor a

(jg)(f) :=
∫
X

fg dµ

képlet folytonos lineáris funkcionált definiál Lp-n minden g ∈ Lq-ra. Az
integrál ugyanis értelmezve van a Hölder-egyenlőtlenség miatt, és

|(jg)(f)| ≤ ‖g‖q · ‖f‖p.
Következésképpen

jg ∈ (Lp)′ és ‖jg‖ ≤ ‖g‖q.
Innen az is adódik, hogy j : Lq → (Lp)′ legfeljebb egy normájú, folytonos
lineáris leképezés.
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21.6. Az Lp terek duálisai 279

21.14. Tétel. Legyen (X,M, µ) tetszőleges mértéktér, és 1 ≤ p, q ≤ ∞
konjugált kitevők.

(a) A j : Lq → (Lp)′ leképezés lineáris izometria.35

(b) (Riesz36) Ha 1 < p <∞, akkor j : Lq → (Lp)′ izometrikus izomorfiz-
mus.

(c) (Steinhaus37) Ha X mérhető, akkor j : L∞ → (L1)′ izometrikus
izomorfizmus.

Bizonyı́tás.
(a) Csak a ‖jg‖ ≥ ‖g‖q egyenlőtlenség igazolása van hátra38; ehhez

feltehetjük, hogy ‖g‖q > 0.
Az 1 < p <∞ esetben az

f := |g|q−1 sgn g

függvényre
f ∈ Lp és ‖f‖p = ‖g‖q−1

q > 0
teljesül, mert

‖f‖pp =
∫
|f |p dµ =

∫
|g|p(q−1) dµ =

∫
|g|q dµ = ‖g‖qq = ‖g‖p(q−1)

q .

Következésképpen

(jg)(f) =
∫
|g|q dµ = ‖g‖qq = ‖g‖q · ‖f‖p,

ahonnan ‖jg‖ ≥ ‖g‖q, hiszen ‖f‖p > 0.
Ha p =∞, akkor bevezetve az f := sgn g ∈ L∞ függvényt

‖g‖1 =
∫
|g| dµ = (jg)(f) ≤ ‖jg‖ · ‖f‖∞ = ‖jg‖.

Ha végül p = 1, akkor tetszőlegesen rögzı́tett c < ‖g‖∞ számra az

A := {x ∈ X : |g(x)| ≥ c}

35 A p = 1 esetben lényeges, hogy a definı́ciónk értelmében L∞ elemei mérhető, és
nem csupán lokálisan mérhető függvények.

36 Riesz 1910b X = [0, 1]-re, Nikodým 1931, McShane 1950.
37 Steinhaus 1919 X = [0, 1]-re, Dunford 1938. Emlékeztetünk arra, hogy a mi termi-

nológiánkban X mérhetősége ekvivalens X σ-végességével.
38 Az X = R esetben szép direkt bizonyı́tást ismertet Riesz és Szőkefalvi-Nagy 1988.
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280 21. Integrálható függvények terei

halmaz pozitı́v mértékű. Alkalmazva a 19.5 lemmát (186. o.) létezik olyan
B ⊂ A halmaz, amelyre 0 < µ(B) <∞. Akkor f := χB sgn g ∈ L1, és

cµ(B) ≤
∫

fg dµ = (jg)(f) ≤ ‖jg‖ · ‖f‖1 = ‖jg‖ · µ(B).

Innen c ≤ ‖jg‖ minden c < ‖g‖∞-re, tehát ‖g‖∞ ≤ ‖jg‖(<∞).

(b) Igazolnunk kell, hogy j szuperjektı́v. Minthogy j izometria és Lq

teljes, az R(j) értékkészlet (Lp)′ zárt altere. A sűrűségének az igazolásához
elég megmutatnunk a 14.9 következmény szerint (53. o.), hogy ha Φ ∈ (Lp)′′
ortogonális R(j) ⊂ (Lp)′-re, akkor Φ = 0. Minthogy Lp reflexı́v, (Lp)′′-t
Lp-vel azonosı́tva igazolnunk kell, hogy ha f ∈ Lp és

∫
fg dµ = 0 minden

g ∈ Lq-re, akkor f = 0.
Bevezetve a

g := |f |p−1 sgn f

függvényt, és megismételve az előző pontbeli számolást p és q szerepének a
felcserélésével, azt kapjuk, hogy

g ∈ Lq és 0 =
∫

fg dµ =
∫
|f |p dµ.

Ebből következik, hogy f = 0 m.m.

* (c) Igazolnunk kell ismét, hogy j szuperjektı́v.39 Tetszőlegesen adott
ϕ ∈ (L1)′ esetén legyen

ν(A) := ϕ(χA)
minden véges mértékű A halmazra. Ha A = ∪∗An, ahol az An halmazok is
véges mértékűek, akkor

∑
χAn = χA L1-ben a 17.9 következmény szerint

(150. o.), és ı́gy ϕ ∈ (L1)′ folytán ν előjeles mérték. Alkalmazva a pozitı́v és
negatı́v részére a 17.18 állı́tást (162. o.) ν kiterjeszthető valamely σ-gyűrűn
értelmezett előjeles mértékké. Ez a σ-gyűrű (valójában X mérhetősége miatt
σ-algebra) a konstrukció alapján tartalmazzaM-et.

Vegyük észre, hogy ν - µ. Ha ugyanis µ(A) = 0, akkor χA = 0 m.m.,
és ı́gy

ν(A) = ϕ(χA) = 0.
Minthogy a feltevésünk szerint X mérhető, alkalmazhatjuk a Radon–Niko-
dým tételt (201. o.): létezik olyan mérhető g függvény, hogy

ν(A) =
∫
A
g dµ (21.11)

39 Az itt következő meggondolást 1 < p < ∞ esetén is alkalmazhatjuk: lásd Dunford–
Schwartz 1957.
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minden véges mértékű A halmazra.
Mutassuk meg, hogy g ∈ L∞. Tetszőlegesen adott c < ‖g‖∞ számra az

{x ∈ X : g(x) ≥ c} és {x ∈ X : −g(x) ≥ c}
halmazok közül legalább az egyik pozitı́v mértékű, és ekkor tartalmaz, akár-
csak az (a) részben, pozitı́v véges mértékű B halmazt. Ha például g ≥ c B-n
(a másik eset analóg), akkor

cµ(B) ≤
∫
B
g dµ = ϕ(χB) ≤ ‖ϕ‖ · ‖χB‖1 = ‖ϕ‖ · µ(B).

Innen c ≤ ‖ϕ‖ minden c < ‖g‖∞-re, tehát ‖g‖∞ ≤ ‖ϕ‖(<∞).
A (21.11) összefüggésből a linearitás miatt könnyen adódik, hogy

ϕ(f) =
∫
X

fg dµ

minden f lépcsős függvényre. Minthogy a lépcsős függvények sűrűek L1-
ben a 17.14 állı́tás szerint (155. o.), ez az egyenlőség ϕ folytonossága miatt
minden f ∈ L1-re is érvényben marad. �

*Megjegyzések.

• Ha X nem mérhető, akkor a j : L∞ → (L1)′ izometria nem szu-
perjektı́v, mert a ϕ(f) :=

∫
fdµ formula által definiált ν előjeles

mérték nem mérhető tartójú.40 J. Schwartz, majd Ellis és Snow 41

jellemezték (L1)′-t az általános esetben is.
• Hildebrandt és Fichtenholz–Kantorovics jellemezték (L∞)′-t.42

• A j : L1 → (L∞)′ leképezés csak degenerált esetekben szuper-
jektı́v. Ezt már láttuk a j : �1 → (�∞)′ esetben (60. o.). A
j : L1(0, 1) → (L∞(0, 1))′ esetben ez abból is következik, hogy
L1(0, 1) semmilyen normált térnek nem lehet a duális tere. Ez a
Banach–Alaoglu és a Krein–Milman tétel következménye, akárcsak
a c0-ra vonatkozó analóg eredmény a 114. oldalon.

• Mutassuk meg közvetlenül is, hogy j : L1(0, 1) → (L∞(0, 1))′
nem szuperjektı́v. A

δ(g) := g(0), g ∈ C([0, 1])

40 Ez Botts példájának változata, lásd J. Schwartz 1951.
41 J. Schwartz 1951, Ellis–Snow 1963.
42 Hildebrandt 1934 (875. o.), Fichtenholz–Kantorovitch 1934 (76. o.). Lásd még

Dunford–Schwartz 1957, Kantorovitch–Akilov 1982.
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Dirac-féle funkcionál egy normájú folytonos lineáris funkcionál
C([0, 1])-en. A Helly–Hahn–Banach tétel (54. o.) alkalmazásával
terjesszük ki L∞(0, 1)-en értelmezett folytonos lineáris funkcio-
nállá. 43 Megmutatjuk, hogy egyetlen f ∈ L1(0, 1) függvény sem
teljesı́ti az ∫ 1

0
fg dt = g(0)

egyenlőséget minden g ∈ C([0, 1])-re.44

Tegyük fel indirekt, hogy létezik ilyen f függvény. Vegyünk
fel egy olyan C([0, 1])-beli (gn) függvénysorozatot, hogy gn(0) =
0 minden n-re, alkalmas h ∈ L∞ függvénnyel |gn| ≤ h m.m. min-
den n-re, és gn → sign f m.m. Ehhez először válasszunk a 21.3
lemma alapján (258. o.) hasonló tulajdonságú lépcsős függvény-
sorozatot, majd helyettesı́tsük az ezek definı́ciójában fellépő inter-
vallumok karakterisztikus függvényeit a 21.1 ábra (261. o.) szerint
konstruált folytonos függvényekkel. Mivel feltevésünk szerint∫ 1

0
fgn dt = gn(0) = 0,

a Lebesgue-féle konvergenciatétel alapján
∫ 1
0 |f | dt = 0 adódik,

vagyis f = 0 m.m. Ez azonban lehetetlen, mert a fenti formulában
g = 1-et választva

∫
f dt = 1 adódik.

• Az előző megjegyzésben olyan (L∞(0, 1))′-beli elemet találtunk,
amelyet semmilyen L1(0, 1)-beli függvény sem reprezentál. Mint-
hogy (L∞(0, 1))′ = (L1(0, 1))′′, ez közvetlenül bizonyı́tja L1(0, 1)
nem-reflexivitását is.

• Minthogy (L1(0, 1))′ = L∞(0, 1), a 15.22 állı́tás miatt (116. o.)
L∞(0, 1) sem reflexı́v.

21.7. Gyenge és gyenge csillag konvergencia

Ebben a szakaszban jellemezzük az Lp terek gyenge, illetve gyenge
csillag konvergenciáját. Az ilyen konvergens sorozatok a 14.17 és 15.18

43 Helly 1912 éppen erre az esetre igazolta a kiterjesztési tételt.
44 A disztribúcióelmélet fontos tételéről van szó, miszerint a Dirac-féle funkcionál nem

reguláris disztribúció. Lásd L. Schwartz 1966.
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állı́tások (62. és 112. o.) alapján mindig korlátosak, ı́gy elegendő a további-
akban csak korlátos sorozatokkal foglalkoznunk.

Jelöljük q-val a p kitevő konjugáltját, és jelöljük σ(Lp, Lq)-val azt a
lokálisan konvex topológiát Lp-n, amelyet a

pg(f) :=
∣∣∣∫ fg dµ

∣∣∣, g ∈ Lq

félnormacsalád definiál. Ha 1 < p < ∞, akkor ez Lp gyenge topológiája.
Ha X mérhető, akkor p =∞ esetén ez L∞ gyenge csillag topológiája, p = 1
esetén pedig L1 gyenge topológiája.

21.15. Állı́tás. Legyen (fn) korlátos sorozat Lp-ben, és f ∈ Lp.

(a) (Riesz45) Legyen 1 < p ≤ ∞; fn pontosan akkor konvergál f -hez a
σ(Lp, Lq) topológiában, ha∫

A
fn dµ→

∫
A
f dµ (21.12)

minden véges mértékű A halmazra.

(b) Legyen p = 1; fn pontosan akkor konvergál f -hez a σ(L1, L∞) topoló-
giában, ha (21.12) minden mérhető A halmazra teljesül.

*Megjegyzések.
• Ha 1 < p ≤ ∞, akkor felhasználva a 21.3 lemmát (258. o.) az

alábbi bizonyı́tás mutatni fogja, hogy elég az integrál definı́ciója
alapjául szolgáló félgyűrűbeli A halmazokat tekinteni. Követke-
zésképpen valamely R-beli I intervallumra vonatkozó szokásos Le-
besgue-mérték esetén (21.12) ekvivalens a pontonkénti Fn → F
konvergenciával, ahol Fn és F olyan primitı́v függvényei fn-nek
és f -nek, amelyek mind megegyeznek valamely rögzı́tett a ∈ I
pontban.

• Legyen (In) az I = [a, b] intervallum részintervallumainak olyan
diszjunkt sorozata, hogy |In| > 0 és In ⊂ (a, a + 2−n) minden
n-re. Az

fn := |I2n−1|−1χI2n−1 − |I2n|−1χI2n

képlet olyan korlátos sorozatot értelmez L1(I)-ben, amely f := 0-
ra eleget tesz az előző megjegyzésbeli Fn → F relációnak. De fn
nem konvergál f -hez a σ(L1, L∞) topológiában, mert (21.12) nem
teljesül az A := ∪I2n halmazra.

45 Riesz 1910b (véges p-re).
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284 21. Integrálható függvények terei

• Az R-beli fn := χ[n,n+1] függvények mutatják, hogy p = 1 esetén
nem elég véges mértékű halmazokat tekinteni (21.12)-ben.

A 21.15 állı́tás bizonyı́tása. A direkt implikációk abból adódnak, hogy
a

ϕ(g) :=
∫
A
g dµ

képlet folytonos lineáris funkcionált definiál Lp-n 1 < p ≤ ∞ esetén minden
véges mértékű A halmazra, p = 1 esetén pedig minden mérhető A halmazra.
Mindez egyszerűen leolvasható a Hölder-egyenlőtlenségből következő

|ϕ(g)| ≤ ‖χA‖q · ‖g‖p, g ∈ Lp

becslésből.

A fordı́tott implikációhoz jegyezzük meg, hogy a vizsgált A halmazok
karakterisztikus függvényei minden esetben generálják Lq-t a 21.1 állı́tás (d)
része alapján (255. o.). Minthogy Lq ⊂ (Lp)′, a kı́vánt konklúzió a 14.18
lemma alkalmazásával adódik (63. o.). �

Fejezzük be ezt a szakaszt a gyenge konvergencia egyik alappéldájával.
Tetszőlegesen adott, végtelenhez tartó (λn) számsorozat esetén tekintsük az

fn(t) := sinλnt és gn(t) := cosλnt

függvényeket.

21.16. *Állı́tás. (Riemann–Lebesgue46) Tetszőleges 1 ≤ p, q ≤ ∞ kon-
jugált kitevőkre az (fn) és (gn) sorozatok bármely korlátos I intervallumon
nullához konvergálnak a σ(Lp, Lq) topológiában.

Bizonyı́tás. Minthogy Lq ⊂ L1, elég a p = ∞ és q = 1 esetet vizsgál-
nunk. Az (fn) és (fn) sorozatok korlátosak L∞-ben, egy adott a ∈ I pont-
ban eltűnő primitı́v függvényeik pedig pontonként nullához tartanak, hiszen∣∣∣∫ x

a
sinλnt dt

∣∣∣ = ∣∣∣cosλna− cosλnx
λn

∣∣∣ ≤ 2
λn
→ 0,

és hasonló becslés teljesül cosλnt-re is. Befejezésül alkalmazzuk az előző
oldal első megjegyzését. �

46 Riemann 1854, Lebesgue 1903 (473. o.) és 1906 (61. o.). Lásd Poincaré 1902
érdekes alkalmazását is a kisbolygók eloszlására. (Erre az alkalmazásra Joó István hı́vta
fel a figyelmemet.)
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*Megjegyzés. Az |I| = 2π, p = 2 és λn = n esetben a fenti eredmény
következik a trigonometrikus rendszerre vonatkozó Bessel-egyenlőtlenségből
is 47, hiszen eszerint minden f ∈ L2(I) függvény Fourier-együtthatói nullá-
hoz tartanak.

*Példa. Mutassuk meg, hogy L1(−π, π) nem rendelkezik a Radon–
Riesz tulajdonsággal. (Lásd a 21.11 állı́tást, 275. o.) A lemma alapján
ugyanis a hn(t) := 1+ sinnt függvények gyengén konvergálnak h(t) := 1-
hez L1(−π, π)-ben. Továbbá

‖hn‖1 =
∫ π

−π
1 + sinnt dt = 2π = ‖h‖1

minden n-re. Azonban hn nem konvergál erősen h-hoz, mert

‖hn − h‖1 =
∫ π

−π
|sinnt| dt = 4

minden n-re.

47 Halphén 1882.
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22. fejezet
Majdnem mindenütt való konvergencia

Valaki, aki Euklidésznél kezdte a geometria tanulmányozását, az első
állı́tás megismerése után megkérdezte tőle: ,,De mi hasznom lesz abból, ha
mindezt megtanulom?” Euklidész odahı́vta a szolgáját, és azt mondta neki:
,,Adj neki néhány garast, mert hasznot akar húzni abból, amit megtanul.”

Stobaeus

A geometriához nem vezet királyi út.

Ménekhmosz Nagy Sándornak1

Az integrálelméletben fontos szerep jutott a m.m. való konvergenciának.
Könyvünk záró fejezetében ezt a fogalmat vesszük nagyı́tó alá: megvilágı́tjuk
a strukturális tulajdonságait, és összehasonlı́tjuk az integrálelméletben elő-
forduló más fontos konvergenciafogalmakkal.

Szokás szerint legyen (X,M, µ) adott mértéktér, és azonosı́tsunk két
függvényt, ha m.m. egyenlőek egymással.

22.1. Az Lp terek, 1 ≤ p ≤ ∞

Világı́tsuk meg először az erős és a m.m. való konvergencia kapcsolatát.
Általánosı́thatjuk Fatou és Lebesgue tételeit:

22.1. Állı́tás. Legyen (fn) korlátos sorozat Lp-ben, 1 ≤ p < ∞, és
tegyük fel, hogy fn → f m.m.

(a) f ∈ Lp, és ‖f‖p ≤ lim inf‖fn‖p.
(b) Ha létezik olyan g ∈ Lp, hogy |fn| ≤ g m.m., akkor ‖fn − f‖p → 0.

1 Más források szerint Euklidész Ptolemaiosz királynak.
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22.1. Az Lp terek, 1 ≤ p ≤ ∞ 287

(c) Ha ‖fn‖p → ‖f‖p, akkor ‖fn − f‖p → 0. 2

Bizonyı́tás.
(a) Alkalmazzuk a Fatou-lemmát (153. o.) az |fn|p függvények soro-

zatára.

(b) Alkalmazzuk Lebesgue konvergenciatételét (151. o.) az |fn − f |p
függvények sorozatára. Vegyük ehhez észre, hogy

|fn − f |p ≤ (|fn|+ |f |)p ≤ 2pgp,

és hogy 2pgp a feltevésünk szerint integrálható.

(c) Novinger nyomán3 alkalmazzuk a Fatou-lemmát a m.m. |f |p-hez
konvergáló

|fn|p + |f |p
2

−
∣∣∣fn − f

2

∣∣∣p
függvénysorozatra. (A függvények nem-negatı́vak a t �→ |t|p függvény kon-
vexitása miatt.) A kapott∫

|f |p dµ ≤ lim inf
∫ |fn|p + |f |p

2
−
∣∣∣fn − f

2

∣∣∣p dµ
=
∫
|f |p dµ− lim sup

∫ ∣∣∣fn − f

2

∣∣∣p dµ
egyenlőtlenségből lim sup‖fn−f‖pp ≤ 0, és ı́gy ‖fn−f‖p → 0 következik.

�

*Megjegyzések.

• Az (a) rész egyszerű bizonyı́tással érvényben marad p =∞-re is.
• Az [n−1, 1] intervallumok karakterisztikus függvényei mutatják,

hogy (b) és (c) nem érvényesek L∞(0, 1)-ben.

Most tanulmányozzuk a gyenge és a m.m. való konvergencia kapcso-
latát. Szokás szerint q-val jelöljük valamely p kitevő konjugáltját.

22.2. Állı́tás. Legyen (fn) korlátos sorozat Lp-ben, 1 < p ≤ ∞. Ha
fn → f m.m., akkor fn konvergál f -hez a σ(Lp, Lq) topológiában is.

Megjegyzés. A p = 1 eset különleges: ha fn → f m.m., akkor a gyenge
konvergencia ekvivalens az erőssel: lásd a Vitali–Hahn–Saks tételt, 300. o.

2 Radon 1913 (1358. o.), Riesz 1928–29.
3 Novinger 1972.
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288 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

Bizonyı́tás. Az előző állı́tás (a) része miatt f ∈ Lp. Következésképpen
fn-t fn − f -re cserélve feltehető, hogy f = 0.

Vezessük be4 minden N természetes számra az

EN := {x ∈ X : |fn(x)| ≤ 1 minden n ≥ N -re}
és

GN := {g ∈ Lq : g = 0 m.m. EN -en kı́vül}
halmazokat. Mivel fn → f m.m., majdnem minden x ∈ X hozzátartozik
∪EN -hez. Mivel az (EN ) halmazsorozat monoton növekvő, ∪GN sűrű Lq-
ban: minden g ∈ Lq határértéke a χEN

g ∈ GN függvények sorozatának az
előző állı́tás (b) része miatt.

Tegyük fel először, hogy µ(X) < ∞. Minthogy Lq ⊂ (Lp)′ és (fn)
korlátos, a 14.18 lemma (63. o.) miatt elég megmutatnunk, hogy∫

fng dµ→ 0 minden g ∈ ∪GN -re.

Az utóbbi reláció könnyen igazolható a Lebesgue-féle konvergenciatétel al-
kalmazásával. Ha ugyanis g ∈ GN , akkor

|fng| ≤ |g| m.m.

minden n ≥ N -re, és g ∈ Lq ⊂ L1, mert µ(X) <∞.
Az általános esetben cseréljük ki a bizonyı́tásban GN -t GN ∩ L1-gyel.

Annak a megmutatására, hogy GN ∩L1 sűrű GN -ben az Lq-beli topológiára
nézve, közelı́tsünk minden g ∈ GN függvényt alkalmas (ϕn) lépcsős függ-
vénysorozattal (21.3 lemma, 258. o.), majd cseréljük ki ϕn-t ϕnχEN

-re. �

*Példák. Tekintsük X = [0, 1]-en a szokásos Lebesgue-mértéket.

• Az
fn(t) := ne−nt

függvények olyan korlátos sorozatot alkotnak L1-ben, amely m.m.
f = 0-hoz tart. (Lásd a 22.1 ábrát.) De (fn) nem konvergál
gyengén f -hez L1-ben, mert∫

fn(t) dt→ 1 �= 0 =
∫

f(t) dt.

Így az állı́tás nem teljesül p = 1-re.

4 Lásd Lions 1969.
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22.1. ábra. ne−nt gráfja n = 1, 2, 3-ra

• Tetszőlegesen rögzı́tett 1 < p <∞-re az

fn(t) := n1/pe−nt

függvények m.m. f = 0-hoz tartanak. Továbbá

‖fn‖pp =
1− e−np

p
→ 1

p
,

úgyhogy az (fn) sorozat korlátos Lp-ben, és fn �→ 0 Lp-ben. Tehát
fn nem tart erősen f -hez általában.

• A p = ∞ esetben az fn(t) := e−nt függvények hasonló tulaj-
donságúak: fn → 0 m.m., és ‖fn‖∞ = 1 minden n-re.

22.2. Az Lp terek, 0 < p ≤ 1

Az Lp halmazok definı́ciója minden 0 < p <∞-re értelmes: a mérhető
f függvény akkor tartozik Lp-be, ha∫

|f |p dµ <∞.
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290 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

Azonban a szokásos

‖f‖p :=
(∫

|f |p dµ
)1/p

képlet 0 < p < 1 esetén (degenerált esetektől eltekintve) nem definiál
normát: a háromszög-egyenlőtlenség és a többi szokásos egyenlőtlenség
megfordul 5:

22.3. Állı́tás. Legyenek 0 < p < 1 és q = p/(p − 1) < 0 konjugált
kitevők.6

(a) (Fordı́tott Young-egyenlőtlenség ) Ha x, y nem-negatı́v számok, akkor 7

xy ≥ xp

p
+

yq

q
.

(b) (Fordı́tott Hölder-egyenlőtlenség) Ha f és g mérhető függvények, akkor

‖fg‖1 ≥ ‖f‖p · ‖g‖q.

(c) (Fordı́tott Minkowski-egyenlőtlenség) Ha f és g mérhető, m.m. nem-
negatı́v függvények, akkor

‖f + g‖p ≥ ‖f‖p + ‖g‖p.

Bizonyı́tás.
(a) Feltehető, hogy x, y > 0. Tekintsük az y = xp−1 vagy x = yq−1

egyenletű függvény gráfját. A 22.2 ábrán a satı́rozott tartomány egy x, y
oldalú téglalaphoz tartozik, tehát a területe legfeljebb xy. Továbbá e tar-
tomány két olyan nem-korlátos tartomány különbsége, amelyeket a koordi-
nátatengelyek, a téglalap oldalai és a függvényünk gráfja határolnak. Követ-
kezésképpen

xy ≥
∫ x

0
sp−1 ds−

∫ ∞

y
tq−1 dt =

xp

p
+

yq

q
.

5 Vesd össze a 3.2, 3.3 és 21.1 állı́tásokkal, első kötet, 65. és 67. o., valamint a jelen
kötet, 255. o.

6 Továbbra is fennáll a megszokott p−1+q−1 = 1 egyenlőség. Lásd Hardy–Littlewood–
Pólya 1952, Szoboljev [Sobolev] 1991.

7 Ha y = 0, akkor az utolsó törtet a határértékével: −∞-nel helyettesı́tjük.
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y

x

y = xp−1

x = yq−1

22.2. ábra. Fordı́tott Young-egyenlőtlenség

(b) Az ‖f‖p = 0 és ‖g‖q = 0 esetek nyilvánvalóak lévén alkalmas
konstansokkal megszorozva feltehetjük ezentúl, hogy ‖f‖p = ‖g‖q = 1 .
Alkalmazzuk a fordı́tott Young-egyenlőtlenséget:

‖fg‖1 =
∫
|f | · |g| dµ ≥

∫ |f |p
p

+
|g|q
q

dµ =
1
p
+

1
q
= 1 = ‖f‖p · ‖g‖q.

(c) Homogenitási meggondolásból feltehetjük, hogy ‖f + g‖p = 1. Al-
kalmazzuk a fordı́tott Hölder-egyenlőtlenséget:

‖f + g‖p = ‖f + g‖pp

=
∫

(f + g)p dµ

=
∫

f(f + g)p−1 + g(f + g)p−1 dµ

≥ ‖f‖p · ‖(f + g)p−1‖q + ‖g‖p · ‖(f + g)p−1‖q
= ‖f‖p · ‖f + g‖p−1

q(p−1) + ‖g‖p · ‖f + g‖p−1
q(p−1)

= ‖f‖p + ‖g‖p,

mert (p− 1)q = p. �
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292 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

A fentiek ellenére bevezethető egy természetes metrika az Lp terekben
0 < p < 1 esetén. Ehhez általánosı́tsuk először a norma fogalmát:

Definı́ció. Az X vektortéren adott N : X → R függvény pszeudonorma,
ha minden x, y ∈ X-re teljesülnek a következő feltételek:

• N(x) ≥ 0;

• N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0;

• N(x+ y) ≤ N(x) +N(y);

• N(cx) ≤ N(x) minden − 1 ≤ c ≤ 1-re;

• N(n−1x)→ 0 ha n→∞.

Világos, hogy minden norma pszeudonorma is.

22.4. Állı́tás. Ha N pszeudonorma X-en, akkor a

d(x, y) := N(x− y)

képlet metrikát definiál X-en, és a megfelelő topológiára nézve X szeparált
topologikus vektortér.

Bizonyı́tás. Csak a szorzás folytonossága nem nyilvánvaló. Tetszőlege-
sen adott x0 ∈ X , λ0 ∈ R és ε > 0 esetén rögzı́tsünk olyan n ≥ 1 + |λ0|
egészt, amelyre N(n−1x0) < ε. Ha

|λ− λ0| < 1/n és N(x− x0) < ε/n,

akkor |λ| < n, és ı́gy

N(λx− λ0x0) ≤ N(λ(x− x0)) +N((λ− λ0)x0)

≤ N(n(x− x0)) +N(n−1x0)

< nN(x− x0) + ε < 2ε. �

Lássuk el az Lp tereket természetes pszeudonormával:

22.5. Állı́tás. Legyen 0 < p ≤ 1.

(a) Lp vektortér.

(b) Az

Np(f) := ‖f‖pp =
∫
X
|f |p dµ

képlet pszeudonormát definiál Lp-n. Lássuk el Lp-t a hozzátartozó met-
rikával.
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(c) Minden Lp-beli (fn) Cauchy-sorozat tartalmaz olyan (fnk
) részsorozatot,

hogy alkalmas f ∈ Lp-re fnk
→ f m.m.

(d) Lp teljes metrikus tér.

Megjegyzés. A p = 1 esetben az N1 pszeudonorma egybeesik a szokásos
‖·‖1 normával.

Bizonyı́tás.
(a) Ha f ∈ Lp és c ∈ R, akkor Np(cf) = |c|pNp(f) < ∞, tehát

cf ∈ Lp. Meg kell még mutatnunk, hogy ha f, g ∈ Lp, akkor f + g ∈ Lp.
Ez a 15.23 lemma (117. o.) elemi egyenlőtlenségének a felhasználásával
adódik:

Np(f + g) =
∫
|f + g|p dµ ≤

∫
|f |p + |g|p dµ = Np(f) +Np(g) <∞.

(b) A pszeudonormák első két tulajdonsága triviálisan teljesül, az utolsó
kettő pedig az Np(cf) = |c|pNp(f) egyenlőtlenségből következik. Végül a
háromszög-egyenlőtlenséget épp az imént igazoltuk.

(c) Válasszunk olyan (fnk
) részsorozatot, hogy∫

|fn − fnk
|p dµ ≤ 2−k minden n ≥ nk-ra, k = 1, 2, . . .

Akkor ∞∑
k=1

∫
|fnk+1

− fnk
|p dµ ≤

∞∑
k=1

2−k <∞,

úgyhogy
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

|p <∞

m.m. a Beppo Levi tétel 17.9 következménye miatt (150. o.). Ekkor viszont
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

| <∞

is teljesül m.m., mert 0 < p ≤ 1 folytán

|fnk+1
− fnk

| ≤ |fnk+1
− fnk

|p

minden olyan nagy k-ra, amelyre már |fnk+1
− fnk

|p ≤ 1.
Következésképpen az

fn1 +
∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

)
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294 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

függvénysor alkalmas f függvényhez konvergál m.m., vagyis fnk
→ f m.m.

Minthogy |fnk
|p → |f |p m.m., a Fatou-lemma alkalmazásával (153. o.)

az f ∈ Lp reláció is adódik.

(d) Megismételhetjük a 21.1 állı́tás (c) részének (256. o.) a bizonyı́tását,
csak a 21.2 lemma (256. o.) helyett az előző (c) tulajdonságot használjuk.

�
A 22.1 állı́tás (286. o.) érvényben marad:

22.6. Állı́tás. Legyen (fn) olyan Lp-beli korlátos sorozat valamely 0 <
p ≤ 1-re, amely m.m. konvergál valamely f függvényhez. Akkor

(a) f ∈ Lp és Np(f) ≤ lim inf Np(fn);
(b) ha létezik olyan g ∈ Lp, hogy |fn| ≤ g m.m., akkor Np(fn − f)→ 0;

(c) ha Np(fn)→ Np(f), akkor Np(fn − f)→ 0.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) Megismételhető a 22.1 állı́tás bizonyı́tása.

(c) Az
|fn|p + |f |p − |fn − f |p

függvények m.m. nem-negatı́vak a 15.23 lemma miatt (117. o.), és m.m.
2|f |p-hez tartanak. Alkalmazva a Fatou-lemmát a következő becslést kap-
juk: ∫

2|f |p dµ ≤ lim inf
∫
|fn|p + |f |p − |fn − f |p dµ

=
∫

2|f |p dµ− lim sup
∫
|fn − f |p dµ.

Innen lim supNp(fn − f) ≤ 0, tehát Np(fn − f)→ 0. �
A 0 < p < 1 esetben az Lp terek általában nem normálhatók, sőt nem is

lokálisan konvexek; ez lényegesen csökkenti a hasznosságukat. 8 Mutassunk
egy példát:

Példa. Ha 0 < p < 1, akkor az Lp([0, 1]) terek nem lokálisan konvexek
(és ı́gy nem is normálhatók), mert Lp-n és az üres halmazon nem tartalmaz-
nak más konvex nyı́lt halmazt. A topológia eltolásinvarianciája miatt elég

8 Kivéve, ha ellenpéldák konstruálásáról van szó. Roberts 1976, 1977 az Lp([0, 1])
terekben 0 < p < 1 esetén olyan nem-üres, kompakt, konvex halmazokat konstruált, ame-
lyeknek nincs extremális pontjuk. Így a Krein–Milman tétel (103. o.) sem érvényes e terek-
ben. Lásd még: Kalton 1980, Kalton és Peck 1980, Narici–Beckenstein 1985.
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22.3. Az L0 terek 295

ehhez megmutatnunk, hogy ha K a 0-t tartalmazó konvex nyı́lt halmaz, ak-
kor K = Lp.

Rögzı́tsünk olyan r > 0-t, hogy Br(0) ⊂ K. Legyen x ∈ Lp. Minden
n természetes számhoz léteznek olyan 0 = t0 < · · · < tn = 1 pontok, hogy∫ ti

ti−1

|x(t)|p dt = n−1

∫ 1

0
|x(t)|p dt, i = 1, . . . , n.

Legyen
xi := nχ[ti−1,ti]x, i = 1, . . . , n,

akkor

Np(xi) = np−1

∫ 1

0
|x(t)|p dt, i = 1, . . . , n.

Következésképpen elég nagy n esetén x1,. . . , xn a K-beli Br(0) gömbhöz
tartoznak, és ı́gy K konvexitása miatt

x = (x1 + · · ·+ xn)/n ∈ K.

A fenti eredményből következik a meglepő tény, hogy e terekben két
pontot sosem választhatunk szét zárt affin hipersı́kkal, hiszen (Lp)′ = {0}. 9

22.3. Az L0 terek

A most bevezetésre kerülő terek igen relevánsnak bizonyulnak majd a
m.m. való konvergencia vizsgálata során. Jelöljük L0-val azon mérhető,
m.m. véges értékű függvények halmazát, amelyekre

N0(f) :=
∫ |f |

1 + |f | dµ <∞.

22.7. Állı́tás.
(a) L0 vektortér.

(b) N0 pszeudonorma L0-on. Lássuk el L0-t a hozzátartozó metrikával.

(c) (Riesz10) Minden L0-beli Cauchy-sorozat tartalmaz olyan részsorozatot,
amely m.m. tart valamely L0-beli függvényhez.

(d) L0 teljes metrikus tér.

9 Day 1940.
10 Riesz 1909.
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296 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

Bizonyı́tás.
(a) Ha f ∈ L0 és c ∈ R, akkor cf ∈ L0. Ugyanis |c| ≤ 1 esetén

N0(cf) =
∫ |cf |

1 + |cf | dµ ≤
∫ |f |

1 + |f | dµ = N0(f) <∞,

mert a t �→ t/(1+ t) függvény monoton növekvő [0,∞)-ben, |c| ≥ 1 esetén
pedig

N0(cf) =
∫ |cf |

1 + |cf | dµ ≤
∫ |cf |

1 + |f | dµ = |c|N0(f) <∞.

Ha f, g ∈ L0, akkor f + g ∈ L0, mert

N0(f + g) =
∫ |f + g|

1 + |f + g| dµ

≤
∫ |f |+ |g|

1 + |f |+ |g| dµ

≤
∫ |f |

1 + |f | dµ+
∫ |g|

1 + |g| dµ

= N0(f) +N0(g)
<∞.

(b) Világos, hogy N0(0) = 0, és hogy N0(f) > 0, ha f nem-nulla m.m.
Az

N0(f + g) ≤ N0(f) +N0(g)
és

N0(cf) ≤ N0(f) és − 1 ≤ c ≤ 1
tulajdonságokat (a)-ban igazoltuk. Végül 11 f ∈ L0 és n→∞ esetén∫ |n−1f |

1 + |n−1f | dµ→ 0

a Lebesgue-féle konvergenciatétel (151. o.) miatt, tehát N0(n−1f)→ 0.

(c) Ha (fn) Cauchy-sorozat L0-ban, akkor rekurzióval olyan (fnk
) rész-

sorozatot konstruálhatunk, hogy

N0(fnk
− fm) < 2−k minden m ≥ nk-ra.

Akkor ∞∑
k=1

∫ |fnk
− fnk+1

|
1 + |fnk

− fnk+1
| dµ <∞,

11 Itt lényeges, hogy feltevésünk szerint f m.m. véges értékű.
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ahonnan Beppo Levi tétele miatt (148. o.)
∞∑
k=1

|fnk
− fnk+1

|
1 + |fnk

− fnk+1
| <∞

m.m.
Minthogy

|x|
1 + |x| ≤

1
2
=⇒ |x| ≤ 1 =⇒ |x| ≤ 2

|x|
1 + |x| ,

innen következik, hogy
∞∑
k=1

|fnk
− fnk+1

| <∞

m.m. Így a

fn1 +
∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

)

sor m.m. tart valamely f függvényhez, vagyis fnk
→ f m.m. Akkor

|fnk
|

1 + |fnk
| →

|f |
1 + |f |

is teljesül m.m., és innen a Fatou-lemma alapján f ∈ L0.

(d) Rögzı́tsünk (c) alapján olyan (fnk
) eészsorozatot, hogy alkalmas f ∈

L0-ra fnk
→ f m.m. Ezután tetszőlegesen adott ε > 0-hoz rögzı́tsünk olyan

nagy M egészt, hogy∫ |fm − fn|
1 + |fm − fn|

dµ = N0(fm − fn) < ε

minden m,n ≥ M -re. Az n = nk választással élve, k → ∞ mellett a
Fatou-lemmát alkalmazva az

N0(fm − f) =
∫ |fm − f |

1 + |fm − f | dµ ≤ ε

egyenlőtlenséget kapjuk minden m ≥M -re. �
A 22.1 és 22.6 állı́tások (286. és 294. o.) érvényességét is kiterjeszthet-

jük:

22.8. Állı́tás. Legyen (fn) korlátos sorozat L0-ban, f m.m. véges értékű,
mérhető függvény, és tegyük fel, hogy fn → f m.m. Akkor

(a) f ∈ L0 és N0(f) ≤ lim inf N0(fn);
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298 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

(b) ha létezik olyan g ∈ L0, hogy |fn| ≤ g m.m., akkor N0(fn − f)→ 0;

(c) ha N0(fn)→ N0(f), akkor N0(fn − f)→ 0.

Bizonyı́tás.
(a) és (b) Megismételhető a 22.1 állı́tás bizonyı́tása.

(c) Az
|fn|

1 + |fn|
+

|f |
1 + |f | −

|fn − f |
1 + |fn − f |

függvények m.m. nem-negatı́vak, és 2|f |/(1 + |f |)-hez tartanak. Alkal-
mazva a Fatou-lemmát

2
∫ |f |

1 + |f | dµ ≤ lim inf
∫ |fn|

1 + |fn|
+

|f |
1 + |f | −

|fn − f |
1 + |fn − f | dµ

= 2
∫ |f |

1 + |f | dµ− lim sup
|fn − f |

1 + |fn − f | dµ

adódik. Innen lim supN0(fn − f) ≤ 0, tehát N0(fn − f)→ 0. �
Akárcsak az Lp terek 0 < p < 1-re, az L0 terek sem lokálisan konvexek

általában:

Példa. Az L0([0, 1]) tér nem tartalmaz más konvex nyı́lt halmazt, mint
∅-t és L0-t. Következésképpen (L0)′ = {0}, és két különböző pontot sosem
választhatunk szét zárt affin hipersı́kkal.12

Ismét elég megmutatni, hogy ha a K konvex nyı́lt halmaz tartalmazza a
0 pontot, akkor K = L0. Rögzı́tsünk olyan r > 0 számot, hogy Br(0) ⊂ K.
Tetszőlegesen adott x ∈ L0 esetén tekintsük minden n természetes számra a
következő függvényeket:

xi(t) :=

{
nx(t) ha (i− 1)/n ≤ t ≤ i/n,

0 egyébként,
i = 1, . . . , n.

Akkor

N0(xi) =
∫ i/n

(i−1)/n

|nx(t)|
1 + |nx(t)| dt ≤

1
n

minden i-re, úgyhogy n > 1/r esetén x1,. . . , xn hozzátartoznak a Br(0)
gömbhöz. Minthogy Br(0) ⊂ K és K konvex, innen

x = (x1 + · · ·+ xn)/n ∈ K

adódik.

12 Nikodým 1931.
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22.4. Mértékben való konvergencia

Olyan sokat használtuk a m.m. való konvergenciát, hogy felvetődik a
kérdés: miért nem vezettünk be olyan normát, metrikát, vagy topológiát,
amely ezt a konvergenciát szolgáltatja. Könyvünk e záró szakaszában választ
adunk erre a kérdésre.

Akárcsak az előző szakaszban, itt is csak mérhető, m.m. véges értékű
függvényeket tekintünk. Ha az X alaptér véges mértékű, akkor egyszerűen
jellemezhető az L0-beli konvergencia. A következő fogalom gyakran előfor-
dul a valószı́nűségszámı́tásban:

Definı́ció. Az (fn) függvénysorozat mértékben13 vagy sztochasztikusan
tart f -hez, ha bármely rögzı́tett ε > 0-ra

µ({t ∈ X : |fn(t)− f(t)| ≥ ε})→ 0.

22.9. Állı́tás. Tegyük fel, hogy µ(X) <∞.

(a) Ha 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞, akkor Lq ⊂ Lp, és az i : Lq → Lp beágyazás
folytonos.

(b) L0 egybeesik a mérhető és m.m. véges értékű függvények halmazával.

(c) (Fréchet14) Az L0-beli konvergencia a mértékben való konvergencia.

(d) (Riesz15) Ha fn → f mértékben, akkor létezik olyan (fnk
) részsorozat,

hogy fnk
→ f m.m.

Bizonyı́tás.
(a) A p = q eset nyilvánvaló. Ha 0 < p < q < ∞, akkor alkalmazva a

Hölder-egyenlőtlenséget az 1 · |f |p szorzatra az∫
|f |p dµ ≤ ‖1‖q/(q−p) · ‖|f |p‖q/p = µ(X)1−

p
q · ‖f‖pq

becslést kapjuk, amiből

‖f‖p ≤ µ(X)
1
p
− 1

q · ‖f‖q.
Ez a becslés közvetlenül ellenőrizhető q = ∞-re is. Ezzel beláttuk az i :
Lq → Lp beágyazás folytonosságát tetszőleges 0 < p < q ≤ ∞ esetén.

13 Lebesgue 1906.
14 Fréchet 1916, 1919–20. Munkájában az ittenivel ekvivalens metrikát alkalmazott.
15 Riesz 1909.
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300 22. Majdnem mindenütt való konvergencia

A bizonyı́tás befejezéséhez elég megmutatnunk, hogy az i : Lq → L0

beágyazás minden 0 < q < 1-re folytonos. Létezik olyan cq > 0 konstans,
hogy

|f |
1 + |f | ≤ cq|f |q

minden f -re, mert a t �→ |t|1−q/(1 + |t|) függvény folytonos és korlátos
R-en. Ebből következik az N0(f) ≤ cqNq(f) becslés minden f -re, ami a
kı́vánt állı́tást igazolja.

(b) nyilvánvaló.

(c) Könnyen visszavezethető a kérdés az f = 0 esetre. Ha N0(fn) → 0
és ε > 0, akkor felhasználva a t �→ t/(1 + t) monoton növekvő voltát
[0,∞)-en azt kapjuk, hogy

0 ≤ µ({|fn| ≥ ε}) =
∫
{|fn|≥ε}

1 dµ

≤ 1 + ε

ε

∫
{|fn|≥ε}

|fn|
1 + |fn|

dµ ≤ 1 + ε

ε
N0(fn)→ 0.

Fordı́tva, ha fn → 0 mértékben, akkor minden rögzı́tett ε > 0-ra fennáll
a következő becslés:

N0(fn) =
∫
{|fn|<ε}

|fn|
1 + |fn|

dµ+
∫
{|fn|≥ε}

|fn|
1 + |fn|

dµ

≤ ε

1 + ε
µ(X) + µ({|fn| ≥ ε}).

Innen N0(fn) < εµ(X), ha n elég nagy.

(d) Kombináljuk az előző tulajdonságot a 22.7 állı́tás (c) részével (295. o.).
�

A mértékben való konvergencia segı́tségével jellemezhetjük az Lp-beli
erős konvergenciát, és megvilágı́thatjuk a gyenge és erős konvergencia kapc-
solatát:

22.10. Állı́tás. Tegyük fel, hogy µ(X) <∞.

(a) (Vitali16) Legyen 0 < p <∞. Pontosan akkor teljesül az ‖fn−f‖p → 0
erős konvergencia, ha fn → f mértékben, és ha n-re nézve egyenletesen∫

A
|fn|p dµ→ 0 ha µ(A)→ 0.

16 Vitali 1907, 147. o.
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(b) Legyen 0 < r < p ≤ ∞. Ha (fn) korlátos Lp-ben és fn → f
mértékben, akkor ‖fn − f‖r → 0.

(c) Legyen 1 < p ≤ ∞, és q a konjugált kitevő. Ha (fn) korlátos Lp-ben és
fn → f mértékben, akkor fn → f σ(Lp, Lq)-ban is.

(d) (Vitali–Hahn–Saks17) A következő ekvivalencia teljesül az L1 terekben:

‖fn − f‖1 → 0⇐⇒ fn ⇀ f és fn → f mértékben.

Példa. A [0, 1]-en értelmezett fn(t) := n1/pe−nt függvények 18

• korlátosak Lp-ben minden 0 < p ≤ ∞-re;
• mértékben nullához tartanak;
• nem konvergálnak erősen nullához Lp-ben;
• nem konvergálnak gyengén nullához L1-ben.

Ez mutatja a (b) és (c) tulajdonságok optimalitását.

Megjegyzés. A mértékben való konvergencia nem szükséges a gyenge
konvergenciához. Például a sinnt függvények mértékben nem tartanak nul-
lához, de a Riemann–Lebesgue lemma alapján (284. o.) nullához tartanak
bármely korlátos intervallumon a σ(Lp, Lq) gyenge topológiák mindegyiké-
ben.

Bizonyı́tás.
(a) Tegyük fel először, hogy ‖fn − f‖p → 0; akkor fn → f mértékben

az előző állı́tás (a) és (c) részei miatt. Másrészt tetszőlegesen adott ε > 0-
hoz rögzı́tsünk olyan N egészt, hogy ‖fn − f‖p < ε minden n ≥ N -re. A
19.10 lemma (193. o.) alapján létezik olyan δ > 0 szám, hogy µ(A) < δ
esetén∫

A
|f |p dµ < εp, és

∫
A
|fn|p dµ < εp, n = 1, . . . , N − 1.

Akkor minden n ≥ N -re teljesülnek a következő feltételek:∫
A
|fn|p dµ ≤

∫
A
|f |p dµ+

∫
A
|fn − f |p dµ < 2εp,

ha 0 < p ≤ 1, és(∫
A
|fn|p dµ

)1/p
≤
(∫
A
|f |p dµ

)1/p
+
(∫
A
|fn − f |p dµ

)1/p
< 2ε,

17 Vitali 1907 (147. o.), Hahn 1922, Saks 1933. A tételből könnyen levezethető Schur
tétele (64. o.), miszerint �1-ben a gyenge és erős konvergencia egybeesik.

18 Lásd a 289. oldalon adott példát.
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ha 1 ≤ p <∞.

A fordı́tott irányban elég megmutatnunk, hogy (fn) Cauchy-sorozat Lp-
ben. Akkor ugyanis Lp teljessége folytán fn konvergál egy alkalmas g ∈ Lp

függvényhez, és akkor az előző állı́tás (a) és (c) részei miatt mértékben is
konvergál g-hez. De a feltevésünk szerint fn f -hez is konvergál mértékben,
úgyhogy f = g m.m. a határérték egyértelműsége miatt.

A Cauchy-tulajdonság igazolásához tetszőlegesen adott ε > 0-hoz rög-
zı́tsünk olyan δ > 0-t, hogy

µ(A) < δ =⇒
∫
A
|fn|p dµ < εp minden n-re.

Minthogy fn → f mértékben, válasszunk olyan nagy N -et, hogy

µ
({
|fn − f | ≥ ε

2

})
<

δ

2
minden n ≥ N -re.

A háromszög-egyenlőtlenséget alkalmazva ebből adódik, hogy

µ
(
{|fm − fn| ≥ ε}

)
< δ minden m,n ≥ N -re.

Következésképpen, felhasználva a minden x, y ∈ R-re érvényes elemi

|x− y|p ≤ max{1, 2p−1}
(
|x|p + |y|p

)
egyenlőtlenséget19, a következő becslést kapjuk minden m,n ≥ N -re:∫

X
|fm − fn|p dµ

=
∫
{|fm−fn|≥ε}

|fm − fn|p dµ+
∫
{|fm−fn|<ε}

|fm − fn|p dµ

≤ max{1, 2p−1}
∫
{|fm−fn|≥ε}

|fm|p + |fn|p dµ+ µ(X)εp

≤
(
max{2, 2p}+ µ(X)

)
εp.

Befejezésül vegyük észre, hogy ε→ 0 esetén a jobboldal nullához tart.

(b) Az Lr ⊂ L0 beágyazás folytonossága miatt elég az r > 0 esettel
foglalkoznunk. Alkalmazva a Hölder-egyenlőtlenséget a következő becslést

19 Az egyenlőtlenség p ≥ 1 esetén a t �→ |t|p függvény konvexitásából adódik, a
0 < p ≤ 1 esetet pedig a 15.23 lemmában igazoltuk, 117. o.
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kapjuk minden mérhető A halmazra:∫
A
|fn|r dµ =

∫
X

χA|fn|r dµ ≤ ‖χA‖p/(p−r) · ‖|fn|r‖p/r

= µ(A)(p−r)/p · ‖fn‖rp.

Minthogy az (fn) sorozat korlátos Lp-ben, az utolsó kifejezés µ(A) → 0
esetén n-ben egyenletesen nullához tart. Végül alkalmazzuk Vitali most iga-
zolt tételét.

(c) Cantor lemmája (30. o.) alapján elegendő megmutatnunk, hogy (fn)
bármely (fnk

) részsorozatának létezik f -hez tartó (fnk�
) részsorozata a

σ(Lp, Lq) topológiában. Minthogy fnk
→ f mértékben, a Riesz-lemma

alapján (299. o.) létezik olyan (fnk�
) részsorozat, amely m.m. f -hez tart. De

akkor fnk�
→ f a σ(Lp, Lq) topológiában is a 22.2 állı́tás szerint (287. o.).

(d) Ha ‖fn − f‖1 → 0, akkor fn ⇀ f a gyenge konvergencia általános
tulajdonsága miatt, és fn → f mértékben az (a) rész miatt.

A fordı́tott irányban (a) miatt elég megmutatnunk, hogy n-ben egyenle-
tesen ∫

A
|fn| dµ→ 0 ha µ(A)→ 0.

Az ∫
A
|fn| dµ =

∫
A∩{fn>0}

fn dµ−
∫
A∩{fn<0}

fn dµ

felbontást használva elég azt megmutatnunk, hogy n-ben egyenletesen∫
A
fn dµ→ 0 ha µ(A)→ 0. (22.1)

A 19.10 lemma (193. o.) miatt ez a reláció minden egyes n-re érvényes.
Az egyenletesség igazolása céljából jelöljük L̃1-mal a mérhető halmazok ka-
rakterisztikus függvényeinek a renszerét. Vegyük észre, hogy L̃1 zárt hal-
maz L1-ben, tehát teljes metrikus tér. Ha ugyanis χAm → g L1-ben, ak-
kor a Riesz-lemma (154. o.) szerint létezik m.m. konvergens χAmk

→ g

részsorozat. Következésképpen g(t) ∈ {0, 1} m.m. t-re, tehát g alkalmas
mérhető halmaz karakterisztikus függvénye.

Tetszőlegesen rögzı́tett ε > 0-ra az

FN :=
{
χA ∈ L̃1 :

∣∣∣∫
A
fm dµ−

∫
A
fn dµ

∣∣∣ ≤ ε minden m,n ≥ N -re
}
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(N = 1, 2, . . . ) halmazok az (fn) sorozat gyenge konvergenciája miatt befedik
L̃1-ot. E halmazok zártak, hiszen ha χAk

→ χA L1-ben, akkor

µ(A\Ak) + µ(Ak\A) = ‖χAk
− χA‖1 → 0;

tetszőlegesen rögzı́tett m,n-re (22.1) alkalmazásával innen az∣∣∣∫
A
fm dµ−

∫
A
fn dµ

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∫
Ak

fm dµ−
∫
Ak

fn dµ
∣∣∣ ≤ ε

becslés adódik.
Alkalmazva a Baire-lemmát (26. o.) e zárt halmazok legalább egyike

tartalmaz nem-üres gömböt, mondjuk Br(χA) ⊂ FN . Innen következik az
alábbi implikáció:

µ(B) < r

=⇒
∣∣∣∫
B
fm dµ−

∫
B
fn dµ

∣∣∣ ≤ 2ε minden m,n ≥ N -re. (22.2)

Alkalmazva ugyanis a χB = χA∪B − χA\B és χA∪B, χA\B ∈ Br(χA)
összefüggéseket fennáll a következő egyenlőtlenség:∣∣∣∫

B
fm − fn dµ

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫
A∪B

fm − fn dµ
∣∣∣+ ∣∣∣∫

A\B
fm − fn dµ

∣∣∣ ≤ 2ε.

Alkalmazzuk most (22.1)-et n = 1, . . . N -re: léteznek olyan r1, . . . rN >
0 számok, hogy

µ(B) < ri =⇒
∣∣∣∫
B
fi dµ

∣∣∣ ≤ ε i = 1, . . . N -re. (22.3)

Legyen δ := min{r, r1 . . . , rN}, akkor (22.2) és (22.3) alapján

µ(B) < δ =⇒
∣∣∣∫
B
fn dµ

∣∣∣ ≤ 3ε minden n-re. �

A klasszikus analı́zisből jólismert a pontonkénti és egyenletes konver-
gencia közti különbség. Megmutatjuk, hogy mértékelméleti szempontból
nem is térnek el egymástól annyira. Mellékeredményként fény derül a mér-
tékbeli és a m.m. való konvergencia szoros kapcsolatára is.

Definı́ció. Az (fn) sorozat kváziegyenletesen tart f -hez, ha bármely δ >
0-hoz létezik olyan δ-nál kisebb mértékű B halmaz, hogy fn egyenletesen
tart f -hez B komplementumán.
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A kváziegyenletes konvergencia maga után vonja a m.m. való kon-
vergenciát. Ha ugyanis fn → f kváziegyenletesen, akkor minden egyes
k = 1, 2, . . . -hoz található olyan < 1/k-nál kisebb mértékű Bk halmaz,
hogy fn egyenletesen tart f -hez Bk komplementumán. Akkor B := ∩Bk
nullahalmaz, és fn → f B komplementumán.

Jegorov meglepő tétele szerint a fordı́tott irányú implikáció is teljesül,
tehát a m.m. konvergencia ekvivalens a kváziegyenletes konvergenciával:

22.11. Állı́tás. Tegyük fel, hogy µ(X) <∞, és legyenek fn, f mérhető,
m.m. véges értékű függvények.

(a) (Jegorov20) Ha fn → f m.m., akkor fn → f kváziegyenletesen is.

(b) (Lebesgue21) Ha fn → f m.m., akkor fn → f mértékben is.

Megjegyzés. Az X = R-en értelmezett fn = χ[n,n+1] függvények mu-
tatják a µ(X) <∞ feltétel szükségességét.

Bizonyı́tás.
(a) Rögzı́tsünk egy tetszőleges δ > 0 számot. Tetszőlegesen rögzı́tett k

pozitı́v egészre m.m. x ∈ X pont hozzátartozik a

Bm := {x ∈ X : |fn − f | ≤ 1/k minden n ≥ m-re}, m = 1, 2, . . .

halmazok egyesı́téséhez, hiszen fn → f m.m. Alkalmazva a 19.3 állı́tás (c)
részét (183. o.) a monoton növekvő (Bm) halmazsorozatra és felhasználva a
µ(X) < ∞ feltevést, alkalmas elég nagy mk indexre µ(X\Bmk

) < 2−kδ.
Akkor fn → f egyenletesen B := ∩Bmk

-n, és µ(X\B) < δ.

(b) Tetszőlegesen adott δ > 0 és ε > 0 számokhoz olyan N -et keresünk,
hogy µ({|fn − f | > δ}) < ε minden n ≥ N -re. Jegorov tétele alapján van
olyan ε-nál kisebb mértékű A halmaz, hogy fn X\A-n egyenletesen f -hez
tart. Befejezésül válasszunk olyan nagy N -et, hogy |fn − f | < δ X\A-n
minden n ≥ N -re. �

Fejezzük be a szakaszt (és a könyvet) annak a kimutatásával, hogy a
m.m. való konvergencia nem topologikus konvergencia általában; ez a
tény megmagyarázza e fogalom alkalmazásával kapcsolatos nehéségek egy
részét.

22.12. Következmény. (Fréchet22) Az L0([0, 1]) térben a m.m. való
konvergencia nem topologizálható.

20 Jegorov [Egorov] 1911.
21 Lebesgue 1906.
22 Fréchet 1919–20. Az alábbi függvénysorozat már bevezettük a 257. oldalon.
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Bizonyı́tás. Az

f2k+i(t) :=

{
1 ha i

2k ≤ t ≤ i+1
2k ,

0 egyébként,
k = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . , 2k − 1

képlettel értelmezett függvénysorozat mértékben nullához tart, és ı́gy Riesz
lemmája (297. o.) alapján minden részsorozatának van m.m. nullához tartó
részsorozata. Ha a m.m. való konvergencia topologikus konvergencia volna,
akkor ebből Cantor lemmája miatt (30. o.) következne, hogy fn m.m. nullához
tartana. Azonban az (fn(t)) számsorozat egyetlen t-re sem konvergens. �

Megjegyzés. A fenti eredményeket összefoglalva megállapı́thatjuk, hogy
a mértékben való konvergencia a m.m. való konvergenciához legközelebbi
topologikus konvergencia.
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[28] S. Banach és A. Tarski, Sur la décomposition des ensembles de points en parties respec-

tivement congruentes, Fund. Math. 6 (1924), 244–277.
[29] R. G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesgue Measure, John Wiley & Sons,

Inc., New York, 1995.
[30] R. G. Bartle, A Modern Theory of Integration, Graduate Studies in Mathematics, 32.

American Mathematical Society, Providence, RI, 2001.
[31] B. Beauzamy, Introduction to Banach Spaces and their Geometry, North-Holland, Am-

sterdam, 1985.
[32] S. K. Berberian, Notes on Spectral Theory, Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N.J.-

Toronto, Ont.-London 1966.
[33] S. K. Berberian, Introduction to Hilbert space, New York, Chelsea, 1976.
[34] S. J. Bernau és F. Smithies, A note on normal operators, Proc. Camb. Phil. Soc. 59

(1963), 727–729.
[35] M. Bernkopf, The development of functions spaces with particular reference to their

origins in integral equation theory, Archive for History of Exact Sciences 3 (1966),
1–66
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grafje Matematyczne, Tome 58, Państwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1975.
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[51] E. Borel, Leçons sur la théorie des fonctions, Gauthier-Villars, Paris, 1898.
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Villars, Paris és Teubner, Leipzig, 1912. A. Rosenthal átdolgozott német fordı́tása:
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[128] M. Fréchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Mat. Palermo 22
(1906), 1–74.
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[132] M. Fréchet, L’écart de deux fonctions quelconques, C. R. Acad. Sci. Paris 162 (1916),
154–155.
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correspondant aux fonctions propres des opérateurs différentiels linéaires, C. R. Acad.
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[244] H. Lebesgue, Intégrale, longueur, aire, Ann. Mat. Pura Appl. (3) 7 (1902), 231–359;

[254] I, 201–331.
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[248] H. Lebesgue, Sur les fonctions dérivées, Atti Accad. Lincei Rend. 15 (1906), 3–8;
[254] II, 159–164.
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61 (1948), 193–196.
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kérdéséről (oroszul), Dokl. Akad. Nauk SSSR 61 (1948), 201–204.
[300] W. Orlicz, Über eine gewisse Klasse von Räumen vom TypusB, Bull. Int. Acad. Polon.
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[328] Riesz Frigyes, Sur certains systèmes d’équations fonctionnelles et l’approximation des
fonctions continues, C. R. Acad. Sci. Paris 150 (1910), 674–677; [339] I, 403–404 és
398–399.

[329] Riesz Frigyes, Untersuchungen über Systeme integrierbar Funktionen, Math. Ann. 69
(1910), 449–497; [339] I, 441–489.
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Tankönyvkiadó, Budapest, 1988.

[341] Riesz Marcell, Sur les ensembles compacts de fonctions sommables, Acta Sci. Math.
Szeged 6 (1933), 136–142.

[342] J. Roberts, Pathological compact convex sets in the spacesLp, 0 < p < 1, The Altgeld
Book 1975/76, University of Illinois.

[343] J. Roberts, A compact convex set without extreme points, Studia Math. 60 (1977), 255–
266.

[344] A. P. Robertson és W. Robertson, Topological Vector Spaces, Cambridge University
Press, 1973.

[345] R. T. Rockafellar, Conves Analysis, Princeton University Press, New Jersey, 1970.
[346] L. J. Rogers, An extension of a certain theorem in inequalities, Messenger of Math. 17

(1888), 145–150.
[347] S. Rolewicz, Metric Linear Spaces, Państwowe Wydawnictwo Naukowe, Varsovie,
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[383] Szász Ottó, Über die Approximation stetiger Funktionen durch lineare Aggregate von

Potenzen, Math. Ann. 77 (1915–16), 482–496.
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tionnelle, Mir, Moscou, 1987.
[395] J. W. Tukey, Some notes on the separation of convex sets, Portugal. Math. 3 (1942),

95–102.
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à la définition des fonctions analytiques, Bull. Acad. Sci. Bruxelles (1910), 768–798.

[400] Ch. J. de la Vallée-Poussin, Sur l’intégrale de Lebesgue, Trans. Amer. Math. Soc. 16
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Oktatási megjegyzések

Funkcionálanalı́zis

• A funkcionálanalı́zis legtöbb eredményét a kis �p terekben szem-
léltetjük, amelyek jól mutatják ezek érvényességének határait.

• A magyar kiadásba felvettük a lineáris programozásban alapvető
jelentőségű Farkas–Minkowski lemma szemléletes és elemi bizo-
nyı́tását is (107. o.).

• Meglepő módon a 15.23 lemma (117. o.) itt ismertetett egyszerű
bizonyı́tása nem közismert.

• Tapasztalatunk szerint féléves előadás keretében ismertethető a 13.
fejezet és a 14. fejezet első hét szakasza, a ∗-gal jelölt anyag kivéte-
lével. A 15. fejezetet célszerű egy későbbi, a disztribúcióelméletnek
szentelt előadás során tárgyalni.

• Az előadáson célszerű az �p tereket csak 1 < p < ∞ esetén
vizsgálni. Az �1, �∞, c0 terek, valamint a megjegyzések és példák
többsége gyakorlatokon dolgozható fel.

Integrálszámı́tás

• Pedagógiai megfontolásokból a 17. fejezetet az R-en értelmezett
függvényeknek szenteljük, azonban a 19. fejezetben megmutatjuk,
hogy valamennyi eredmény érvényben marad tetszőleges mérték-
terekben. Ez a megközelı́tés elősegı́ti az alapvető gondolatok idő-
veszteség nélküli jobb elsajátı́tását.

• A Radon-Nikodým tételt igen általános formában tárgyaljuk; bizo-
nyı́tásunk az eddigieknél egyszerűbbnek és rövidebbnek tűnik.

• Féléves előadás esetében javasoljuk a nullahalmazok definı́ciójával
és a egyszerű 16.3 állı́tással kezdeni. Ezt követően ismertethető
a 17. és 19. fejezet, kivéve a 19.7. szakaszt. Javasoljuk minda-
zonáltal (ha bizonyı́tás nélkül is) Lebesgue két további klasszikus
eredményének: a monoton függvények deriválhatóságáról szóló
tételnek és az általánosı́tott Newton–Leibniz formulának az ismer-
tetését (129. és 171. o.), valamint az Lp tereknek a Függvényterek
részbeli 21.1 szakasz szerinti rövid tárgyalását (254. o.).

Függvényterek

• A témával először ismerkedők munkájának megkönnyı́tésére a funk-
cionálanalı́zis tárgyalása során elkerültük a folytonos függvények,
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és a Lebesgue-integrálható függvények tereinek a használatát. Ez
anakronisztikus eljárás volt, hiszen éppen ezen terek tanulmányo-
zása vezetett a funkcionálanalı́zis első nagy felfedezéseihez. Ezek
a függvényterek ma is elsőrendű szerepet töltenek be a a matema-
tikában és alkalmazásaiban. Könyvünk utolsó részét nekik szen-
teljük.

• Számos alapvető tételt több különböző módon is igazolunk, ezáltal
jobban kiemeljük az analı́zis ágai közti összefüggéseket.

• Nagy számú olyan fontos példát ismertetünk ebben a részben, ame-
lyek nehezen lelhetők fel a szakirodalomban.
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Cantor-féle
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Freud tétele, 235
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Harsiladze–Lozinszkij tétele, 239, 242
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operátor, 31
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majorált konvergencia tétel, 151
Mazur tétele, 49
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Minkowski-egyenlőtlenség, 44, 255
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oldal, 103
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Stone–Weierstrass tétel, 224

σ-additı́v, 179
σ-algebra, 209
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sztochasztikus konvergencia, 299

teljes
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zárt gráf tétel, 77

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos

© Typotex Kiadó



Névmutató
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Goursat, Édouard, 1858–1936
Gram, Jorgen Pedersen, 1850–1916
Grassmann, Hermann, 1809–1877
Graves, Lawrence M., 1896–1973
Gregory, James, 1638–1675

Haar, Alfréd, 1885–1933
Hadamard, Jacques, 1865–1963
Hahn, Hans, 1879–1934
Hankel, Hermann, 1839–1873
Hardy, Godfrey Harold, 1877–1947
Harnack, Axel, 1851–1888
Harriot, Thomas, 1560–1621
Hausdorff, Felix, 1868–1942
Heine, Eduard, 1821–1881
Hellinger, Ernst, 1883–1950
Helly, Eduard, 1884–1943
Hermite, Charles, 1822–1901
Hesse, Otto, 1811–1874
Hilbert, David, 1862–1943
Hildebrandt, Theophil Henry, 1888–1980
Hobson, E. W., 1856–1933
Householder, Alston S., 1904–1993
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