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El6sz6

Konyviink els6 kotete harom féléves eléadas anyagat tartalmazta, ame-
lyeket a szerz6 matematikus és matematika tanari szakos hallgatok szamara
tartott a Strasbourg-i Louis Pasteur Egyetemen a Topolbgia, Differencial-
szamitas és a Kozelitd modszerek témakdrében. A jelen kotet harom tovabbi
el6adast tartalmaz: Funkcionalanalizis, Integralszamitas és Fuggvényterek.
Az elsd két rész 1ényegében egymastdl fiiggetlen, és az els6 kotethdl csak a
Topoldgia alaperedményeit hasznalja fel rendszeresen. A befejezd Fiigg-
vényterek el6adas mintegy szintézise az egész munkanak, és valamennyi
korabbi el6adasra épit.

A Funkcionalanalizis targyalasa eltér a szokasostol: az anyag jobb mo-
tivalasa érdekében négy egyszeri sikgeometriai tételt igyeksziink tetszdle-
ges dimenzibs terekre altalanositani. Ez a megkdzelités természetes modon
vezet el a legtdbb fontos fogalomhoz és tételhez. Egy masik rendhagy6
vonas, hogy az egyszeriiség kedvéért nem épitiink itt a Lebesgue-integral
ismeretére, hanem legtobb eredményt a kis ¢P terekben szemléltetjiik.

Az Integralszamitas részben a Lebesgue-integralt Riesz Frigyes rendkiviil
elegans targyalasaban ismertetjik, néhany azota talalt egyszerdsitéssel. A
IépcsBs fuiggvényekre vonatkozd két ,artatlan” segédtételbdl kiindulva 15
oldalon egyszeriien és vilagosan felépithet6 az altalanos elmélet. A mér-
het6ség Riesz-féle konstruktiv definicidja gyorsan elvezet a klasszikus nagy
tételek (Fubini—Tonelli, Radon-Nikodym) optimalis valtozataihoz.

A befejez8 Fuggvényterek részben részletesen szemléltetjiik a Funkcio-
nalanalizis tételeit a folytonos fliggvények és a Lebesgue-integralhato fligg-
vények tereiben.

Akarcsak az elsd kotetben, most is megadjuk a legtébb fogalom és ered-
mény eredeti forrasat. Elsé olvasaskor célszer( kihagyni a csillaggal jel6lt
részeket. Sok példa és megjegyzés feladatként is targyalhat6. (Lasd a 325.
oldali megjegyzéseket is.)

A ix. oldalon felsorolt cikkek tanulmanyozasa el6segitheti az olvasd
altalanos matematikai kultGrajanak a megszilarditasat.

Ezt a kotetet édesapam emlékének ajanlom.

Strasbourg, 2003. junius 23.
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4. rész

Funkcionalanalizis
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Geometriai és fizikai kérdések vezettek a funkcionalanalizis megsziile-
téséhez a XIX. szazad végén. Dini, Ascoli, Peano, Arzela, Volterra és Ha-
damard munkait Fredholm, Hilbert, Riesz, Fréchet latvanyos felfedezései,
majd Helly, Hahn, Banach, Neumann és masok alapvet6 dolgozatai kovették.
A funkcionalanalizis a mai matematika egyik legél6bb agazata. Bels6 harmo-
niajan talmenden eredményei hasznosnak bizonyultak a variaci6szamitas-
ban, a parcialis differencialegyenletek elméletében, a kvantummechanika-
ban, ...

A torténeti fejlodés kovetése helyett * az elemi geometria néhany kozis-
mert eredményét kiséreljiik meg végtelen dimenzibs terekre altalanositani:

e ha K nem-iires konvex, zart halmaz R"-ben és » € RY, akkor
létezik z-t6] minimalis tavolsagra lévé pont K-ban;

e R minden M valodi alteréhez van olyan z, hogy dist (x, M) =
|z| = 1 (ebben a részben altéren mindig lineéris alteret értiink);

o két RN -beli nem-iires diszjunkt konvex halmaz mindig szétvalaszt-
hato affin hipersikkal;

o barmely R™-beli korlatos konvex poliéder a csicsainak a konvex
burka;

o barmely R™V-beli korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Ezen az (ton haladva természetes modon jutunk el szamos mély tételhez, de
sok meghokkent6 ellenpéldahoz is.

Minél altalanosabb tereket tekintlink, annal inkabb megszaporodnak a
meglepd, véges dimenzios intuicionknak ellentmondd jelenségek. Ezért di-
daktikai szempontbol az RY -hez legkdzelebb all6 Hilbert-tereket vizsgaljuk
meg el8szor. Ezt kdvetben targyaljuk a Banach-terek gazdagabb osztalyat,
majd rovid betekintést adunk a (lokalisan) konvex terek elméletébe: ezek
a terek még sok kedvezd tulajdonsaggal rendelkeznek, és fontos szerepet
jatszanak a linearis parcialis differencialegyenletek alapjaul szolgalé disztri-
bacidelméletben. Végil réviden megismerkediink az altalanos topologikus
vektorterek furcsa tulajdonsagaival.

Tovabbi tanulméanyokhoz a hatalmas irodalombol kiemeljiik Banach [23],
valamint Riesz és Sz6kefalvi-Nagy [340] klasszikus monografiait: a megira-
suk Ota eltelt 50-70 év mit sem artott frissességiiknek és eleganciajuknak.
Sok elméleti Kiegészités talalhatd az [2], [31], [33], [38], [80], [97], [99],
[217], [225], [240], [263], [274], [302], [317], [344], [349], [351], [355]
miivekben, izgalmas torténeti elemzéseket tartalmaznak a [42], [87], [97],
[168], [270], [280], [317], [340], [372] munkak, és végil nagy szamu fe-
ladatot kdzolnek az alabbi kdnyvek: [15], [97], [153], [212], [302], [317],
[349], [351], [394].

1 A kényv hatralévé részében szinte kizarolag a Lebesgue-integralt tanulmanyozzuk.
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13. fejezet
Hilbert-terek

Végtelen! Soha més kérdés nem kavarta fel ilyen mélyen az emberi
elmét.

D. Hilbert

A Hilbert-terek teljes normalt terek, amelyek normajat skalaris szorzat
segitségével definialjuk. Bevezethet6 benniik az ortogonalitas fogalma, és
altalanosithatd rajuk az euklideszi sikgeometria sok eredménye, példaul a

Pitagorasz-tétel. Neumann Janos alapveté munkaja ota' a Hilbert-terek ké-
pezik a kvantummechanika matematikai keretét.

13.1. Definiciok és példak

Legyen X val6s vektortér. Emlékeztetlink néhany definiciora és alaptu-

lajdonsagra.? X -beli norman? olyan ||-|| : X — R fiiggvényt értiink, amely
minden z,y,z € X-re és A € R-re eleget tesz a kovetkez6 négy tulajdon-
sagnak:

e [zl =0,

o |zl=0 <= =z=0,

o Azl = [A[- =],

o lz+yll <zl + vl

1 Neumann 1927, 1932.
2 Topologia, 3.1 szakasz, 60. 0. A Topologia rész a jelen kdnyv elsd kotetében talalhato.
3 Riesz 1917. Schmidt 1908 jeldlése.
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4 13. Hilbert-terek

r+y

0
13.1. abra. Haromszdg-egyenlétlenség

Az utolsd tulajdonsagot haromszdg-egyenl6tlenségnek hivjuk (lasd a 13.1
abrat).

Normalt téren norméaval ellatott vektorteret érttink. A norma-fliggvény
folytonos a megfelel6 topolbgiara nézve.

X-beli skaléris szorzaton olyan (-,-) : X x X — R fliggvényt értiink,
amely minden z,y,z € X-re és «, 3 € R-re eleget tesz a kdvetkezd négy
tulajdonsagnak:

o
o (zy
o
e (r,2)=0 <<= x=0.

Euklideszi vagy prehilbert téren skalaris szorzattal ellatott vektorteret értiink.
Minden euklideszi tér rendelkezik egy természetes norméaval: ||z| :=
(z,x)'/2. Ez a norma eleget tesz a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenségnek:

[z, ) < ]l - [ly]
és a paralelogramma-azonossagnak:
lz +ylI” + [l = yl? = 2l|=|* + 2[|y]|*.
Végezetil a skalaris szorzas folytonos a megfeleld topologiara nézve:

ha z,, — x ésy, — y, akkor (x,, yn) — (x,y).
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13.1. Definiciok és példak 5

Definicio. Hilbert-téren teljes euklideszi teret értiink.
Példak.
e A topol6giabol tudjuk, hogy R euklideszi tér a szokasos
(r,y) == 2191 + w22 + - + TNYN

skalaris szorzatra nézve. Minthogy minden véges dimenzios normalt
tér teljes °, RV Hilbert-tér.

e AY |z,)? < oo tulajdonsagl valos x = (z,,) szamsorozatok (2
halmaza Hilbert-tér az

LS
= E TnYn
n=1

skalaris szorzatra nézve. EI6szor is a

o
Z |Znyn| < 5 : Z ‘xn‘Q Z ’Z/n|2 < 00,
n=1 n=1

valamint a tetsz6leges «, 5 € R-re érvényes

[e's) 00 00
S Jan + Byal’ < 20aP S feal? + 20812 3 lyal® < o0
n=1 n=1 n=1

egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy ¢2 vektortér, és hogy (x,y)
korrektil definiélt skaléris szorzat.

Legyen (z}), (z2), ... ¢?-beli Cauchy-sorozat. Minden & > 0-
hoz van olyan kg, hogy k, ¢ > kq esetén

oo
Z 2k — 2|2 < e. (13.2)
n=1

Specialisan (x%) Cauchy-sorozat minden rogzitett n-re, tehat kon-
vergal valamely z,, szamhoz.
Az { — oo hataratmenettel (13.1)-b8l minden & > kg-ra és

N > 1-rea
N
Z |fo - xn|2 <e
n=1

egyenl6tlenséget kapjuk. EbbGl kovetkezik, hogy (x,) € 2, és
(k) — (2,,) £2-ben.

n

4 Hilbert 1904, Neumann 1927, Loéwig 1934, Rellich 1935.
5 Topologia, 3.9 tétel, 75. o.
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6 13. Hilbert-terek

e Atopologiaban lattuk azt is, hogy ha I nem-degeneralt kompakt in-
tervallum, akkor C(1) euklideszi tér az (f, g) := [, fg da skalaris
szorzatra nézve. Ez atér nem teljes. Legyen ugyanis az egyszer(iség
kedvéért I = [0, 2], és tekintsik a kdvetkezd fliggvényeket (lasd a

13.2 abrat);
0 ha 0<¢<1,
zp(t):=qn(t—1) ha 1<t<(n+1)/n,
1 ha (n+1)/n<t<2.

Ha m > n — oo, akkor
(n+1)/n 1
fom =l = [ hon(®) = () de < 0,
1

tehét (z,,) Cauchy-sorozat. Ha konvergélna valamely = € C(I)
fliggvényhez, akkor az

1 1
/‘mwﬁdﬁ:/|mw—xawﬁﬁsnw—xw2eo
0 0

becslés alapjan x = 0 volna [0, 1]-ben. Masrészt az ugyancsak
érvényes

2 2 2
/ lz(t) — 1% dt < 2/ |lz(t) — 2, (t)[? dt + 2/ |2, (t) — 1|2 dt
1 1 1
(n+1)/n
§2Ha:—:an2+2/ |z, (1) — 1|% dt
1

2
<2l — @l + = -0,
n
becslés szerint x = 1 lenne [1, 2]-ben, ésigy z:(1)-re két kiilonbdz6
érték adodna.
Utolso példank mutatja a kdvetkezd eredmény jelentdségét:

13.1. Allitas. Minden euklideszi tér teljessé tehet6, vagyis alkalmas Hil-
bert-tér slirl alterének tekinthet6.

Bizonyitas. Minden E euklideszi tér metrikus tér is a

d(z,y) = |z —ylp = (z —y,x —y)*/?

tavolsagra nézve, és igy alkalmas (H, d) teljes metrikus tér stirl (metrikus)
alterének tekinthetd.

6 Topolagia, 1.15 allitas, 23. o.

© Typotex Kiado
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13.1. Definiciok és példak 7

13.2. abra. z,, grafja

Tetsz6legesen rogzitett x,y € H és ¢ € R esetén valasszunk olyan F-
beli (z,,) és (y,) sorozatokat, hogy d(x,z,) — 0 és d(y,y,) — 0, majd
definialjuk a kdvetkezé mennyiségeket:

r+y=1lm z, + yn,
cx = lim cx,,
(z,y) = lim (zy, yn).
Konnyen ellendrizhetd, hogy

e ezek a hatarértékek léteznek;
e a hatérértékek nem fuggnek (z,,) és (v, ) specialis valasztasatol;
e H euklideszi és igy Hilbert-tér a most bevezetett skalaris szorzatra
nézve;
o d(z,y) = (x —y,z —y)'/? minden z,y € H-ra.
(]

Definicio. Jeloljuk L?(I)-vel a C(I) teljessé tételével kapott Hilbert-
teret.

*Megjegyzés. A Lebesgue-integral lehetévé fogja tenni L2 (1) konkré-
tabb interpretaciojat. ’

7 Lasd a 21.5 allitas (b) részét, 260. o.
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8 13. Hilbert-terek

Latni fogjuk, hogy RY szamos hasznos tulajdonsaga minden Hilbert-
térben érvényben marad. De a kOvetkez6 példak 6vatossagra intenek:

*peldak. Tekintsiik a H := ¢2 Hilbert-teret.
o A H-beli
k—1
F::{(m,lJrk’l,O,...) ck=1,2,...}

halmaz nem-iires, korlatos és zart, mégsincs minimalis norméaja e-
leme. Mas szoval a 0 pont F-t6l vald tavolsaga nem vétetik fel:
dist (0, F') = 1, de |ly|]| > 1 minden y € F'-re. Ebbdl kovetkezik,
hogy F korlatos és zart, de nem kompakt. Valoban, emlékeztetiink
arra®, hogy metrikus térbeli nem-iires kompakt halmazok tavolsaga
mindig felvétetik.

e A H-beli

0o 182
Ki={ven : Zl(HE) a2 < 1)
n—=

halmaz nem-ures, konvex, korlatos és zart, de nincs maximalis nor-
maju eleme. Tovabba a halmaz atmérdje sem vétetik fel: diam K =
2, de ||z —y|| < 2minden z,y € K-ra. Ebbl kdvetkezik, hogy K
konvex, korlatos és zart, de nem kompakt. Valoban, emlékeztetiink
arra’, hogy metrikus térbeli nem-iires kompakt halmaz atmérgje
mindig felvétetik.

o Az
[e¢]
M = {xéH : ZaznZO}
n=1
halmaz valodi, sr( altere H-nak. Specialisan nem létezik olyan
y € H pont, amelyre dist (y, M) > 0. llyen szituacié nem fordul-
hat el6 véges dimenzidban, mert abban minden altér teljes, tehat
zart is. 1°
Az M altér siirlisegének az igazolasara rogzitsiink egy tetszo-

s

leges B, (z) gdmbot. Adott, késébb megvalasztandd m > 1 és

8 Topolagia, 1.22 allitas, 27. o.
9 Lasd Gjra az emlitett 1.22 allitast.
10 Topolagia, 3.9 tétel és 1.10 allitas, 75. és 18. o.
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13.2. Ortogonalitas 9

k > 1 egészekhez tekintsiik az

k
o C C
Y= (xl,...,:cm,—p...,—g,
sorozatot. Akkor y € M, és

m—+k 12

0,0,...), c=x1+ - +xm,

lz —yl>= >
n=m+1 n>m-+k
m-+k

S 2yg;ny2+252 + ) Jaal?
2
k

n=m-+1 n>m-+

<262+2Zy 2
< Tnl®.

n>m

IN

Valasszuk m-et olyan nagynak, hogy az utolsd Gsszeg r2/4-nél
kisebb legyen, majd valasszuk & olyan nagyra, hogy c¢?/k < r2/4
is teljestiljon. Akkor y € B, (x).

Mostant6l kezdve a fejezet végéig a H betlivel mindig Hilbert-teret jel-
lunk.

13.2. Ortogonalitas

Definicio. Legyen z,y € H és A, B C H. Azt mondjuk, hogy
e 1 és y ortogonalisak, jelben x L y, ha (z,y) = 0;
e 1 és A ortogonalisak, jelben 2z 1. A, ha (z,y) = 0 mindeny € A-
ra;
e Aés Bortogonalisak, jelben A L B, ha(x,y) = 0 mindenz € A-
raésy € B-re.

Ratérlink a bevezetésben emlitett els6 probléma megoldasara:

© Typotex Kiado
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10 13. Hilbert-terek

13.3. abra. Mer6leges vetités

13.2. Tétel. (Merdleges vetités'!) Legyen K C H nem-iires konvex, zart
halmaz, és © € H. Létezik egyetlen x-t6l minimalis tavolsagra Iévd K -beli
y pont. Ez a pont a kdvetkez6 tulajdonsaggal jellemezhetd:

yeK, é (r—y,v—y)<0 minden v e K-ra. (13.2)
A Pgx := y képlettel értelmezett Py : H — K leképezés Lipschitz-
folytonos valamely L < 1 konstanssal.
Ha K altér, akkor (13.2) ekvivalens az

r—yl K (13.3)

ortogonalitasi tulajdonsaggal, és Py legfeljebb 1 normaju folytonos
linearis leképezés.

Definicid. Az y = Pk (x) pontot az x pont K -ra vonatkozd mer6leges
vetiletének hivjuk (lasd a 13.3 abrat).

Bizonyités. Létezés. Legyen d = dist (z, K), és tekintsink egy olyan
(yn) C K sorozatot, amelyre ||z — y,|| — d. Akkor (y,) Cauchy-sorozat.

11 | evi 1906, Schmidt 1908, Nikodym 1931 (tételkimondas), 1935 (bizonyitas), Riesz
1934-35.
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13.2. Ortogonalitas 11

Valbban, a paralelogramma-azonossag szerint
(2 =yn) = (@ =ym) I+ (2 —yn) + (@ —ym )| = 2llz—ya || >+ 2llz—ym|,
és innen d definicioja alapjan

[ym = yall? = 2]z = yal® + 2]l = ym|1* = 4llz = 27 (g + y) I

< 2llz = ynl* + 2]}z — ym|* — 4%,

mert 2~ (y,, + v,) a konvex K halmazhoz tartozik. Elegendd ezek utan
észrevenniink, hogy a jobboldal m,n — oo esetén nullahoz tart.

E sorozat hatarértékére y € K, hiszen K zart, és ||z — y|| = d a norma
folytonossaga miatt.

Jellemzés és egyértelm(ség. Legyen y € K minimalis d tavolsagra z-
t6l. Tetsz6legesen rogzitett v € K-raaz (1 — t)y +tv = y + t(v — y)
vektorok minden 0 < ¢ < 1-re a konvex K halmazhoz tartoznak, tgyhogy

0>t (o —yl* ~llz —y = tlo = y)II*) = 2(z — y,v — ) — t|o —yl*.

Innen ¢ — 0 mellett (13.2) adodik.
Megforditva, ha (13.2) teljesiil, akkor

o —]> = |lz —y|* + lly — vl> = 2(z — y,v — y)
> [lz —yl* + [ly —v|?
> |z — y|?
minden y-t6l kiilonb6z6 v € K-ra.
Lipschitz-tulajdonsag. Ha z,2’ € H, akkor az y = Pk (z) ésy' =
Px(2') jeldléssel
(z—y,y' —y) <0 & (' —y,y—vy)<0.
Osszeadva 6ket
(z—a'+y —y.y —y) <0
adodik; innen
Iy —yl? < (@ =z —y) < 2" — 2| - |y — v,
ésigy
1y —yll < llz" — =
A K altér esete. Legyen w € K. Alkalmazzuk (13.2)-t v = +tw-vel,
ahol ¢t > 0; t-vel osztva

t(z—yw) <tz —y,y)
adodik. Innen ¢ — oo mellett a keresett (x — y, w) = 0 relaciot kapjuk.
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12 13. Hilbert-terek

Megforditva, (13.3)-bol (x — y, v —y) = 0 kdvetkezik, mertv —y € K.
Py linearitasa az egyértelmiségbdl kdvetkezik. Ha ugyanis y = P (),
y = Pg(2’)és A € R,akkoraz —y L K ésa’ —y' L K relaciok maguk
utan vonjak az
(x+2)—(y+y) LK & -y LK
dsszefliggéseket. O

*Példa. Az el6z6 szakasz végén bevezetett F' halmaz példaja mutatja,
hogy a konvexitasi feltétel a merdleges vetiilet létezéséhez is szlikséges.

Miel6tt levezetnénk a most igazolt tétel néhany fontos kdvetkezményét,
vezessiink be két (j fogalmat:
Definiciok.
e A H-beli D halmaz ortogonélis komplementuméan a
Dt:={zxecH :z 1D}

halmazt értjuk.

e A H-beli D halmaz altal generalt zart altéren a D-t tartalmazd H-
beli zart alterek metszetét értjiik. Vilagos, hogy ez a D-t tartalmazo
legsziikebb zart altér.

Vegyik észre, hogy D zart altere H-nak, és hogy
ACB= B*cAt, (AUB)*=A+tnBL

Jegyezziik meg azt is, hogy a D altal generalt zart altér a D-beli pon-
tok véges linearis kombinacibi altal alkotott halmaz lezarasa. A kodvetkezd
eredmény (b) része megoldja a bevezet6ben emlitett masodik problémat:

13.3. Kovetkezmény.

(a) (Riesz*?) Legyen M C H nem-iires zart altér. Minden z € H vektor
egyértelmen felirhato = = y + z alakban, ahol y € M és z € M.
(b) Legyen M C H nem-iires valbodi zart altér. Létezik olyan x € H vektor,
hogy
dist(z, M) = ||z|| = 1.
(c) A D C H halmaz altal generalt zart altér megegyezik D--sel. Kovet-
kezésképpen
e ha D = {0}, akkor D generéalja H-t;
e ha M+ = {0} valamely M C H altérre, akkor M s(iri H-ban,
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13.2. Ortogonalitas 13
Mt A o
x z
y _ M H M
0 o 0
13.4. &bra. Merd&leges 13.5. &bra. dist(z, M) =
felbontés ||

Lasd a 13.4 és 13.5 abrakat.

Bizonyitas.
(a) Létezés. Definici6 szerinty := Pyx € M,ész:=x—y e M*a
(13.3) tulajdonsag alapjan.

Egyértelm(iség. Hax = y+2 és x = v/ + 2 két olyan felbontas, amelyre
y,y € Mész 2z 1 M,akkor

wi=y—y =2 —zeMnM™.
1gy (w,w) = 0, ahonnan w = 0, tehat z = 2/ és y = 7/
(b) Tetszblegesen valasztott y € H\M-re x := (y — Pypy) /||y — Puyl|
megfelel a kivanalmaknak.

(c) Kénnyen lathatd, hogy D+ a D-t tartalmazo zart altér, és igy tar-
talmazza a D altal generalt M zart alteret. Meg kell még mutatnunk, hogy
D+t c M.

Ha z € D+, akkor (a) miatt 2 = y + z alkalmas y € M és z € M~
vektorokkal. Innen kovetkezik, hogy z = = — y € D+ — M = D+,
Masrészt = € D+, mert D ¢ M folytan M+ c DL, igy z € DN DL =
{0}, ahonnan z = y € M. O

12 Riesz 1934-35.
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13.3. Konvex halmazok szétvalasztasa

Véges dimenzids X vektortérben két diszjunkt nem-iires konvex halmaz
mindig szétvalaszthat6 affin hipersikkal, vagyis

{reX : ¢p(x)=c}

alak( halmazzal, ahol ¢ : X — R nem-nulla folytonos linearis funkcional,
és ¢ € R. Pontosabban:

13.4. *Allitas. (Minkowski'3) Legyenek A és B diszjunkt nem-iires kon-
vex halmazok a véges dimenzios X vektortérben. Létezik olyan ¢ nem-nulla
linearis funkcional X -en, hogy alkalmas ¢ valbs szamra

pla) <e< ) mindken z€ A & be B esetén. (13.4)

El8sz6r egy gyengébb, de minden Hilbert-térben érvényes valtozatot bi-
zonyitunk. Emlékeztetiink arra 4, hogy X’-szel jeldljiik az X normalt tér
dualisét, vagyis az X -en értelmezett folytonos linearis funkcionalok normalt
terét.

© Typotex Kiado

13.5. Tétel. (Tukey™®) Legyenek A és B diszjunkt nem-iires konvex, zart
halmazok H-ban. Ha legalabb az egyikik kompakt, akkor létezik olyan
¢ € H’, hogy alkalmas ¢y, co valos szamokra

pla) <ep<ca<pb) minden x€ A é be B eseten. (13.5)

(Lasd a 13.6 abrat.) Specialisan kulonb6zd a,b € H pontokhoz mindig
talalhato olyan ¢ € H', hogy ¢(a) # ¢(b).

Bizonyitas. A
C:=B-A={b—a:a€A be B}

halmaz nem-lres konvex, zart, és nem tartalmazza 0-t. Az egyetlen nem-
trivalis tulajdonsédg C' zartsdga: meg kell mutatnunk, hogy ha egy C-beli
b, — a, alak( sorozat konvergal valamely x ponthoz X -ben, akkor = € C.

13 Minkowski 1910, 1911.
14 Topolégia, 3.5 szakasz, 81. o.
15 Tykey 1942.
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13.3. Konvex halmazok szétvalasztasa 15

13.6. abra. Konvex halmazok szétvalasztasa

Tegyiik fel példaul, hogy A kompakt, akkor létezik egy konvergens a,,, —
a € A részsorozat. Innen kovetkezik, hogy

b, = (bp, — an,) + an, — =+ a.

Mivel B zart, z +a € B,ésigyz = (x +a) —a€ B— A=C.
Jeloljiik y-nal 0 mer&leges vetiiletét C-re; akkor y # 0 (hiszen 0 ¢ C),
és
(0—y,b—a—y) <0 mindenx € Aésb e B esetén,
vagyis
lyll* + (a,y) < (b,y) mindenz € Aésb € B esetén.

A p(x) := (z,y) képlet egy o € H’ funkcionalt definial a Cauchy-
Schwarz egyenlétlenség miatt. Minthogy A és B nem iresek, az imént
kapott egyenl6tlenség alapjan az

c1:=sup (a,y), ©€s cy:= inf (b,y)
acA beB

szamok végesek, és (13.5) teljesdil.
Az utolso tulajdonsédg az A := {a} és B := {b} vélasztassal kovetkezik
az eddigiekbdl. O
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16 13. Hilbert-terek

*A 13.4 allitas bizonyitasa. Lassuk el X-et egy euklideszi norméaval;
véges dimenzios lévén X szeparabilis, igy A és B is szeparabilisak.'® Rog-
Zithetuink tehat egy A-ban sir( (a,,) sorozatot és egy B-ben sirl (b,,) soro-
zatot. Jel6ljik minden n természetes szamra A,,-nel és B,-nel az aq,..., an,,
illetve b1,..., b, pontok konvex burkat.

Az A,,, B,, halmazok kompaktak, mert a kompakt'’

{(t1,.. . ty) ER™ : 1 >0,..., 6, >0, t1+---+t, =1}
szimplex folytonos képei az
f(tl,...,tn) =tiay+---+tha, €S g(tl,...7tn) =t1by +- -+ t,bn

képletekkel definialt f,g : R™ — X folytonos (linearis) leképezésekre
nézve.

Minthogy A,, C A és B,, C B diszjunktak, a 13.5 tétel szerint van olyan
nem-nulla ,, € X’ funkcional, hogy

on(a) < p,(b) mindenx € A, ésb € B,, esetén. (13.6)

Alkalmas konstanssal megszorozva feltehetjik, hogy ||¢. | = 1.
Minthogy X’ véges dimenzibs, létezik konvergens ¢,,, — ¢ részsoro-
zat.'® Akkor ||| = 1, tehat ¢ nem-nulla. Meg fogjuk mutatni, hogy

w(a) < p(b) mindenz € Aésb € B esetén;

ebbdl az allitas
c:=inf {p(b) : be B}

valasztassal kovetkezni fog.
Az (ay), (b,) sorozatok s(irlisége miatt elég igazolnunk, hogy

p(ar) < ¢(bm)

minden k,m = 1,2,...-re. Tetsz6legesen rogzitett k, m-re ez n — oo
esetén adodik a (13.6) miatt minden n > max {k, m}-re érvényes

‘Pn(ak) < ‘Pn(bm)
relaciobol. O

16 Topologia, 1.28 allitas és 3.9 tétel, 32. és 75. o.

17 Emiekeztetiink arra, hogy véges dimenziéban minden korlatos zart halmaz kompakt:
Topologia, 3.9 tétel, 75. o.
18 Topolbgia, 3.9 tétel, 75. o.
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13.3. Konvex halmazok szétvalasztasa 17

A 13.5 tétel bizonyitasaban konstrualt o funkcionalt egy v € H vektor
reprezentalta. Megmutatjuk, hogy val6jaban minden o € H' ilyen alak.
Hay € H, akkor a

py() = (z,y)
formula olyan ¢, € H’ funkcionalt definial, amelyre ¢, || < ||y, mert

oy (@) <yl - (1]

minden = € H-ra a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség miatt. A j(y) := ¢,
jeloléssel igy egy 7 : H — H' linearis leképezést kapunk.

13.6. Tétel. (Riesz—Fréchet'®) A j leképezés izometrikus izomorfizmus -
rol H'-re.

A tételbdl kovetkezik, hogy H' is Hilbert-tér; a tétel alapjan H'-t gyakran
azonositjak H-val.

Bizonyitas. Mar tudjuk, hogy ||¢y,|| < [|y|| minden y-ra. Az |p,(y)| =
|ly||* egyenl6ség maga utan vonja a forditott ||, || > ||y|| egyenlGtlenséget
is. Igy j izometria, és csak a szuperjektivitas igazolasa marad hatra.

Tetsz6legesen rogzitett o € H' funkcional

M =N(p):={zxe H : p(x) =0}

magja zart altér. Ha M = H, akkor y = 0 valasztassal ¢ = ¢,,.

Ha M # H, akkor a 13.3 kdvetkezmény (12. 0.) alapjan rogzithetiink
egy M-re merdleges e egységvektort. Megmutatjuk, hogy y = ¢(e)e va-
lasztassal ¢ = . Valoban, tetszbleges = € H-ra legyen A = p(x)/¢(e) és
z =x— Ae. Akkor p(z) = 0,tehat z € M, ésigy =z L e. Kbvetkezésképpen

p(r) = p(Ae + 2) = Ap(e)

(z,y) = ple)(z,e) = ple)(Ae + z,€) = Ap(e). O
Befejezésil ismertetiink két érdekes ellenpéldat.
*Példak.
e A 13.4 allitasban a véges dimenzio feltétele lényeges. 2° Tekintsiik
ugyanis azon valos (x,,) szamsorozatok X vektorterét, amelyekben

legfeljebb véges sok nem-nulla elem van. Jel6ljik A-val azon nem-
nulla sorozatok halmazat, amelyek utols6 nem-nulla eleme pozitiv,

19 Riesz 1907 és Fréchet 1907 (két cikk az L? esetre), Riesz 1934-35 (4ltalanos eset).
20 pjeudonné 1941.
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és legyen B = {0}. Akkor A és B diszjunkt nem-ires konvex
halmazok X -ben.

Megmutatjuk, hogy ha (13.4) teljestl, akkor sziikségképpen
¢ = 0. Vélasszunk e célbdl tetszdlegesen rogzitett x € X-hez
olyan k indexet, hogy x,, = 0 minden n > k-ra, és tekintslik az

k—1
—
e :=(0,...,0,1,0,...)
vektort. Akkor +x + te;, € A minden ¢ > 0-ra, tehat
+o(z) +te(er) < ¢ minden ¢ > 0-ra.

Ebbdl ¢ — 0 mellett |p(z)| < c adodik. De egy korlatos lineéris
leképezés sziikségképpen azonosan nulla.

e A 13.5 tételben a kompaktsag feltétele nem hagyhato el. 2* Tekint-
siik ugyanis H := ¢>-ben az

A= {(z,) € : nlz, —n 23 <z, mindenn > 2-re}
és
B:={(z,) € * : x, =0 mindenn > 2-re}

nem-ures konvex, zart halmazokat. A és B diszjunktak, hiszen egy
(xn,) € AN B sorozatnak teljesitenie kellene minden n > 2-re az
z1 > n'/3 egyenl6tlenséget, marpedig n'/? — cc.

Ha szét lehetne valasztani A-t és B-t zart hipersikkal, akkor
A — B egy zart féltérhez tartozna. Ez azonban lehetetlen, mert
A — B slir(i ¢*-ben. Ez az

A—B={(z,) e : z,—n 23 =0(1/n)}

Osszefuiggés segitségével igazolhat6. Tetsz6legesen rogzitett (z,,) €
(? és ¢ > ( esetén valasszunk olyan m-et, hogy

dlmlP <’/ bs Y TP/

n>m n>m
Akkor az
Zn ha n <m,
Ty =
" n=2/3 ha n>m

21 Tukey 1942.
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13.4. Ortonormalt bazisok 19

képlet olyan (x,,) € A — B sorozatot definial, amelyre

(S =) " < (T ) " (S ) <
n>m

n=1 n>m

13.4. Ortonormalt bazisok

A Hilbert-terek idealis keretet nyGjtanak a Fourier-sorok tanulmanyoza-
sara.

Definicio. Paronként ortogonalis egységvektorokbol all6 sorozatot or-
tonormalt sorozatnak hivunk. 22

Peldak.
e Az (2-beli
k-1
—
er = (0,...,0,1,0,...), k=1,2,...
vektorok ortonormalt sorozatot alkotnak.

e (Trigonometrikus rendszer) Tetsz6leges 27 hosszlsagl I interval-
lumra az

1 ; sin kt cos kt

e =—, €S egp_1=——, e = ——, k=1,2,...

fliggvények ortonormalt sorozatot alkotnak L?(I)-ben.

e A/2/msinkt (k=1,2,...)fluggvények ortonormélt sorozatot
alkotnak az L?(0, ) térben.

o Az1/\/més\/2/mcoskt (k=1,2,...)fliggvények ortonormalt
sorozatot alkotnak L2 (0, )-ben.
13.7. Allitas. Legyen (e;) ortonormalt sorozat H-ban.
(a) (Bessel-egyenl&ség®) Minden z € H-raésm = 1,2, ... -re fennall az

o=@ e = el = 3 e (137)
j=1

j=1
egyenl6ség. (Lasd a 13.7 abrat.)

22 Gram 1879, Schmidt 1908.

23 Bessel 1815, 1828. A 13.7 abra mutatja, hogy a Pitagorasz-tétel altalanositasarol van
sz0.
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20 13. Hilbert-terek

A
@ — (2, e1)e)

R

(z,e1)ep
13.7. abra. Bessel-egyenlség m = 1-re
(b) (Bessel-egyenlétlenség®®) Minden 2 € H-ra érvényes a
i (2, e))* < [|z]? (13.8)
j=1

egyenl6tlenség. Specialisan a baloldali sor mindig konvergens.
(c) Tetszbleges valos (c;) szamsorozatra

[e.e] o0

> cje; konvergal H-ban <= ) |e;f* < oo

j=1 j=1
Megjegyzések.

e A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség levezetésekor mar igazoltuk a
Bessel-egyenl6séget m = 1-re.

e Az (z,e;) mennyiségeket - Fourier-egyiitthatoinak 2

nevezzik.

24 Bessel 1815, 1828.
25 Clairaut 1757 (546-547. 0.), Euler 1777, Fourier 1822.
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13.4. Ortonormalt bazisok 21

Bizonyitas.
(a) Az egyenl6ség kozvetlen szamolassal adodik:

||3:—§:($ ej)el? = ( i (x,ej)ej,x f: (z, ek ek)
j=1 j=1 k=1
= (z,x) — (Z(ZE ej)(ej, ) (Z x,ex)(x, e )

j=1 k=1

(e en)esren)
j=1k=1
= @,2) =2(D @, e)?) + (X I en)l?)
7j=1 k=1

= |l=[l* - Z!(%%)\Q,
j=1

mert (ej,e;) = 0haj # k, és (e;,e;) = 1 minden j-re.

(b) A nem-negativ tagl sor részletosszegeinek ||z||? felsé korlatja (a)
miatt.

(c) Minthogy

H Z CjejH Z |CJ|2

Jj=n+1 j=n+1
minden n. > m-re, a Cauchy-kritérium azonos a két sorra. O

Megjegyzés. Tetszbleges x € H-re

© Typotex Kiado
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22 13. Hilbert-terek

az z-hez legkozelebbi pont az e;,..., e, altal generalt M, altérben, mert
barmely M,,,-beli pont esetén

m 2 m m
o= cies| =t = 2(X o) + D lesl?
j=1 j=1 j=1

m

= (Il = Y- I ) ) + D les = (@ e5)]?
i=1 j=1

m 2 m
= Hl’ - Z(%ej)ejH +> lej— (e

=1 j=1
Kovetkezésképpen?®

m

dist (x, M) = Hx - Z(w,ej)ejH. (13.9)
j=1

Vizsgaljuk meg az egyenl8ség esetét a Bessel-egyenlétlenségben:
13.8. Allitas. Legyen (e;) ortonormalt sorozat H-ban. A kdvetkez6 négy
tulajdonsag ekvivalens:
(a) az (e;) altal generalt M altér sirli H-ban;
(b) (Fourier-sor?’) S(z,ej)e; = x minden = € H-ra;
(c) (Parseval-egyenl8ség®®) 3" |(x, e;)|? = ||=||> minden = € H-ra;
(d) haz € H és (z,e;) = 0 minden j-re, akkor 2 = 0.

Bizonyitas.
(@) < (b). Jeloljuk M,,-mel az eq,..., e, altal generalt alteret. Akkor
(@) és (b) azzal ekvivalens, hogy

dist (z, M,,) — 0 illetve Hx - Z(:c,ej)ejH —0
j=1
minden = € H-ra. Elég tehat alkalmazni a fenti (13.9) egyenl&séget.

(b) < (c) a Bessel-egyenl6ségh6l adodik, mert (13.7) két oldala egy-
szerre tart nullahoz.

(b) = (d) nyilvanval6.
26 Toepler 1876.

27 Fourier 1822.
28 pgrseval 1805.

© Typotex Kiado
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13.4. Ortonormalt bazisok 23

(d) = (a). (Csak itt hasznaljuk H teljességét.) A feltevésiink szerint
M+ = {0}, tgyhogy alkalmazhat6 a 13.3 kdvetkezmény (12. 0.). O

Definicio. A H Hilbert-térbeli (e;) ortonormalt sorozat teljes, ha az
egymassal ekvivalens (a), (b), (c), (d) tulajdonsagok teljestilnek. Azt is
mondjuk ilyenkor, hogy (e;) ortonormalt bazis.

Példak.
e A fent definialt #2-beli (e;) ortonormalt sorozat teljes, hiszen bar-
mely ¢2-beli = = (z;) esetén (x, e;) = x; minden j-re, igyhogy a
o Késébb megmutatjuk?®, hogy a fent definialt harom masik ortonor-
malt sorozat is teljes. Alkalmazva a Parseval-egyenl6séget a trigo-
nometrikus rendszerre az I = [—m, 7] intervallumban az z(t) = ¢
fliggvényre, megkapjuk Euler egyik nevezetes eredményét 3C:

ol
k::lk 6

Ha (e;) ortonormalt bazis H-ban, akkor az e; vektorok racionalis e-

gyutthatokkal vett véges linearis kombinacioi megszamlalhato, siir(i halmazt
alkotnak H-ban, tehat H szeparabilis. Megforditva:

13.9. Allitas. Minden szeparabilis Hilbert-térnek van ortonormalt bazisa.

o

Bizonyitas. Legyen (y,) slrl sorozat a Hilbert-térben. Legyen ny az
els6 olyan index, amelyre y;,..., y,, k dimenzios alteret general. Az y,,,,
Yns»- - - SOrozat lineérisan fuggetlen, tovabba

ylw"aynk éS ynlﬂ“'7ynk
minden k-ra azonos alteret generalnak.

s,

Az z, = yp,, egyszerlsitett jeloléssel élve az

Ty — T, €k )€
61:i &S e, = — L<n(Tn k)Ck n=23,...

|z1]] Zn = > pen(Tns er)erl’

képletek kénnyen ellendrizhetéen ortonormalt sorozatot értelmeznek. 3! Mi-
vel

Ti1,...,Tn €S €1,...,€n

29 | asd a 21.6 kovetkezményt, 262. 0.
30 Eyler 1734/5 (heurisztikus bizonyités), 1748 (§167).
31 Gram-Schmidt ortogonalizacio: elsd kotet, 9.1 allitas, 192. o.
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24 13. Hilbert-terek

nyilvan azonos alteret generalnak minden n-re, az (e,,) sorozat altal generalt
altér srl H-ban. O

*Megjegyzés. A fenti fejtegetésekben az elemek sorrendje nem jatszik
szerepet. Ezért a jelen szakasz eredményei kiterjeszthet6k nem-szeparabilis
Hilbert-terekre is, ha ortonormalt sorozatok helyett tetsz6leges ortonormalt
csaladokat tekintiink. 32

13.5. Gyenge konvergencia. Kivalasztasi tétel

A 13.1 szakasz végén szerepl6 példak mutatjak, hogy a Bolzano—-\Weier-
strass tétel nem érvényes végtelen dimenzibs Hilbert-terekben: a korlatos,
zart halmazok nem mindig kompaktak. A kovetkez6 példa azt is mutatja,
hogy a végtelen dimenzibs Hilbert-terek zart gémbjei, bar korlatosak és
zértak, sohasem kompaktak.

Példa. Minden (e, ) ortonormélt sorozat korlatos, de nem tartalmaz kon-
vergens részsorozatot, mert ||e,, — e,,|| > 1 minden n # m-re.

Nevezetes eredmény, hogy a Bolzano-Weierstrass tétel Kkiterjeszthetd
minden Hilbert-térre a konvergenciafogalom alkalmas gyengitésével:

Definici6. Az (z,,) sorozat gyengén konvergél z-hez H-ban %, jelben
Tn — z, ha (z,,y) — (x,y) minden rogzitett y € H-ra.

Példak.

e Véges dimenzibban a gyenge konvergencia ekvivalens a norma-
konvergenciaval (komponensenkénti konvergencia).

e Végtelen dimenzidban minden (e, ) ortonorméalt sorozat gyengén
nullahoz tart. Ugyanis a >_ |(xz,e,)|? sor tetszéleges » € H-
re konvergal a Bessel-egyenl6tlenség szerint (13.7 allitas, 19. 0.),
és igy az altalanos tagja nullahoz tart: (z,e,) — 0 = (z,0).
Emlékeztetiink arra, hogy (e, ) nem konvergal norméaban.

Ime a gyenge konvergencia elemi tulajdonsagai:
13.10. Allitas.
(a) Egy sorozatnak legfeljebb egy gyenge hatarértéke lehet.

32 | asd példaul Halmos 1957.
33 Hilbert 1906.
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13.5. Gyenge konvergencia. Kivalasztasi tétel 25

(b) Ha z,, — =z, akkor x,,, — « minden (x,,, ) részsorozatra is.

(c) Haz, — z ésy, — y, akkor =, +y, — = + ¥.

(d) Ha x,, — x H-ban és \,, — A R-ben, akkor \,,z,, — Ax H-ban.

(e) Legyen K C H konvex zart halmaz. Ha z,, € K minden n-re, és x,, —
x, akkor x € K.

(f) Ha ||z, || < L minden n-re, és x,, — z, akkor ||z|| < L.3
(g) Fennall a kovetkez6 ekvivalencia:

Tp — T <= Tp—x €S |z, — |z

Bizonyitas.
(@), (b) és (c) a definicid egyenes kdvetkezményei.

(d) ugyantgy igazolhat6, mint a skalaris szorzat folytonossaga. *°
(e) Jeldljiik y-nal = merdleges vetiiletét K -ra, akkor
(Tn —y,z—y) <0

minden n-re a 13.2 tétel alapjan (10. 0.). Minthogy z,, — =, innen hatarat-
menettel (z — y, = — y) < 0 adodik. 1gy ||z —y|?> < 0, tehat z = y € K.

(f) Alkalmazzuk (e)-t K :={z € H : ||z]| < L}-ra.
(9) Ha z,, — x, vagyis ha ||z, — z|| — 0, akkor
[(@n,y) = (@, 9)] < lzn — 2 - [lyll =0
minden y € H-ra a Cauchy—Schwarz egyenl&tlenség szerint, és
| lzall = llzll | < llzn — 2] — 0

a haromszog-egyenltlenség alapjan.
A forditott iranyban, ha z,, — z és ||z, || — ||z||, akkor az

lzn — 2| = llzal® + [l2]? - 2(zn, 2)
azonossag jobboldala nullahoz tart, agyhogy z,, — . O

Megjegyzések.

o A konvexitas feltétele nem hagyhat6 el (e)-ben: minden ortonormalt
sorozat a zart egységgomb-felllethez tartozik, gyenge hatarértéke,
a nullvektor azonban nem.

34 Ekvivalens modon |z|| < liminf||z,]|.
35 Topologia, a 3.4 allitas (h) része, 68. o.
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e A norma-konvergenciat erds konvergencianak is hivjak, mert (g)
szerint maga utan vonja a gyenge konvergenciat.

A gyenge sorozatok korlatossaga mélyebb tulajdonsag. A bizonyitashoz
emlékeztetiink a Baire-lemma kovetkezd alakjara®:

P

13.11. Allitas. Ha egy teljes metrikus tér el5all megszamlalhatd sok zart
halmaz egyesitéseként, akkor ezek kdzil legalabb egynek van bels6 pontja.

13.12. Allitas.
(a) Minden gyengén konvergens sorozat korlatos.
(b) Ha z,, — = ésy, — y, akkor (x,,y,) — (z,y).
Példa. Ha (e,) ortonormalt sorozat, akkor az =, = vy, := e, példa

mutatja, hogy a skalaris szorzas folytonossaga nem gyengitheté tovabb: az
T, — x ésy, — y Osszefliggésekbdl altalaban nem kdvetkezik, hogy

(xm yn) - (J:) y)

Bizonyitas.
(@) Ha z,, — x H-ban, akkor az n — (x,,y) szdmsorozat minden
y € H-rakonvergens, és igy korlatos. Kovetkezésképpen az

Fp:={ye H : |(zy,y)| <k minden n-re}, k=1,2,...

zart halmazok befedik H-t. Alkalmazva a Baire-lemmat, valamelyik F}, hal-
maz tartalmaz egy Bo,(y) gombot.
Ha z,, # 0, akkor

Y+ 7"||$n||_1$n € Bar(y) C Fy,
és innen
@y y + ]~ )| < k.
Minthogy y € F}, ebbdl kdvetkezik, hogy

Plaall = (@, Pllznll = 2a)] < k+ (20, )] < 2.
Tehat az (x,,) sorozat korlatos.
(b) Az (y,,) sorozat korlatossaga miatt
[(@nyn) = (@ 9)] < (@0 — 2, y0) [ + (2,0 — y)
<@ =zl - [lynll + [(2, yn) — (2,9)]

— 0

36 Topologia, 1.12 allitast, 20. 0. A Baire-lemma funkcionalanalizisbeli hasznossagara
Saks hivta fel a figyelmet: lasd Banach és Steinhaus 1927.
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han — oo. (|
A kovetkez segédtétel egyszerUsiti a gyenge konvergencia ellen6rzését:

13.13. Lemma. Legyen (x,,) korlatos H-beli sorozat,z € HésA C H.
Jeloljuk M-mel a A altal generalt zart alteret.

Ha (z,,,y) — (z,y) minden y € A-ra, akkor (z,,y) — (z,y) minden
y € M-reis.

Specialisan, ha A generalja H-t, akkor x,, — z.

Bizonyitas. Tetsz6legesen rogzitett = € M-hez és e > 0-hoz olyan
N természetes szamot kell talalnunk, hogy |(x,, z) — (z,z)| < e minden
n > N-re.

Legyen L olyan nagy szam, hogy ||z|| < L, és ||z,| < L minden n-
re. A skaléris szorzat bilinearitdsa miatt (z,,,y) — (x,y) a A-beli vektorok
barmely y véges linearis kombinacibjara. Valasszunk olyan y-t, amelyre
|z — y|| < e/(3L), majd olyan N-et, hogy |(z,,y) — (x,y)| < /3 minden
n > N-re. Akkor minden n > N-re fennall a kdvetkezd becslés is:

(@0, 2) — (2, 2)| = [(Tn, 2 = y) + (Tn — 2,9) + (z,y — 2)|
< |znll - Iz = yll + [(@n, y) = (@, )| + 2] - [ly — 2]
< e. O

Példa. Az ¢*-beli ' = (), 2* = (x2), ...sorozat pontosan akkor
konvergal gyengén = = (zy)-hoz, ha korlatos, és ha xz}! — x; minden
rogzitett k-ra (komponensenkénti konvergencia).

Minthogy az «}} — x;, konvergencia (z",e;) — (z,e;) alakban is
irhato, a feltétel szlikségessége az el6z6 allitasbol kovetkezik. A feltétel
elégségessége a 13.13 lemmabol adodik, mert (e;,) generalja £2-t.

Altalanositsuk végiil a Bolzano—Weierstrass tételt:

13.14. Tétel. (Kivalasztasi tétel®”) Hilbert-térben minden korlatos sorozat-
nak van gyengén konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Legyen (x,,) korlatos sorozat H-ban, és L olyan konstans,
hogy ||z,|| < L minden n-re. Jeloljik A-mel az (x,,) altal generalt zart
alteret. Vegyuk észre, hogy M szeparabilis.

37 Hilbert 1906, Schmidt 1908, Neumann 1929-30.
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Ha M véges dimenzios, akkor (x,,)-nek van erésen konvergens részso-
rozata a szokasos Bolzano-Weierstrass tétel szerint>®, és ez maga utan vonja
a gyenge konvergenciat is (valojaban ekvivalens vele). Tegyik fel ezentdl,
hogy M végtelen dimenzibs, és vegyiink fel benne egy (e;) ortonormalt
bazist a 13.9 allitas alapjan (23. 0.).

Az n — (x,,e1) szdmsorozat korlatos. A Bolzano-Weierstrass tétel
szerint van tehat olyan (xl) C (x,) részsorozat és c; valos szam, hogy
(I}L, 61) — C1.

Ezt kdvetGen, minthogy az n — (z., e2) szamsorozat is korlatos, talal-
hato olyan (22) C (x)) részsorozat és c, valos szam, hogy (22, e2) — ca.

Rekurzioval folytatva egymast kdvet6 részsorozatoknak olyan végtelen

(2n) D (25) D (23) D -+

sorozatat és olyan c¢;, valés szamokat kapunk, hogy
(zF . er) — e (13.10)

minden régzitett k = 1,2, . .. -re. Alkalmazva a Cantor-féle atlos modszert®
a z, := x) képlet olyan (z,) C (z,) részsorozatot definial, amely gyengén
> re crex-hoz tart.

Ennek a bizonyitasara jegyezzilk meg el6szor, hogy (zy, ex) — ¢ min-
den rogzitett k-ra, mert zy, zx.1,. .. részsorozata (xﬁ)gozl—nek.

Vegyiilk most észre, hogy a > ;- cxey sor er6sen konvergél valamely,
legfeljebb L norméju = € M ponthoz. A konvergenciahoz a 13.7 allitas
alapjan csak azt kell belatnunk, hogy >"7, |cx|? < L? minden rogzitett m-
ra. Minthogy

m

Z‘(zmek)F < lzall® < L2

k=1
minden n-re a Bessel-egyenl8tlenség miatt, ez az n — oo hataratmenettel
adodik. A ||z|| < L egyenl&tlenség a norma folytonossagabol kdvetkezik.

Az eddigiek alapjan (z,, ex) — cx = (z, er) minden k-ra. Alkalmazva
a 13.13 lemmat, innen (z,,y) — (z,y) mindeny € M-re.

Mutassuk meg végul, hogy (z,,y) — (z,y) minden y € H-ra is.
Jeldljik e célbol u-val y mer6leges vetliletét M-re, akkor az eldzBek sze-
rint (z,,u) — (z,u). Tovabba y —uw L M, Ggyhogy (z, — z,y —u) = 0
minden n-re. Végeredményben tehat

(zn,y) — (2,y) = (zn — zyu) + (2 — 2,y —u) = (2, — z,u) — 0. O

38 Topologia, 3.9 tétel, 75. o.
39 Cantor 1890-91.
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13.6. Folytonos és kompakt operatorok

A rovidség kedvéértegy L : H — H linearis leképezést operatornak is
neveziink. Az operatorok folytonossaga a gyenge konvergencia segitségével
is jellemezhetd:

13.15. Allitas. Az A : H — H operatorra a kovetkezd tulajdonsagok

ekvivalensek:

(a) van olyan M konstans, hogy ||Az|| < M]||z| minden x € H-ra;

(b) korlatos halmazokat A korlatos halmazokba visz &t;

(c) teljesen korlatos halmazokat A teljesen korlatos halmazokba visz at;
(d) ha z,, — z, akkor Az, — Auz;

(e) haz,, — z, akkor Ax,, — Ax;

() hax, — =z, akkor Azx,, — Ax.

Megjegyzés. A linearitasa miatt elegendd (d)-t, (e)-t és (f)-et csak = =
0-ra megkovetelni. Ugyanez a megjegyzés tehet6 a késébbi 13.17 allitasra
is.

A bizonyitashoz vezessiik be az adjungalt operator fogalmat.

13.16. Allitas. Minden A € L(H, H) operatornak létezik pontosan egy
olyan A* € L(H, H) adjungaltja*’, hogy

(Az,y) = (z,A*y) minden =z,y € H-ra. (13.11)
Megjegyzés. Az allitasbol kovetkezik, hogy A** = A minden A-ra.

Bizonyitas. Tetsz6legesen rogzitetty € H-raavy,(x) := (Ax,y) képlet
folytonos lineéris ¢, € H' funkcionalt definial. Alkalmazva a Riesz—Fréchet
tételt létezik pontosan egy olyan y* € H vektor, hogy

(Az,y) = (z,y") minden x,y € H-re.

Ez mutatja, hogy A*y egyetlen lehetséges értéke y*. Masrészt az A*y := y*
értelmezéssel (13.11) valoban teljesiil.

skalaris szorzat bilinearitasabol kovetkezik, hogy
(Az,y1 +y2) = (z, A*yy + A'yp) & (Az, \y) = (z,\A™y)

minden z,y € H-ra. Az A*(y1 + y2) és A*(\y) vektorok unicitasa folytan
innen A* linearitasa adodik.

40 |_agrange 1762-65 (471. 0.), Riesz 1910, 1913 (L2-ben és ¢2-ben).
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Alkalmazva (13.11)-et x = A*y-nal minden y € H-ra az
1AyI? = (AA%y,y) < [|AA™y] -yl < 1Al 1Ayl - [yl
becslés adodik; ez mutatja, hogy A* folytonos, és || A*|| < ||A]|. O
A 13.15 allitas bizonyitasa.

Az (a) < (b), (a) < (), (a) = (d) és (e) = (f) kOvetkeztetések a
definiciokbol adodnak.

(d) = (e). Tetsz6legesen rogzitett y € H-ra
(Azy, — Az,y) = (z, —x, A%y) — 0,
mert z,, — .
(f) = (a). Ha (a) nem teljesul, akkor talalhato olyan (y,,) sorozat, hogy

lynll = 1/n és ||Ay,|| > n minden n-re. Akkor z, — 0, de (Az,) nem
konvergal gyengén, hiszen még csak nem is korlatos. O

Vezessiik be a folytonossag egy erésebb valtozatat:
13.17. Allitas. Az A : H — H operatorra a kovetkezd tulajdonsagok

ekvivalensek:

(@) ha (z,) C H korlatos sorozat, akkor, (Ax,)-nek van (erésen) konver-
gens részsorozata;

(b) korlatos halmazokat A teljesen korlatos halmazokba visz at;
(c) ha x,, — x, akkor Az, — Ax.

A bizonyitashoz felhasznaljuk Cantor kovetkez6 tételét, amelyet metri-
kus terekre mar korabban*! igazoltunk:

13.18. Lemma. (Cantor*?) Topologikus térben z,, pontosan akkor tart
x-hez, ha (x,,) barmely (z/,) részsorozatanak van z-hez tarto (x!!) részsoro-
zata.

Bizonyitas. Ha x,, — =z, akkor z!/ — x, mert (x!)) részsorozata (z,,)-
nek is. Ha viszont x,, /4 z, akkor van z-nek olyan V" kdrnyezete és (x,,)-nek
olyan (z!,) részsorozata, amely teljes egészében V'-n kivil fekszik. Akkor
(x],) egyetlen részsorozata sem tarthat z-hez. O

41 Topologia, 1.2 allitas, 9. o.
42 Cantor 1871, 89. o.
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A 13.17 allitas bizonyitasa.

(a) < (b) Elég emlékeztetniink arra “3, hogy egy H-beli B halmaz
pontosan akkor teljesen korlatos, ha barmely B-beli sorozatnak van (erésen)
konvergens részsorozata.

(@) = (c) A fenti lemma miatt elegenddé megmutatnunk, hogy (Az,,)
barmely (Azn, ) részsorozatanak van Az-hez tartd (Azn, ) részsorozata.

Minthogy a teljesen korlatos halmazok korlatosak is, A folytonosa 13.15
allitds miatt, és igy z,, — x maga utan vonja az Ax,, — Ax relaciot.

Az (z,, ) sorozat korlatos lévén, (a) miatt létezik konvergens Ax% —
y € H részsorozata. Meg kell még mutatnunk, hogy vy = Ax. Az Az, —
Az és Aw”ke — g relaciokbol kovetkezik, hogy A:U"ke — Ax és Axnk[ —
y; innen y = Ax a gyenge hatarérték egyértelmiisége miatt.

(c) = (a) Minden korlatos (z,,) sorozatnak van gyengén konvergens

— g részsorozata a 13.14 tétel szerint. Akkor Az, — Az (c) miatt.
O

Definicio. Az A : H — H operator kompakt vagy teljesen folytonos *4,
ha a 13.17 allitasbeli ekvivalens tulajdonsagok valamelyike teljestil.

Ty

Ime néhany alaperedmény:

13.19. Allitas.
() Minden kompakt operéator folytonos.
(b) Minden véges rang(*, folytonos operator kompakt.
(c) Ha A, B € L(H, H) és A kompakt, akkor AB és BA is kompakt.
(d) A kompakt operatorok zart alteret alkotnak L(H, H)-ban.
Bizonyitas.
(@) és (b) a 13.15 és 13.17 allitasokbdl adodik, ha figyelembe vessziik,
hogy véges dimenzios terekben a gyenge és erds konvergencia egybeesik.
(c) a definiciok azonnali kovetkezménye.

(d) Csak a zartsag nem nyilvanval6. Legyenek A, Ao, ...olyan kom-
pakt operatorok, hogy A,, — A L(H, H)-ban. Meg kell mutatnunk, hogy A
is kompakt. Ha (x,) korlatos sorozat H-ban, akkor a 13.14 tétel bizonyitasat
megismételve konstrualhatd olyan (zx) részsorozat, hogy (A, z;) minden

43 Topologia, 1.27 kdvetkezmény, 32. 0. Jegyezziik meg azt is, hogy teljes metrikus
térbeli teljesen korlatos halmaz lezarasa (is teljesen korlatos, és igy) kompakt.

44 Hilbert 1906, Riesz 1917.

45 Egy operator véges rang(, ha az értékkészlete véges dimenzios.
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rogzitett n-re konvergens. Elég megmutatnunk, hogy akkor (Az;) Cauchy-
sorozat.
Legyen ||z,|| < L minden n-re. Tetszbleges ¢ > 0-hoz vélasszunk
olyan n-et, hogy
1A= Aull < 57
majd olyan N-et, hogy

| Anzi — Anzel| < % minden k,¢ > N-re.

Akkor
[ Az — Azl| < I(A = An)zell + [[Anze — Anzel| + [[(An — A)ze|| <€
minden k, ¢ > N-re. O
Példak.

e Ha H véges dimenzios, akkor minden A : H — H operator foly-
tonos, és igy kompakt.

e Az ] : H — H identikus leképezés nem kompakt, ha H végtelen
dimenzios. Val6ban, e,, — 0 minden ortonormalt sorozatra, de
Ie, = e, / 0 H-ban.

Kompakt operatorokra igen fontos példat szolgaltat a kdvetkez6

13.20. Allitas. (Hilbert-Schmidt operatorok?®) Legyen (e,,) ortonormalt
bazis H-ban. Ha az a,,,,, valdés szamokra

o0

Z | Q| < 00,

m,n=1

A (g :Unen> = mi;l (g amnﬂin) €m

képlet kompakt operatort definial H-ban.

akkor az

Példa. Intuitive hasznos (a,)-t végtelen négyzetes matrixnak tekin-
teni. Példaul a diagonalis

A0
0 A

46 Hilbert 1906, Schmidt 1907.
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matrix Hilbert-Schmidt operatort reprezental, ha 3" |\, |> < oo, de kompakt
operatort reprezental mar a gyengébb \,, — 0 feltétel mellett is.

Bizonyitas. Ha

[o.¢]
T = E Tnen, € H,
n=1

akkor

| Aal? = Z\Zamnxn (% |amn\)(2|a:n|)

m=1 n=1 m,n=1

a Cauchy—Schwarz egyenl8tlenség alapjan. Innen A folytonos operator, és

1< (Y laml)”

m,n=1

Hasonlban, az

An (ni; :Bnen) = Z (Z amnﬂcn> €m

m=1 n=1
képlet folytonos és véges rang(, tehat kompakt Ay operatorokat értelmez
H-ban. Mivel N — oo esetén analbg szamitassal

||A — ANH g ( Z |amn|2)1/2 — 07

max{m,n}>N

az el6z0 allitas alapjan A kompakt. O

13.7. Hilbert spektraltétele

Linearis algebrab6l ismeretes, hogy minden szimmetrikus matrix dia-
gonalizalhat6. Ebben a szakaszban kiterjesztjiik ezt az eredményt végtelen
dimenzios Hilbert-terekre.

Definicio. Az A € L(H, H) operator szimmetrikus 4’ vagy 6nadjungalt,
ha A* = A, vagyis ha

(Az,y) = (z, Ay) minden =x,y € H-ra.

47 Hilbert 1904, Schmidt 1907.
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34 13. Hilbert-terek

Példa. A Hilbert-Schmidt operator énadjungalt, ha a,,,, = a,, minden
m, n-re.

E szakasz f6 eredménye a

13.21. Tétel. (Hilbert*®) Legyen A kompakt, dnadjungalt operator egy
végtelen dimenzios, szeparabilis H Hilbert-térben. Létezik olyan (ey)
ortonormalt bazis H-ban és olyan (\;) valos szamsorozat, hogy
Aep, = \pep,  minden k-ra,
és
A — 0.

Megjegyzések.

o Atétel véges dimenzidban is érvényben marad: ekkor az (e ), (Ax)
sorozatok végesek, és a A\, — 0 relaci6 elhagyand6. Ez ekvivalens
a szimmetrikus matrixok diagonalizalhat6sagara vonatkozo tétel-
lel.

e Ortonormalt sorozatok helyett ortonormalt csaladokat hasznalva a
tétel kiterjeszthet6 a nem-szeparabilis esetre is.

Az alabbi bizonyitas Riesz Frigyestdl szarmazik.*® Jeléljiik minden valos
A-ra N(A — MI)-vel az A — \I operator magjat, vagyis az A operator A
sajatértékhez tartoz6 sajatalterét:

NA-XN):={zeH : (A-XN)x=0}={x € H : Az = \z}.

Ha A folytonos, akkor a sajatalterek zartak. A sajatalterek nem-nulla ele-
meit sajatvektoroknak nevezziik.

13.22. Lemma. Legyen A € L(H, H) 6nadjungalt operator.

(a) A sajatalterei paronként ortogonalisak.
(b) Ha e, es,..., ex sajatvektorai A-nak, akkor

Hy:={xecH :xzle,...,x Leg}
invarians zart altere A-nak, vagyis
r€e H, — Axe€ H.
Kovetkezésképpen A-nak a Hy-ra val6 leszlikitése L(Hy,, Hy,)-beli dnad-
jungalt operator.

48 Hilbert 1904, 1906, Schmidt 1907, Rellich 1935.
49 Riesz 1910.
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(c) Az A operator normaja meghatarozhatd a hozzarendelt kvadratikus a-
lakbol:

[Al = sup{[(Az, z)[ - |lz| <1}. (13.12)

Bizonyitas.
(@) Ha Ae = Xe, Af = uf és \ # p, akkor

Me, f) = (Ae, f) = (e, Af) = (e, uf) = ple, f),
ahonnan (e, f) =0, tehate L f.
(b) Ha Ae; = Aje; minden j = 1,..., k-raés x € Hy, akkor
(Az,e;) = (x, Aej) = (z, N\jej) = Aj(z,e;) =0, j=1,...,k,
tehat Az € Hy,.
(c) Jeldljuk ideiglenesen N 4-val (13.12) jobboldalat. A nyilvanvalo
|(Az, 2)] < [|Az] - [l«]| < [IA]] - |||

becslés mutatja, hogy N4 < ||A||. Az ellentétes iranyl egyenl6tlenség iga-
zolasara jegyezziik meg el8szor, hogy az

(A%z,z) = (Azx, Ax)
egyenl6ség kovetkeztében minden A > 0-ra fennall az alabbi becslés:
4| Az|]? = (Az + X1 Az), de + A1 Ax)
— (A — X1 Az), dx — A Ax)

< NallAz 4+ A1 Az|? + Na||hz — AL Az|?

= N4 (X l]]? + A2 Az?).
Ha Az # 0, akkor a \2 = ||Ax||/||z|| véalasztassal

4| Az|* < ANl Az]| - ||,

és innen
[Az| < Nallz|
adodik. Ez nyilvanvalban igaz Az = 0 esetén is, tehét || A|| < Na. O

13.23. Lemma. Ha A € L(H, H) kompakt, dnadjungalt operator és
H # {0}, akkor A-nak van olyan X sajatértéke, hogy |A| = [|4]|.
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Bizonyitas. Ha A = 0, akkor A = 0 sajatértéke A-nak. Tegyik fel
ezentdl, hogy A # 0. Alkalmazva az el6z6 lemmat van olyan (z,,) C H
sorozat, hogy

lanll =1 & [(Azn,zn)] — [|A]l.
Alkalmazva a 13.14 tételt (27. 0.) létezik gyengén konvergens x,, — =z
részsorozat. Akkor ||z|| < 1.

Tovabba A kompaktsaga miatt Az, — Az, ésigy (Az,,,x,,) —
(Az, ) a 13.12 allitas miatt (26. 0.). Minthogy |(Azy, ,xn, )| — ||Al az
(x,,) sorozat definicidja miatt, innen

|(Az, z)| = [[All,
és akkor szilkségképpen ||z|| = 1. Ezek alapjan
1Az — (Az, 2)a|* = || Az|? — |(Az,2)* < [|Al]* - |(Az, 2)]* =0,
tehat A = (Ax, =) sajatértéke A-nak. O

A 13.21 tétel bizonyitasa. Az A = 0 eset nyilvanvalé. Ha A # 0,
akkor az el6z6 két lemma alapjan van olyan e; egységvektor és \; valbs
szam, hogy

Ael = Me; 65 |)\1| = ||A|| > 0.

Ha valamely & > 1-re mar ismeretes eq,..., e €S A1, ..., Ag, akkor
tekintsiik A-nak a lesz(ikitését H,.-ra. Ha ez nem nulla, akkor alkalmazzuk
ismét az el6z6 két lemmat: létezik olyan e, 1 € Hj egységvektor és \xq
val6s szam, hogy

Aepr1 = Meg1err1 €8 [Aey1| = [|A]m, || > 0.

Vegylk észre, hogy |A\i| > [Ak41], mert Hy, C Hp—y  (Ho := H).

Ha a konstrukci6 véges sok lépés utan megszakad, vagyis ha A|g, = 0
valamely k-ra, akkor elegendd kiegésziteni az ey,..., e sorozatot Hj egy
tetsz6leges ekt 1, exr2,...0rtonormalt bazisaval, és bevezetni minden m >
k-raa \,, = 0 szamot.

Ha a konstrukcié nem szakad meg, akkor A\, — 0. Az ellenkezd esetben
ugyanis az (xy) := (ex/A) sorozat korlatos volna, azonban az (Axy) =
(ex) képsorozatnak nem volna konvergens sorozata, hiszen |le — e;|| = /2
ha k # j. Ez ellentmondana A kompaktsaganak.

Mivel \; # 0 minden k-ra, mindegyik e, ortogonalis A magjara. Mu-
tassuk meg, hogy az (e;) ortonormalt sorozat teljes N(A)*-ben. Ha z ¢
N (A)* ortogonalis minden ey-ra, akkor 2 € Hj, minden k-ra, tehat

Az = | Almeall < [Ax] - [l
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minden k-ra. Minthogy A, — 0, innen Az = 0. igy, z € N(A)L NN (A) =
{0}, vagyis z = 0.

Ha N(A) # {0}, akkor befejezésiil egészitsuk ki (ej)-t az N(A) mag
tetsz6leges ( f,,,) ortonormalt bazisaval®®; az f,,-ekhez hozzarendelt sajatér-
tékek nullak. O

*Megjegyzés. A spektraltétel segitségével definialhatjuk kompakt, 6n-
adjungalt operatorok folytonos fliggvényeit. Vezessiik be ehhez A spektru-
mat°! a

o(A) :={A} U {0}
képlettel; vegylik észre, hogy a spektrum kompakt. Ha f € C(o(A)), akkor

az
f(A) (Z Sﬁkek) =Y fw)zrer

képlet egy f(A) € L(H, H) operatort definial. Ez ésszer( definicio, hiszen
valos egyiitthatos p(z) = a,2"™ + - - - + a1z + ag polinomok esetén vissza-
kapjuk a szokéasos

p(A4) = a, A" + -+ a1 A+ apl

értelmezést. A kapott f : C(o(A)) — L(H, H) leképezés linearis izomet-
ria, és (fg)(A) = f(A)g(A) minden f,g € C(o(A))-ra. Ez a megjegyzés
ramutat a spektraltétel szoros kapcsolatara a Banach-algebrakkal, amelyre
itt helyhiany miatt nem tudunk kitérni.>

Tekintstik most az

r—Axr =y (13.13)
inhomogén linearis egyenletet és a hozza kapcsolodo
z2—Az=0 (13.14)

homogén linearis egyenletet, ahol A adott H-beli operator. A kovetkez6
eredmény nagy fontossaggal bir a parcialis differencialegyenletek elméleté-

ben 53;

50 Két sorozat dsszefésiilésével a tétel feltételeinek eleget tevd e, f1, e, fo2, ... SOro-
zatot kapunk.

51 Hilbert 1906.

52 | 4sd példaul Berberian 1966, Dunford—Schwartz 1957-1971, Halmos 1957, Rudin
1991, Sz6kefalvi-Nagy 1942.

53 Lasd példaul Riesz és Sz6kefalvi-Nagy 1988, §81.
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13.24. Allitas. (Fredholm-alternativa®®) Legyen A kompakt, onadjungalt
operator a H Hilbert-térben.

(a) A (13.14) egyenlet megoldasai véges dimenzios M alteret alkotnak.

(b) A (13.13) egyenlet pontosan akkor oldhatbd meg, hay 1 M.

(c) Hay L M, akkor a (13.13) egyenlet megoldasai M, affin alteret alkot-
nak, amelyik ugyanannyi dimenzi6s, mint M.

Megjegyzés. Két, egymast kolcsonosen kizard eset lehetséges tehat:
vagy létezik nem-trivialis megoldasa (13.14)-nak, vagy pedig (13.13) barmely
y € H esetén egyértelmiien megoldhato.

Bizonyitas. Az egyszer(ibb irasmod kedvéért tegyiik fel, hogy H végte-
len dimenzibs és szeparabilis.

(@) Mivel \,, — 0a 13.21 tétel szerint, az N (A — A\I) sajatalterek min-
den nem-nulla \-ra véges dimenzidsak. Speciélisan N (A — I) is véges di-
menzios.

(b) A 13.21 tételbeli (e,,) és (\,,) sorozatokat hasznalva és z, y-t az

o [oe)
T = Z Tnen, €5 y= Z Un€n
n=1 n=1

alakban irva (13.13) a kovetkez6 alakot olti:
(I=X)xn =yn, n=12 ... (13.15)

Innen latszik, hogy ha van megoldasa (13.13)-nak, akkor y,, = 0 minden
olyan n-re, amelyre \,, = 1. Mas szbval y L M, hisz M az {e,, : A\, = 1}
halmaz altal generalt altér.

Megforditva, y L M esetén az

{(1 - )\n)_lyn ha A, 7& 1,

tetszbleges ha X\, =1

képlet a (13.15) egyenletrendszer megoldasat szolgaltatja. Minthogy (y,,) €
7% ésaz (1 — \,)~! szamsorozat korlatos (ugyanis 1-hez tart), fennall az
(z,,) € £% relacio is. Kovetkezésképpen z := > x,e, megoldasa (13.13)-
nak.

(c) M, = z+M a(13.13) egyenlet tetszOlegesen rogzitett = megoldasara.
]

54 Eredholm 1900, 1903.
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13.8. * A komplex eset

A jelen fejezet legtobb eredménye konnyen adaptéalhatd a komplex eset-
re. Tekintslik at roviden a sziikséges valtoztatasokat. Emlékeztetiink arra,
hogy minden komplex vektortér valos vektortérnek is tekinthetd, ha csak a
valos szamokkal valo szorzast engedjiik meg. 1gy példaul valos vektortérként
C" izomorf R*V-nel.

Legyenek X ésY komplex vektorterek. Azt mondjuk, hogyaz A : X —
Y leképezés linearis, ha

Alx +y) = A(z) + A(y) €s A(lz) = \A(x)
minden z,y € X és A € C esetén, és antilinearis vagy konjugaltan linearis,
ha

Az +y) = A(z) + A(y) és A(\x) = MA(z)
minden z,y € X és \ € C esetén.

13.1 szakasz. A komplex X vektortéren értelmezett, valos értékd ||-||
fliggvényt normanak nevezzik>, ha minden z,y,z € X és \ € C esetén
fennallnak a kdvetkezd tulajdonsagok:

e |z[ =0,

e |z|=0 <<= z=0,

o Az]| = [A]- ],

o lz+yl <zl + vl
Az utolso tulajdonsagot tovabbra is haromszog-egyenlétlenségnek nevezziik.

Normaval ellatott vektorteret normalt térnek neveziink. A norma a szokasos

modon metrikat definial, és a megfeleld topologiara nézve a norma folytonos
fliggvény.

A komplex X vektortéren értelmezett komplex értékd (-,-) : X x X —

C fliggvényt skalaris szorzatnak nevezziik, haminden z,y,z € X ésa, 3 €
C esetén fennallnak a kovetkezd tulajdonsagok:

(ax + By, z) = a(x, 2) + B(y, 2),

b (l’,y) = (y,l’),
o (xz,2)>0,
e (z,2)=0 <= z=0

55 Wiener 1922.
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Skalaris szorzattal ellatott vektorteret euklideszi térnek neveziink. A skalaris
szorzat a szokasos modon normat definial, amely eleget tesz a Cauchy-
Schwarz egyenl8tlenségnek és a paralelogramma-azonossagnak. A skalaris
szorzat folytonos a norma-topologiara nézve.

A teljes euklideszi tereket Hilbert-tereknek nevezziik.®® Példaul CV
Hilbert-tér az

(7,y) = 2191 + 2202 + -+ + TNUN

skalaris szorzattal, ésa |z, |? < oo feltételnek eleget tevl x = (z,,) komp-
lex szamsorozatok ¢2 halmaza Hilbert-tér az

(z,y) = Z TnTn

skalaris szorzattal. Viszont adott kompakt I intervallumon folytonos, komp-
lex értékd fliggvények csak nem-teljes euklideszi teret alkotnak az

(.9) = [ fgds
I
skalaris szorzatra nézve.

13.2 szakasz. Az 13.2 tételbeli (13.2) feltételt (10. 0.) a kdvetkez6re kell
cserélni:

ye K, ésR(z —y,v—y) <0mindenv € K-ra

(az R betl a valos részre utal), a bizonyitasban pedig minden (-, -) skalaris
szorzat helyett R(-, -) irando.

13.3 szakasz. A 13.4 allitasbeli (13.4) formuléban, valamint a 13.5 tétel-
beli (13.5) formulaban p(a) és ¢ (b) helyett Ry (a) és Rp(b) irandod.

A Riesz—Fréchet tételben (17. 0.) a j leképezés a komplex esetben anti-
linearis.

13.4 szakasz. Minden eredmény és bizonyitas érvényben marad, csak a
Bessel-egyenldség igazolasakor kell (z, e) helyett (x, ex)-t irni.

A trigonometrikus rendszer elegansabb alakot 6lt: az ¢?** /\/2r fiiggvé-
nyek, ahol k az &sszes egész szamon végigfut, ortonormalt bazist alkotnak
L?(I)-ben barmely 27 hosszsaga I intervallumra.

13.5 szakasz. Minden eredmény és bizonyitas érvényben marad, mind-
dssze a 13.10 allitas (e) részének igazolasakor (25. 0.) irandd

R(zn —y,z—y) <0
(70 —y,z —y) <0 helyett.

56 Hilbert 1904, Neumann 1927, Léwig 1934, Rellich 1935.
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13.6 szakasz. Nincs sziikség valtoztatasra; a Hilbert—-Schmidt-féle 13.20
allitas (32. 0.) komplex a,,,,, szamokra is érvényes marad.

13.7 szakasz. Minden érvényben marad egyetlen megjegyzéssel: ha
komplex a,,,,, szamokat is tekintilink, akkor a,,, = anm helyett az a,,,, =
anm Teltételek biztositjak a megfelelé Hilbert-Schmidt operator énadjun-
galtsagat.

A komplex esetben a spektraltétel altalanosithatd nem feltétlenil énad-
jungalt operatorokra. Ismertessiik a megfelel eredményeket®’:

Definicio. Az A € L(H, H) operator normalis®®, ha AA* = A* A,

Példak.
e Minden 6nadjungélt operator normalis.
e Minden unitér operator normalis. (Az A € L(H, H) operator
unitér, ha invertalhatd és A~ = A* vagyis ha AA* = A*A =1)

13.25. Tétel. (Normalis operatorok spektraltétele®®) Legyen A kompakt,
normalis operator a végtelen dimenzios, szeparabilis, komplex H Hilbert-
térben. Létezik olyan (ey) ortonormélt bazis H-ban és olyan (\x) komplex
szamsorozat, hogy

Aej, = \pe, minden k-ra,

A, — 0.

57 Bernau-Smithies 1963 a 13.7 szakaszbelihez hasonlo bizonyitast ad. Egy maésik bi-
zonyitast ismertet Halmos 1957.

58 Frobenius 1878 (391. 0.) véges dimenzibban, Toeplitz 1918.

59 Frobenius 1878 (391. 0.) véges dimenzidban, Toeplitz 1918 az altalanos esetben.
Neumann 1929-30 nem-folytonos normalis operatorokra is altalanositotta a tételt.
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14. fejezet
Banach-terek

A matematikus, akarcsak a festd és a koltd, formakat alkot. Az altala
Iétrehozott formak azért tartbésabbak, mert gondolatokbol késziilnek.

G. Hardy

Az alkalmazéasokban sokszor szlikség van a Hilbert-tereknél altalanosabb
struktrakra, ahol az ortogonalitas fogalma mar nem értelmezhetd, de az
el6z6 fejezetben megismert eredmények tobbsége érvényben marad. Ebben
a fejezetben a Banach-terekkel foglalkozunk.

Javasoljuk az olvasbnak, hogy els6 olvasaskor hagyja ki az ¢*, ¢>° és
co terekre vonatkoz6 eredményeket, és koncentraljon az ¢? terekre a ho-
mogénabb 1 < p < oo esetben.

14.1. Normalt terek

A normalt terekkel mar a Topol6giaban megismerkedtiink, de nem ta-
nulmanyoztuk részletesen a végtelen dimenzios esetet. Ez a jelen fejezet f6
célja.

Definicio. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.!

Példak.
e Minden véges dimenzi6s normalt tér Banach-tér.?
e Minden Hilbert-tér Banach-tér is.

1 Riesz 1917, Banach 1922, Hahn 1922, Wiener 1922. Fréchet 1928 terminologiaja.
2 Topologia, 3.9 tétel, 75. o.

© Typotex Kiado

© Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

14.1. Normalt terek 43

e Ha K nem-iires halmaz és X Banach-tér, akkor a korlatos f : K —
X flggvények B(K, X) normalt tere teljes az

[[flloo := sup|[ f ()]l x
teK

normara nézve. 3 Ha X = R, akkor réviden csak B(K)-t irunk.

e Ha K nem-iires topologikus tér és X Banach-tér, akkor a korlatos
és folytonos f : K — X fiiggvények Cy(K, X) halmaza zart al-
tere B(K, X)-nek, és igy Banach-tér. * Ha K kompakt, akkor
egyszerlien C(K, X)-et irunk. Ha X = R, akkor csak Cy(K)-t,
illetve C'(K)-t irunk.

e Ha U nem-ires nyilt halmaz valamely normélt térben, Y Banach-
tér, és k természetes szam, akkor azon C* osztalyl f : U —
Y fliggvények, amelyekre az f, f/, ..., f*) fiiggvények mind
korlatosak, egy Cf(U,Y’) Banach-teret alkotnak az

I £lloo + 11 lloo + -+ 1F® oo

normara nézve.>
e A Korlatos valos © = (x,,) szamsorozatok ¢>° halmaza Banach-tér
az
[2]loc := sup ||

normara nézve, mert /> = B(K)a K := {1,2, ...} valasztassal.
e A 0-hoz tart6 valds szamsorozatok cg halmaza zart altere ¢°°-nek,
tehat Banach-tér.®

A kovetkez6kben még két fontos példat ismertetiink. Jeldljik 1 < p <

oo esetén (P-vel azon x = (x,) valos szamsorozatok halmazat, amelyekre
Y |zn|P < oo, és legyen

(]_l

www.interkonyv.hu

el = (X laat?) "

14.1. Allitas. Legyenek 1 < p, ¢ < oo konjugalt kitevsk, vagyis p~! +
=1.

3 Topolbgia, 1.7 allitas, 16. o.

4 Topologia, 2.11 allitas, 42. o.

5 Topologia, 98. és 109. o.

6 Adaptalhat6 a Topologiabeli 2.11 allitas bizonyitasa, 42. o.
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(a) (Holder-egyenl6tlenség’) Ha : € P és y € ¢4, akkor zy € (' és
lzylle < flllp - yllq-
(b) (Minkowski-egyenl6tlenség®) Ha x,y € (7, akkor = + y € (P és
2+ yllp < llzllp + [1yllp-

(c) ¢P Banach-tér.

Bizonyitas.

(@) és (b) nyilvanvalo ap = 1 és p = oo esetekben. Hal < p <
o0, akkor 1 < ¢ < oo. Alkalmazva az R™-beli Holder- és Minkowski-
egyenl&tlenséget °

N al 1/p 1 & 1/q
> fangnl < (3 leal?) (D val?)
n=1 n=1 n=1

és
N N N
1/p 1/p 1/p
n=1 n=1 n=1
minden N > 1-re; a keresett eredmények N — oo esetén adodnak.

(c) A Minkowski-egyenlétlenség felhasznalasaval konnyen lathato, hogy
P vektortér és ||-||,, norma.
Ha (xl), (#2), ...Cauchy-sorozat ¢*-ben, akkor minden ¢ > 0-hoz van

olyan kg index, hogy
Z 2k —2b|P < € (14.1)
n=1

minden k, ¢ > ko esetén. Innen elszor is kovetkezik, hogy (z*) Cauchy-
sorozat minden rogzitett n-re, és igy konvergal valamely z,, valés szamhoz.
Ezutan ¢ — oo esetén (14.1)-bél adodik, hogy

o)
Do lan —aalP <e
n=1

minden k > ko-ra. (Elég igazolni, hogy ZnN:1 |2k — 2,|P < e minden
N-re.) Kovetkezésképpen (z,,) € P, és (zF) — (z,,) ¢P-ben. O

! Rogers 1888, Holder 1889, Riesz 1913.

8 Minkowski 1896 (115-117. 0.), Riesz 1913.
9 Topolagia, 3.2 allitas, 65. 0.
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Emlékeztetiink arral®, hogy ha X ésY normalt terek, akkoraz A : X —
Y folytonos lineéris leképezések egy L(X,Y") normalt teret alkotnak az

[ All := sup{[[Az|| : [[z[| <1}
normara nézve.

14.2. Allitas. Ha X normalt tér és Y Banach-tér, akkor L (X, Y") Banach-
tér. Specialisan a normalt terek dualisai Banach-terek.

Bizonyitas. Ha (A,,) Cauchy-sorozat L(X,Y")-ben, akkor minden rog-
Zitett x € X-re (A,z) Cauchy-sorozat Y-ban, hiszen m,n — oo esetén
[Anz — Apz|| < [|An = A - [[z]| — 0.

Minthogy Y teljes, (A, z) konvergal valamely Az € Y ponthoz.
Az A,, leképezések linearitasa miatt A is lineéris. Minthogy az (A,)
Cauchy-sorozat sziikségképpen korlatos is, alkalmas M konstanssal

[Anz| < M||z|
minden n-re és z-re. Innen n — oo esetén ||A|| < M adodik, tehat A €
L(X,Y).
Végul adott ¢ > 0-hoz rogzitstink olyan N-et, hogy
[An — Al < e

minden m,n > N-re. Akkor
[Anz — Apz| < elz|
minden m,n > N-re és z € X-re. Innen m — oo esetén
| Az — Aal| < <flo]
adodik minden n > N-re és x € X-re, tehat A, — A L(X,Y)-ben. O

*Megjegyzés. Ha X = Y Banach-tér, akkor L(X, X') nemcsak Banach-
tér, de Banach-algebra is. Ez azt jelenti, hogy értelmezve van az operatorok
kozotti szorzas miivelete is, amely kompatibilis a normalt tér struktirajaval.
(Itt a szorzéas a kompozici6.) Pontosabban, ha A, B,C € L(X, X)ésa € R,
akkor

e «a(AB) = (ad)B = A(aB),
e (A+B)C=AC+ BC,

o AB+C)=AB+ AC,

o |IAB| < [A] - |BI.

10 Topolagia, 3.13 allitas, 79. o.
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Jegyezziik meg, hogy a szorzas nem kommutativ altalaban: AB # BA.

*Példa. Legyen I = [a, b] nem-degeneralt kompakt intervallum és 1 <
p < oo. Korabban lattuk!!, hogy C/(I) normélt tér az

el = ( [ Jatoe de) ™"

normara nézve. Megmutatjuk, hogy ez a norma nem teljes. Legyen I =
[0, 2] az egyszerliség kedvéért, és tekintsuk Ujra az el6z6 fejezetbeli

0 ha 0<t<1,
zp(t) :=qn(t—1) ha 1<t<(n+1)/n,
1 ha (n+1)/n<t<?2

sorozatot: lasd a 13.2 abrat a 7. oldalon.
Ha m > n — oo, akkor

(n+1)/n
|2 — 22 = / [ (1) — 2 (8| dt < 1/n — 0,
1

tehat (x,,) Cauchy-sorozat. Ha konvergalna valamely = € C(I) fuggvényhez,
akkor

1 1
/ () dt = / 2(t) — en()P dt < ||z — 2]l — O,
0 0

és igy = = 0 volna [0, 1]-ben. Mésrészt alkalmazva az = — |z|P fuggvény
konvexitasabol kovetkez6

la+bfP < 277 (|af? + [bf?)
egyenl6tlenséget, fennallna az

2 2 2
/ (t) — 17 dt§2p_1/ o(t) — 2 (D) dt+2p_1/ () — 17 dt
1 1 1

(n+1)/n
< 2P1H:z;—a:n\|§+21’1/ |z, (t) — 1|7 dt
1

p—1

<27z — 2|+
— 0

relacio is, ahonnan x = 1 [1, 2]-ben. De ez lehetetlen, mert két kiilonbdz6
értéket kaptunk z(1)-re.

1 Topologia, 3.3 allitas, 67. o.
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14.3. Allitas. Minden normalt tér teljessé tehet, vagyis Banach-tér sir{
alterének tekinthetd.

Bizonyitas. Konnyen adaptalhatd a 13.1 allitas bizonyitasa (6. 0.). Ké-
s6bb méas bizonyitast is adunk.*? O

Definicio. Jeldljik LP(I)-vel a C(I) teljessé tételével kapott Banach-
teret.

Megjegyzés. Késébb'® konkrét interpretaciot adunk az ilyen terekre.

14.2. Konvex halmazok szétvalasztasa

A konvex halmazok szétvalasztasarol sz6l6 13.5 tétel (14. 0.) minden
normalt térben érvényes marad, &s ennek rengeteg fontos alkalmazésa van. A
bizonyitas azonban lényegesen kiilonb6z8 a Hilbert-térbelitél: normalt terek
esetén mar az sem nyilvanvalo, hogy létezik nem-nulla folytonos linearis
funkcional.

Tanulmanyozzuk el&szor a vektorterek hipersikjait.

Definiciok. Legyen X vektortér.

e X-beli linearis funkcionalon egy ¢ : X — R lineéris leképezést
értlink. Az X-beli lineéris funkcionalok X* halmaza természetes
vektortérstrukttraval van ellatva.

e X -beli hipersikon maximalis valodi alteret értiink. Mas szbval a H
valodi altér akkor hipersik, ha tetsz6leges a € X\ H esetén H és a
generalja X -et.

e X-beli affin hipersikon egy hipersik eltoltjat értjik.

14.4. Lemma. Az X-beli hipersikok az X -beli nem-nulla linearis funk-
cionalok magjai.

Bizonyitas. Ha p € X* és ¢ # 0, akkor H := ¢~ '(0) X valodi altere.
Tovébba, ha a € X\H, akkor H és a generaljak X-et, hiszen kdzvetlen
szamolas mutatja, hogy

e(x)

go(a)aEH

12 4sd a 14.21 Allitas (b) részét, 67. o.
13 | asd a 21.5 allitas (b) részét, 260. o.
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barmely x € X-re. (Itt p(a) # 0, merta ¢ H.)

Megforditva, ha H X-beli hipersik, akkor tetsz6legesen rogzitett a €
X\ H pont esetén minden = € X-nek van egy egyértelmii z = ta + h alakl
felbontésa, ahol t € R és h € H. (Az egyértelm(iség az a ¢ H feltételbdl
adodik.) A ¢(x) := t képlet olyan nem-nulla lineéris funkcionalt definial
X-ben, amelynek H a magja. O

A linearis funkcionalok folytonossaganak tanulmanyozasahoz sziiksé-
glink lesz a kdvetkez6 fogalomra:

Definicio. Az X vektortérbeli U halmaz korszerd, ha
zxelU, MNeR & |[N<1 = el
Példak.
Minden altér korszerd.
A normalt terek 0 kdzéppont( nyilt és zart gombjei kdrszerdek.

[ ]
e Tetsz6legesen sok korszer(i halmaz metszete is korszer(.
e Korszerl halmaz lineéris képe is korszerd.

14.5. Lemma. Legyen U korszer(i halmaz az X vektortérben és o € X*
olyan nem-nulla lineéris funkcional, amelyre ¢ (a) = 1. Akkor

(a+U)Ne 1 (0)=0 <« |p/<1 U-.

Bizonyitas.

(a+U)Ne H(0)=0<=0¢ pla+U)=1+¢U) (merty(a)=1)
= —1¢ ¢U)
< p(U) C (—-1,1) (mert U korszerd). O
Vizsgaljuk most meg a normalt terek hipersikjait.
14.6. Lemma.

(a) Normalt térbeli hipersik vagy zart vagy sdr(.

(b) A H = »1(0) alaki hipersik (¢ € X*) pontosan akkor zart, ha ¢
folytonos.

Megjegyzés. Ha X véges dimenzios, akkor X* = X', hiszen minden
¢ € X* folytonos. '* Ha viszont X végtelen dimenzios, akkor X’ valodi
altere X *-nak.

14 Topolodgia, 3.14 tétel, 79. o.
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Bizonyitas. o

(@) Ha H zart, akkor H = H és H # X, tehat H nem s(irQ.
_ Ha H nem zart, akkor H olyan altere X-nek, amelyre I C H és H #
H. Innen H maximalitasa miatt kdvetkezik, hogy H = X, tehat H sird.

(b) Ha ¢ folytonos, akkor ¢~ (0) zart.*® Forditva, ha o~ (0) zart, akkor
valasszunk olyan a pontot, amelyre ¢ (a) = 1, majd olyan kis > 0 szamot,

hogy ¢ # 0 a B(a;r) gombben. Alkalmazva az el6z6 lemmat |¢| < 1 az
U := B(0;r) gdmbben. Ebbdl kdvetkezik, hogy ||¢|| < 1/7. O
Készen allunk a 13.5 tétel (14. 0.) Aaltalanositasara; lasd a 14.1-14.3

abrakat.

14.7. Tétel. Legyen A és B két diszjunkt nem-lres konvex halmaz az X
normalt térben.

(@) (Mazur®®) Ha A nyilt, é&s M A-tol diszjunkt altér, akkor létezik olyan
zart H hipersik, hogy

McH & ANnH=1.

(b) (Eidelheit'’) Ha A nyilt, akkor létezik olyan ¢ linearis funkcional X -
ben, hogy alkalmas ¢ val6s szammal

p(a) <c< p(b) mindena € A-raésb € B-re.

(c) (Tukey'®) Ha A zart és B kompakt, akkor létezik olyan ¢ linearis
funkcional X-ben, hogy alkalmas ¢, co valés szamokkal

v(a) <cp <ca < p(b) mindena € A-raésb € B-re. (14.2)

Megjegyzés. Alkalmazva (a)-t M = {0}-val adodik, hogy konvex nyilt
halmaz barmely hatarpontjahoz létezik tamaszt6 hipersik; lasd a 14.1 abrét.

A bizonyitas a kdvetkezd segédtételen alapul:

14.8. Lemma. Tekintsiink az X normalt térben egy H alteret és egy
t6le diszjunkt nem-ures konvex, nyilt A halmazt. Ha H nem hipersik, akkor
létezik olyan = ¢ H pont, hogy a H és x altal generalt altér is diszjunkt
A-tol.

15 Topologia, 2.9 allitas, 41. o.

16 Brunn 1910 &s Minkowski 1910 (816, 33—35. 0.) véges dimenzidban, Ascoli 1932
(szeparabilis terekben, 53-56. és 205. 0.), Mazur 1933.

17 Eidelheit 1936.

18 Tukey 1942.
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Elegendd tehat megmutatnunk, hogy H + | J, tA valodi részhalmaza X -

nek.
Tegyuk fel indirekt, hogy
HUH,UH_ =X, (14.3)
ahol a
H,:=|JtA & H :=-H, =|]tA
t>0 t<0

jeloléseket hasznaljuk. Vegylik észre, hogy nyilt halmazok egyesitéseként
H és H_ nyilt halmazok, és hogy a H, H, H_ halmazok paronként disz-
junktak. Ha ugyanis létezne példaul egy = € H, N H_ pont, akkor

r=h+ta=h —td
volna alkalmas
h,h € H, a,a’ € A vektorokkal é&s ¢,¢' >0 szamokkal.

De ekkor ., /
o ta+ta _ h'—h cH
t+t t—+t
teljesiilne, holott A konvexitasa miatt o’ € A, és AN H = 0.

AH,.NH=0)és HnN H_ = () relaciok bizonyitasa analog: megismé-
telhetd a fenti bizonyitas ¢’ = 0-val, illetve ¢t = 0-val.

Rogzitsiink most egy tetszéleges a € H pontot, és tekintsik a H és a
altal generalt M alteret. Mivel feltevésiink szerint H nem hipersik, létezik
egy b € X\ M pont. Akkor b € H, U H_ (14.3) miatt. Sziikség esetén b-t
—b-re cserélve feltehetd, hogy b € H _.

Minthogy b ¢ M, az a és b altal meghatarozott L egyenes nem metszi
H-t. Kovetkezésképpen, Gjra felhasznalva (14.3)-at, L mint topologikus tér
a diszjunkt nyilt L N H, és L N H_ részhalmazok egyesitése. Minthogy
a és b valasztasa miatt ezek egyike sem ires, ez ellentmond L 6sszefiiggd
voltanak. O

A 14.7 tétel bizonyitasa.

(a) Tekintslik X azon H altereinek a rendszerét, amelyekre M C H és
AN H = (. Nyilvanvaloan teljesiilnek a Zorn-lemma feltételei *°, van tehat
a rendszernek (legalabb egy) maximalis H eleme. Az el6z6 lemma alapjan
H hipersik. Minthogy H nem metszi a nem-iires A nyilt halmazt, H nem
slir(i, de akkor zart a 14.6 lemma szerint (48. 0.).

19 Topolodgia, 2.23 lemma, 52. o.
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(b) Alkalmazzuk (a)-t A helyett A — B-vel és M := {0}-val: olyan ¢ €
X' lineéris funkcionalt kapunk, amelyre ¢(A) és ¢(B) diszjunkt konvex
halmazok RR-ben, vagyis diszjunkt intervallumok; speciélisan ¢ nem nulla.
Sziikség esetén -t —p-re cserélve feltehetd, hogy

<inf .
Sljpw_l%QO

Legyen ¢ := inf g ¢, akkor innen
pla) <c<p(b) minden ac A é be B esetén.

Minthogy A és B egyike sem dres, —oo < ¢ < oo. Végil A nyiltsagabol
konnyen adodik, hogy ¢ < ¢ A-n, ugyanis ¢(A) nyilt intervallum.

(c) Jegyezziik meg mindenekel6tt, hogy dist (A, B) > 0. Az ellenkez6
esetben volnanak ugyanis olyan (a,) C A és (b,) C B sorozatok, ame-
lyekre ||a, — b,|| — 0. Minthogy B kompakt, ekkor létezne konvergens
by, — b € B részsorozat. AKKor ||a,, —by,|| — 0 miatt a,, — bis teljesiilne,
Ugyhogy b € A volna, hiszen A zéart, ellentmondva A és B diszjunktsaganak.

Rogzitstink egy 0 < r < 2~ !dist (A, B) szamot, és vezessiik be A és B
alabbi kornyezeteit:

A= A+ B,(0), B':= B+ B,.(0).
Alkalmazva (b)-t az A’, B’ halmazokra létezik olyan ¢ € X' linearis funk-
cional és ¢ valbs szam, hogy
p(a) < c < pb) mindena € A’ ésb € B’ esetén.
Ebbdl
ola) + )¢l <e< ) —r|ell mindena € Aésb e B esetén.

Innen a keresett eredmény ¢; := ¢ — r||¢|| €S ¢y := ¢ + r||p]|| valasztassal
adodik.

A fenti tétel segitségével altalanosithatjuk a 13.3 kdvetkezményt (12. 0.)
a generalt alterekr6l. Vezessiik be D € X és A C X' esetén a

Dt :={pe X' : o(x)=0 mindenz € D-re}
és
At:={zr € X : o(x)=0 mindenz € A-ra}

ortogonalis komplementumokat. Ha X Hilbert-tér, akkor X és X’ azonosi-
tasa esetén visszakapjuk az ortogonalis komplementum korabbi definiciojat
(12. 0.).
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14.9. Kdvetkezmény. (Banach®®) Legyen X normalt tér, D ¢ X, M
pedig X altere.

(a) A D altal generalt zart altér megegyezik (D+)*-sel.
(b) Ha D+ = {0}, akkor D generéalja X -et.
(c) Ha M+ = {0}, akkor M sfir{i X-ben.

Bizonyitas. A 13.3 kdvetkezmény bizonyitasahoz hasonldan csak az nem
nyilvanval6, hogy a D altal generalt M lineéris altér tartalmazza (D+)*-

Ha = ¢ M, akkor alkalmazzuk az el6z6 tétel (c) részét A = M és
B = {x} szereposztéssal: létezik olyan ¢ € X’ lineéris funkcionél, hogy
alkalmas ¢; < ¢y valos szamokkal ¢ < ¢; M-en és p(z) > co. Mivel a
w(M) képtér R linearis altere, innen sziikségképpen ¢ = 0 M-en, és igy
o(x) > 0. Kdvetkezésképpen ¢ € D+ ész ¢ (D+)*. O

*Példak. Az alabbi példak mutatjak, hogy az el6z8 kovetkezményben

X és X' szerepe nem cserélhetd fel. 2

e Fogadijuk el ideiglenesen?’, hogy X = ¢ dualisa X’ = ¢*. Akkor
—{yn GX/ Zyn—o}

X' valodi, zart altere, viszont (A1) = X', ugyanis A+ = {0}.
Az utbbbi igazolasara vegyilk észre, hogy ha = = (z,) € AL,
akkor L e; — e,, minden n-re, tehat 1 = 29 = .... Azonban
x € ¢ folytan x,, — 0, tehat sziikségképpen 2 = 0.

e Fogadjuk el ideiglenesen®®, hogy X = ¢! dualisa X’ = ¢>°. Akkor
A := cq valodi, zart altere X’-nek, viszont (A+)+ = X', ugyanis
At = {0}. Ez abbol kovetkezik, hogy ha z = (z,,) € A+, akkor
z L e, minden n-re. Mas szoval x,, = 0 minden n-re, tehat x = 0.

A kovetkez6 eredmény azt is mutatja, hogy X’ legalabb annyi dimenzios,
mint X.

14.10. Kovetkezmény. Legyen X normalt tér.

(@) Barmely két kiilonboz6 a,b € X ponthoz van olyan ¢ € X' linearis
funkcional, hogy p(a) # ¢(b).

20 Banach 1929.

21 Késtbb megadjuk (A-)* topologiai jellemzését is (15.17 Allitas, 111. 0.).
22 | asd a 14.13 allitast, 57. 0.

23 | asd ismét a 14.13 Allitast.
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(b) Ha x1,...,z, € X linearisan fuggetlen vektorok, akkor léteznek olyan
©1, -+, pn € X' linearis funkcionalok, hogy

@i(xj) =0;; minden 1,5 =1,...,n-re.
Kovetkezésképpen dim X’ > dim X.

Bizonyitas.
(a) Alkalmazzuk a 14.7 tétel (c) részét A = {a}-val és B = {b}-vel.

(b) Az x1,..., z,_1 pontok &ltal generalt A linearis altér véges dimenzios,
tehét zart. Alkalmazva a 14.7 tétel (c) részét A-val és B = {x, }-nel, van
olyan ¢ € X' linearis funkcional, hogy alkalmas ¢; < ¢ valés szamokkal
© <c; A-n, és p(x,) > co.

Ha a € A, akkor ta € A, ésigy to(a) < ¢; minden ¢ valos szamra;
innen p(a) = 0. Kovetkezésképpen p(z1) = -+ = @(xp—1) = 0 6és
o(xn) > 0. Apy = ¢/e(x,) linearis funkcional rendelkezik tehat a kivant
tulajdonsaggal. A ¢1,..., ¢,—1 linearis funkcionalok konstrukcibja analog.

O

14.3. Kiterjesztési tétel

oL

A kovetkez6 alapvet6 tételt korabban méar bebizonyitottuk. 24 Fontossa-
ga miatt most levezetjiik Mazur tételébél is. 2°

14.11. Tétel. (Helly-Hahn-Banach?®) Ha ¢ : M — R folytonos linearis
funkcional egy M C X altéren, akkor ¢ kiterjeszthet6 a norma meg-
tartasaval egy @ : X — R folytonos linearis funkcionalla.

Bizonyitas. A ¢ = 0 esetben legyen egyszer{ien ® = 0. A fennmarad6
esetekben rogzitsink egy olyan a € M pontot, amelyre ¢(a) = 1, és tekint-
siik az a + U konvex, nyilt halmazt, ahol

Ui={zeX : o]zl <1}

24 Topologia, 3.19 tétel, 82. o.

25 Torténetileg éppen forditva, Mazur vezette le eredményét a kiterjesztési tételbdl. Lasd
példaul Brezis 1983 vagy Rudin 1991.

26 Helly 1912 az X = C([0,1]) esetet vizsgalta, de bizonyitasa minden szeparabilis
normalt térben érvényben marad; Hahn 1927 és Banach 1929 bizonyitottak a nem-
szeparabilis esetet.
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Akkor |p| < 1 U-n, 4gyhogy a 14.5 lemma alapjan (48. 0.) a + U nem
metszi a ¢ ~1(0) linearis alteret. A 14.7 tétel (a) része miatt (49. 0.) létezik
tehat olyan ¢ ~1(0)-t tartalmazo H hipersik, amely nem metszi a + U-t. A
hipersikok analitikus jellemzése folytan létezik (pontosan egy) olyan ® <
X* lineéris funkcional, amelyre ®=1(0) = H és ®(a) = 1. Akkor ® a ¢
Kiterjesztése. VVégul a 14.5 lemma 0jboli alkalmazéasa mutatja, hogy |®| < 1
U-n. gy @ folytonos, és ||®|| < ||¢||; de akkor ||®| = |||, hiszen a
kiterjesztés nem csokkentheti a normat. O

*Megjegyzések.
e Ha X Hilbert-tér, akkor a @ kiterjesztés egyértelm. 2’
e Sokan altalanositottak a fenti tételt vektorértékd linearis leképezé-
sekre. 28

14.12. Kévetkezmény. (Banach?®) Legyen M az X normalt tér zart al-
tere.

(@) Minden z € X\ M-hez van olyan ¢ € X', hogy
lell =1, ©=0 M-en,és o(x)=dist (z, M).
(b) Minden z € X-hez van olyan ¢ € X', hogy
lel <1 & o) = |lz].
(c) Minden z € X-re fennall az

=] = X |o()]
egyenldség.
Bizonyitas.
(a) Tekintsik az
My:={tx—y :tecR & yeM}
altéren a

Y(te —y) =t dist (z, M)

21 Elég, ha a dualis tér szigor(ian konvex, vagyis ha X’ egységgombfeliilete nem tar-
talmaz egyenes szakaszt; lasd példaul Holmes 1975, 175. o. Jegyezziik meg, hogy minden
egyenletesen konvex normalt tér szigor(an konvex; az egyenletesen konvex tereket majd a
21.4 szakaszban vezetjlk be, 271. o.

28 Banach-Mazur 1933, Fichtenholz—Kantorovitch 1934, Murray 1937, Goodner 1950,
Nachbin 1950, Kelley 1952. Altalanos attekintést ad a kérdésrdl Narici-Beckenstein 1985.

29 Banach 1929. A (b) részben a degeneralt X = {0} kivételével ||¢|| = 1 is allithato.
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lineéris funkcionalt. Nyilvan ¢(z) = dist (z, M) és ¢ = 0 M-en. Tovabba
llv|| < 1, hiszen

[ (tx —y)| = |t dist (2, M)| = dist (tz, M) < |tz — y|
Moy-on. Az ellentétes egyenl&tlenség igazolasahoz valasszunk olyan M -beli
(yn) sorozatot, amelyre ||z — y,|| — dist (z, M). AKKor ¢(z — y,) =
dist («, M) minden n-re, és igy

) > tim LEZ )y
= ]

Befejezésiil terjessziik ki -t X -re az el6z0 tétel segitségével.

(b) Ha ||z|| = 0, akkor legyen ¢ = 0. Ha ||z|| # 0, akkor alkalmazzuk
(a)-t M = {0}-val.

,,,,,

pedig (b)-bél kdvetkezik. O
Megjegyzés. Hasonlitsuk dssze a (c)-beli formulat a

el = sup [p(z)], ¢eX’
]| <1

definicioval: itt altalaban nem irhato max. E kérdésre még visszatériink.>

14.4. Az (P terek dualisai

A zart hipersikok ismerete a 14.4 és 14.6 lemma alapjan (48. 0.) e-
gyenértékil a dualis tér ismeretével. A Hilbert-terek esete egyszer(, hiszen
a Riesz—Fréchet tétel alapjan (17. 0.) X’ azonosithat6 X-szel. Hamarosan
latni fogjuk azonban, hogy normalt terek esetén X és X’ kiilonb6z6 szerke-
zetliek lehetnek.

Tekintsik az X = (7 teret. Hay = (y,) € ¢4, ahol ¢ a p kitevd
konjugaltja, akkor a

(Py(x) a ixnym T = (mn) e (14.4)

n=1
formula folytonos linearis funkcionalt definial. Val6ban, a Holder-egyenl6t-
lenség alkalmazasaval lathatd, hogy a definicio korrekt, és

ey (@) < llyllq - Izl

30 | 4sd a 14.24 allitast, 71. o.
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minden z-re. Kdvetkezésképpen
oy, € (PY, & oyl <llyll; mindeny € ¢?-ra.

lgy aj(y) := ¢, formula (legfeljebb 1 norméaja) folytonos linearis j : ¢4 —
(¢P)" leképezést definial.

Mivel ¢q £°° altere, ugyanez a formula definial egy (legfeljebb 1 normaju)
folytonos linearis j : /1 — (co)’ leképezést is.

Most bebizonyitjuk Riesz Frigyes egy tételének 3! specialis esetét:

14.13. Allitas.
(@ Hal < p < oo, akkor j : £ — (¢P)" izometrikus izomorfizmus.
(b) j: ¢t — (co)" is izometrikus izomorfizmus.

*Megjegyzések.
e Az allitas alapjan gyakran azonositjak (co)'-t /1-gyel, és 1 < p <
oo esetén (¢P)'-t ¢9-val.
e A szakasz végén megmutatjuk, hogy (¢°°)" nem izomorf ¢!-gyel.

Sziikségunk van egy segédtételre:

14.14. Lemma. Ha X = /P, 1 < p < oo, vagy ha X = ¢y, akkor az
k—1
er = (0,..0,1,0,...), k=1,2,...
vektorok generaljak X -et. Kovetkezésképpen e terek szeparabilisak.

Bizonyitas. Tetsz6legesen adott z = (x,,) € /P, 1 < p < oo esetén az

k
Hx— g Tnen
n=1

relacid mutatja, hogy az ej vektorok generéljak ¢P-t. Ha = = (x,) € co,

akkor
k
o= 3 zne
n=1

mert 2, — 0 a ¢ tér definicidja miatt.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy az e vektorok racionalis egyutthatoja,
véges linearis kombinaciéi megszamlalhato, slrl halmazt alkotnak X -ben.
O

P o
= P =0 (ko)
P T

= max{|z,| : n >k} —0,

31 Riesz 1913: lasd a 21.14 tételt, 279. o.
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*Megjegyzések.

e A lemma £°°-ben nem érvényes, hiszen ¢, valodi, zart altere £°°-
nek, tgyhogy az e, vektorok nem generalhatjak ¢£°°-t.

e Az (°° tér még csak nem is szeparabilis. Ennek igazolasara tekint-
siik az 1 sugar® olyan = = (z,,) kdzéppontu (nyilt) gombdk nem-
megszamlalhatd rendszerét, ahol z,, = 1 minden n-re. Minthogy
e gombok paronként diszjunktak, semmilyen megszamlalhat6 D
halmaz sem metszheti valamennyiliket, Ggyhogy D nem lehet s(irdi.

A 14.13 allitas bizonyitasa.

(a) TetszOlegesen rogzitett » € (¢P)'-hez olyan egyértelmii y € ¢¢
sorozatot kell talalnunk, amelyre ¢, = ¢ és ||yll; < [l¢|. (A forditott
oyl < |lyll, egyenlétlenséget mar ismerjiik.)

Ha van olyan y € (9, amelyre ¢, = ¢, akkor sziikségképpen

gp(en) = ‘Py(en) = Un
minden n-re, ahonnan
yn = @(en), n=1,2...

Tehat legfeljebb egy ilyen y lehet.
Mutassuk most meg, hogy a fenti formula val6ban alkalmas sorozatot
definial. Ha p = 1, akkor

Yn| = |‘Py(en>‘ < ||S0yH

minden n-re, dgyhogy y € £ és ||y||loo < [|eyl-
Hap > 1 ésigy g < oo, akkor tekintsik minden egyes rogzitett k& =
1,2,...-reaz

|yn|q_lSign Yn ha n <k,
Ly —
" 0 ha n>k

képlettel definialt x = (x,,) sorozatot. Akkor = € ¢P (hiszen csak véges sok
nem-nulla tagja van a sorozatnak), és egyszer{ szamolassal

k
o(x) =D lynl" = ||,
n=1

Felhasznalva ezeket az egyenléségeket a

(@) < el - Izl
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becsléshbdl adodik, hogy

k k 1/p
> lal” < Dl (3 Iwal”)
n=1 n=1

ésigy
k
D lyal? < Dl
n=1

Innen k — oo esetén kdvetkezik, hogy y € £9 és ||y||, < |l¢||.

Hatra van még a ¢ = ¢, egyenlGség igazolasa. Mivel a folytonos
linearis ¢ és ¢, funkcionalok definicio szerint megegyeznek minden e,, pont-
ban, megegyeznek az azok altal generalt zart altéren, vagyis az el6z6 lemma
alapjan? az egész (” téren is.

(b) Tetsz6legesen adott v € (cp)" esetén megismételhet6 az (a)-beli
okoskodas p = oo és ¢ = 1 valasztassal. O

*Megjegyzés. Az (¢°°)’ ter nem izomorf ¢1-gyel, mert nem is szepara-
bilis. Minthogy ¢°° nem szeparabilis, ehhez elegendd megmutatnunk, hogy
ha az X normalt tér dualisa szeparabilis, akkor X maga is szeparabilis.

A bizonyitashoz rogzitsiink X’-ben egy sirl (¢,,) sorozatot, majd min-
den n-re valasszunk egy olyan z,, € X vektort, amelyre

lzall <1 & Jon(za)l = 27 l@nl.

Elég megmutatnunk, hogy (x,) generélja X-et, hiszen akkor e vektorok
racionalis egyutthatoja linearis kombinacidi megszamlalhato, str( halmazt
alkotnak X -ben.

A 14.9 kdvetkezmény alapjan (53. 0.) elegendé megmutatnunk, hogy
ha egy ¢ € X' funkcionalra ¢(z,,) = 0 minden n esetén, akkor ¢ = 0.
Valasszunk e célbol egy ¢, — ¢ részsorozatot. Akkor

leni |l < 2l@ny (2n,)] = 2/(pny, = ) (@ni)| < 2l n, — |-

Innen & — oo esetén ||¢|| < 0 adodik, tehat ¢ = 0.

32 Csak itt hasznaljuk fel, hogy p # oo.
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14.5. Gyenge konvergencia. Banach-Steinhaus tétel

A gyenge konvergencia igen hasznosnak bizonyult a Hilbert-terek tanul-
manyozasa soran. Ebben a szakaszban &ltalanositjuk ezt a fogalmat normalt
terekre.

Definici6. Az X normélt térbeli (x,,) sorozat gyengén konvergal®® z e
X-hez, ha
¢(zn) — o(x)
minden ¢ € X’-re. Ezt irashan az xz;,, — x jeloléssel fejezziik ki.
Megjegyzések.

e A Riesz—Fréchet tétel alapjan Hilbert-terekben visszajutunk a ko-
rabbi definicidhoz.

e Az X'-beli funkcionalok folytonossaga miatt a normakonvergen-
cia maga utan vonja a gyenge konvergenciat; ezért a normakonver-
genciat erés konvergencianak is hivjuk.

e Véges dimenzids normalt terekben az erds és gyenge konvergencia
egybeesik.

A gyenge konvergencia elemi tulajdonsagai a kdvetkez&k:

14.15. Allitas.

(a) Egy sorozatnak legfeljebb egy gyenge hatarértéke lehet.

(b) Ha z,, — =z, akkor x,,, — « minden (x,,, ) részsorozatra is.

(c) Hax, — x ésy, — y, akkor x,, + y, — = + y.

(d) Ha z,, — = X-ben és \, — X\ R-ben, akkor \,x, — Az X-ben.

(e) Legyen K C X konvex zart halmaz. Ha z,, — x, és z,, € K minden
n-re, akkor x € K.

(f) Ha z,, — z, és ||z, || < L minden n-re, akkor ||z|| < L.3

(9) Ha z,, — z, akkor z,, — x és ||z, | — |||

*Megjegyzések.

o A Hilbert-terektdl eltéréen az x,, — x és ||z, || — ||| relaciok
nem mindig vonjak maguk utan, hogy z,, — z. Ha ez az imp-
likacio is teljestil, akkor azt mondjuk, hogy X rendelkezik a Radon-
Riesz tulajdonséaggal.

33 Riesz 1910.
34 Ekvivalens modon |z|| < liminf||z,].
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e Hamarosan példat adunk olyan Banach-térre, amely nem rendelke-
zik a Radon—Riesz tulajdonsaggal.*®

Bizonyitas. Szo szerint megismételhetjik a Hilbert-terekre vonatkozo
analodg 13.10 allitas bizonyitasait (24. 0.), kivéve (e)-t, ahol korabban a mer6-
leges vetitést hasznaltuk. (A (g) tulajdonsag igazolasakor a Cauchy—Schwarz
egyenl6tlenség helyett hasznaljuk ki egyszerlien ¢ € X’ folytonossagat.)

A mer6leges vetités helyett Tukey tételét hasznaljuk fel (e) bizonyitasa-
hoz (49. 0.). Tegyik fel indirekt, hogy « ¢ K; akkor van olyan ¢ € X',
hogy alkalmas ¢1, co valos szamokkal

o) <cp <ca<p(y) minden y e K-ra.

Akkor ¢(x,) > co minden n-re, Ugyhogy o(z,) # ¢(z), tehdt =, -~
x. ]

Miel6tt megmutatnank, hogy minden gyengén konvergens sorozat kor-
latos, bizonyitsuk be a funkcionalanalizis egyik f6 tételét: Folytonos linearis
leképezések pontonként korlatos rendszere egyenletesen is korlatos. Ponto-
sabban, fennall a kovetkez6

14.16. Teétel. (Banach-Steinhaus®) Tekintsiik folytonos linearis
leképezések A C L(X,Y) rendszerét, ahol X Banach-tér, Y pedig
normalt tér. Ha az

A(x) ={Az €Y : Aec A}, ze€X
halmazok mind korlatosak Y -ban, akkor A korlatos L(X, Y')-ban:
sup {||4] : A€ A} < .

*Megjegyzés. A tétel csirajaban mar Riemann-nal megjelenik.”

35 Lasd a 21.11 allitast is ebben a tekintetben, 275. o.

Az x = C([0,1]) és Y = R esetre a tételt el6szér Helly 1912 bizonyitotta. Bi-
zonyitasa, amely a Lebesgue 1905 altal bevezetett ,,cslisz6 plpok™ modszerét hasznalja, az
altalanos esetben is érvényben marad; lasd Hochstadt 1979. Lasd tovabba Banach 1922,
Hahn 1922, Hildebrandt 1923, Banach—Steinhaus 1927.

%" Riemann 1854, Hankel 1882: , szingularitasok kondenzacioja”. Lasd még: Gal 1953.
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*Példa. Nem teljes X terekben a tétel nem érvényes. Tekintsiik példaul
/?-nek azt az X alterét, amely a legfeljebb véges sok nem-nulla elemet tar-
talmazo sorozatokbol all. A

on(x) == nzy,
képlet pontonként korlatos, de nem egyenletesen korlatos funkcional-soro-
zatot definial.

Bizonyitas. Van olyan B,.(z/) C X zért gémb és C' konstans, hogy*®
|Az|| < C' minden A € Aésx € B,(x') esetén.

Az ellenkez6 esetben ugyanis rekurzibval definialhatnank zart I, gomboknek
egy monoton fogy0 sorozatat és hozzajuk tartozd olyan iy, indexeket, hogy

|Aj z|| >k mindenz € Fy-ra, k=1,2,...

Feltehet6 az is, hogy diam Fj, — 0. Akkor az F}, halmazoknak van kozds
 pontja a Cantor-féle metszettétel miatt®®, és e pontban || A;, x| — oo, ami
ellentmond a feltevéseinknek.

Mutassuk meg, hogy ||A|| < 2C/r minden A € A-ra. Val6ban, ha
x € X és||z|| <, akkor 2,2’ + 2 € B,(2'); kdvetkezésképpen

[Az| = [|A(2" + z) — Aa'|| < [|A(2" + @)|| + [|A2"|] < 2C,
és ez a kivant egyenl&tlenséget bizonyitja. O

14.17. Allitas. Legyen (z,,) az X normalt térbeli sorozat.
(@) Ha z,, — x, akkor az (x,,) sorozat korlatos.
(b) Ha z,, — = X-ben és ¢,, — » X'-ben, akkor ¢, (x,) — ¢(x).
(c) Ha z,, — x X-ben és ¢,, — ¢ dans X’-ben, akkor ¢, (x,,) — ¢(z).
Bizonyitas.
(@) Alkalmazzuk a 14.16 tételt az
P i=p(x,), X n=12 ...

képlettel értelmezett (®,) C L(X',R) funkcionlrendszerre, és vegyik
észre, hogy ||®,| = ||lz.| a 14.12 kbvetkezmény (c) része miatt (55. 0.).

(b) és (c). Adaptéljuk a 13.3 kovetkezmény bizonyitasat (12. 0.). O

38 Mint Saks megjegyezte (lasd Banach és Steinhaus 1927), a tétel bebizonyithat6 a
Baire-lemma (26. 0.) kozvetlen alkalmazasaval. Mi inkabb megismételjiik Osgood 1897
(163-164. 0.) gondolatmenetét, amely a Baire-lemmat is bizonyitja.

39 Topologia, 1.11 allitas, 19. o.
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Miel6tt néhany példat adnank, jegyezzilkk meg, hogy az 13.13 lemma
(27. 0.) bizonyitasanak adaptalasaval konnyen adodik a kdvetkezd

14.18. Lemma. Legyen (zy) korlatos sorozat az X normalt térben, A C

X', és jeloljuk M -mel a A altal generalt zart alteret.

(@) Legyen z € X. Ha p(zr) — ¢(x) minden ¢ € A-ra, akkor ¢(zy) —
©(z) minden ¢ € M-re is. Speciélisan, ha A generéalja X'-t, akkor
T — .

(b) Ha (p(zx)) minden ¢ € A-ra Cauchy-sorozat, és A generalja X'-t,
akkor (¢(xy)) minden ¢ € X’-re is Cauchy-sorozat, és a

D(p) :=limp(zy)
képlet folytonos linearis ® € X" funkcionalt definial.
*Példak.
e Legyen X = ¢y vagy X = ¢P valamely 1 < p < oo-re. Legyen
tovabba k — (2F) korlatos sorozat X -ben, és (z,) € X. A 14.14

és 14.18 lemmakbol (57 és 63. 0.) adddik a gyenge konvergencia
kovetkezd jellemzése (komponensenkénti konvergencia):

(«F) = (z,) <= 2F -z, minden rogzitett n-re.

n
e Specialisan az
k—1
—
er=(0,...,0,1,0,...), k=1,2,...

vektorok sorozata gyengén konvergal nullahoz az emlitett terekben.
e Azonban nem konvergal gyengén ¢'-ben. A

o)

o(x) = Z(—l)”xn, z=(z,) €t

n=1

képlet ugyanis olyan ¢ € (¢')" funkcionalt értelmez, amelyre a
©o(en) = (—1)™ szamok sorozata nem konvergens. (A most igazolt
tulajdonsag az alabbi 14.19 allitasbdl is azonnal kdvetkezik.)

e Legyen z, = e; + e,, akkor x,, — e1 cp-ban az el6z8 példa
alapjan. Vegyuk észre, hogy ||z, |lcoc — [|€1]|0o, d€ ||2rn — €1]|co 7~
0. Tehat a ¢y tér nem rendelkezik a Radon-Riesz tulajdonsaggal.

e Minthogy ¢y £°° altere, £°°-ben is fennall az z,, — e; relacié. Ko-

vetkezésképpen £°° sem rendelkezik a Radon—Riesz tulajdonsaggal.
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e A késBhb targyaland6 21.11 allitashol (275. 0.) viszont kdvetkezni
fog, hogy 1 < p < oo esetén az /P terek rendelkeznek a Radon—
Riesz tulajdonsaggal.

o A kovetkez6 allitas egyszer( folyomanya, hogy ¢! is rendelkezik a
Radon-Riesz tulajdonsaggal.

Ime egy meglepd eredmény:

14.19. *Allitas. (Schur®®) Az ¢! térben az erds és gyenge konvergencia
egybeesik.

Bizonyitas. Elegendd azt igazolnunk, hogy ha 2% — z ¢'-ben, akkor
|lz¥ — z||; — 0. Felcserélve z*-et ¥ — x-val feltehet, hogy = = 0.

Tegyiik fel indirekt, hogy =¥ — 0 ¢!-ben, de ||z¥||; /4 0. Alkalmas
részsorozatra térve, majd azt elég nagy konstanssal megszorozva feltehet6,
hogy ||z*||; > 1 minden k-ra.

Jeloljuk z* elemeit z%-nel. Minthogy =¥ — 0 minden rogzitett n-re
a gyenge konvergencia definicidja miatt, rekurzioval definialhato (z*)-nak
olyan (2*) részsorozata és olyan

O=n1<ng <...
indexsorozat, hogy

k

3 k
bl > 21251

k
[Zngptl £+ |2

minden k-ra. Valoban, legyen n; = 0. Ha n; mar értelmezve van valamely
k-ra, akkor valasszuk ki (z*)-nak olyan elég nagy indexd olyan z* = (2F)
elemét, amelyre

3
k k
S 1> S,

j>ng

majd valasszunk olyan nagy nx1 > ni-t, amelyre a keresett egyenl6tlenség
mar teljesdl.
Tekintstik most az

Y = (—1)k sgn zﬁ ha ni <n <ngy

403 Schur 1920.
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képlettel értelmezett (y,,) € £°° sorozatot. Akkor

(O gk > b |zﬁr)—(n2krz£|)—( > 1)
n=1 n=1

n=ng+1 Ngy1+1
NE41
k k
=2( 3 1) = 2
n=ng+1

Lok
> —_

511"l
- 1

2

minden k-ra, és ez ellentmond a z* — 0 relacionak. O

Befejezésiil igazoljuk a Holder-egyenl6tlenség érdekes megforditasat:

14.20. *Allitas. (Hellinger-Toeplitz*') Legyen (y,,) valos szamsorozat és
1 < p,q < oo konjugélt kitevk. Ha a > x,y, sor minden (z,,) € ¢P-re
konvergal, akkor y € /1.

Bizonyitas. A

k
gpk(:v)::Z:vnyn, rvel, k=12 ...
n=1

képlet egy (¢ ) sorozatot definial (¢P)’-ben. Feltevésiink szerint a (k. (x))
sorozat minden x € ¢P-re konvergens, és igy korlatos. Alkalmazva a Banach—
Steinhaus tételt létezik tehat olyan C' konstans, hogy

k
‘Z TnYn

n=1

< C|z||[, minden x € P-re, k=1,2,...

Ha g = oo ésigy p = 1, akkor x = e, valasztassal innen |y,| < C
minden &-ra, tehat y € £°°.
Ha 1 < ¢ < oo, akkor bevezetve minden egyes k-ra az

[yn|9 tsignz,, ha n <k,
Ty 1=
" 0 ha n>k

41 Hellinger-Toeplitz 1906, Landau 1907.
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sorozatot, a 14.13 allitas bizonyitasahoz hasonloan kapjuk, hogy

k
Z |yn‘q < CP.
n=1

Innen k£ — oo mellett adodik, hogy y € ¢ és ||y||, < C. O

A kovetkez6 célunk a Bolzano—Weierstrass tétel altalanositasa Banach-

terekre. Sajnos még a gyenge konvergencia hasznalata esetén is vannak el-
lenpéldak:

Példak.
e Az (' térben a korlatos (e,,) sorozatnak nincs gyengén konvergens

részsorozata, mert akkor az Schur tétele (64. 0.) alapjan erdsen
is konvergalna. De (e,,) egyetlen részsorozata sem Cauchy-féle,
hiszen [le,, — e, || = 2 minden m # n-re.

A Schur-tételre valo hivatkozas elkeriilhetd. Ha ugyanis (e, )
tetsz6legesen adott részsorozata (e, )-nek, akkor a

o0
o(@) =Y (~Dren, = (.)€l
k=1

formula ¢ € (¢')’ funkcionalt értelmez, amelyre (e, ) = (—1)*
nem konvergal £ — oo esetén, és igy (en,) nem konvergalhat
gyengén.
A ¢ térben a korlatos (e; + - -+ + e,,) sorozatnak nincs gyengén
konvergens részsorozata. Ha ugyanis e; +- - - +e,, — a teljesiilne
valamely alkalmas részsorozatra, akkor p(e1 +- - -+ en, ) — ¢(a)
is fennallna minden ¢ € c(-re. Alkalmazva ezt minden rogzitett
m=1,2,... eseténa ¢(y) := y,, funkciondlra,aza = (1,1,...)
egyenl6ség adodik. Ez azonban lehetetlen, mert az utobbi sorozat
nincs cq-ban.
Az (> térben sincs az el6bbi korlatos (e; + --- + e,,) sorozat-
nak gyengén konvergens részsorozata. Valoban, a fenti okoskodas
alapjan az egyetlen lehetséges gyenge hatarérték a = (1,1,...).
Ez sem lehet azonban a fenti sorozat gyenge hatéarértéke, mert nem
tartozik hozza a sorozat altal generalt ¢, zart altérhez (lasd a 14.15
allitas (e) részét, 60. 0.).

Mindazonaltal késébb latni fogjuk*?, hogy a fenti sorozatok konvergalnak

egy természetes, még gyengébb értelemben.

www.interkonyv.hu
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A kovetkezd szakaszban megmutatjuk, hogy a gyenge konvergenciara
vonatkoz6 Bolzano-Weierstrass tétel a Banach-terek széles osztalyaban ér-
vényes marad.

14.6. Reflexiv terek. Kivalasztasi tétel

A Banach-Steinhaus tétel bizonyitasa soran talalkoztunk az (X')’ térrel.
Ez a tér sok mas kérdésben is fontos szerepet jatszik.

Definici6. Az X normalt tér biduélisan*® az X" := (X’)’ Banach-teret
ertjik.
Példa. Ha x € X, akkor a
Du(p) :i=p(x), peX
képlet folytonos linearis @, € X" funkcionalt definial.

Bizonyos terekben X" minden eleme a fenti alaki:

Definicio. Az X normalt tér reflexiv®, ha minden ® € X”-hez létezik
olyan x € X, hogy

®(p) = p(x) minden p € X -re.

Miel6tt példakat adnank, ismertessiik a definicid néhany kdvetkezményét;
specialisan 0j, egyszer(i bizonyitast adunk a normalt terek teljessé tételére
(47. 0.). Mint az imént emlitettilk, az X normalt tér barmely z eleméhez
hozzarendelhetd a bidualis tér egy Jz € X" eleme a

(Jz)(p) = p(z), €X'

képlet segitségével.

14.21. Allitas. (Hahn®) Legyen X normalt tér.
(@ J: X — X" lineéaris izometria.
(b) X teljessé tehetd.
(c) Ha X reflexiv, akkor .J : X — X" izometrikus izomorfizmus.
(d) Ha X reflexiv, akkor teljes, tehat Banach-tér.

43 Hahn 1927.

44 Hahn 1927.
45 Hahn 1927.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

68 14. Banach-terek

Bizonyitas.
(a) Vilagos, hogy Jx : X’ — R linearis minden rogzitett z € X-re. A

[(J2) ()] = le(@)] <[]l - [l

egyenl8tlenség azt is mutatja, hogy Jz folytonos: Jo € X" és ||Jz|| < ||z

A forditott egyenl&tlenség igazolasahoz feltehetd, hogy ||z| # 0. Al-
kalmazva a Helly—-Hahn—Banach tétel 14.12 kovetkezményét (55. 0.) létezik
olyan ¢ € X', amelyre p(z) = ||z|| &s ||¢|| = 1. Innen

[Tz|| = |(Jz) ()] = lp(x)] = 2]

(b) Az el6z8 pont miatt X azonosithatd az X” Banach-tér J(X) al-
terével; az utobbi lezarasa olyan Banach-tér, amelynek X s(r( altere.

(c) J szuperjektiv X reflexivitasanak a definicidja miatt.

(d) X izomorf X" = (X")’-vel, & minden dualis tér teljes. O

Megjegyzés. A reflexiv Banach-tereket rendszerint azonositjuk a bidu-
alisukkal a J leképezés segitségével.

14.22. Allités.

(a) Minden véges dimenzios normalt tér reflexiv.
(b) Minden Hilbert-tér reflexiv.
(c) Az ¢ terek reflexivek, ha 1 < p < oo.

Bizonyitas.

(@) A linearis algebrabdl ismeretes (és bazis felvételével kénnyen iga-
zolhat6), hogy dim X = dim X™* minden véges dimenzids X vektortérre.
Innen kdvetkezik, hogy minden véges dimenziés X normalt térre dim X >
dim X”. (Val6jaban egyenl6ség all, hiszen véges dimenzi6s normalt téren
minden lineéaris funkcional folytonos.) Minthogy a J : X — X" linearis
leképezés injektiv, innen kdvetkezik, hogy J szuperjektiv (és hogy dim X =
dim X").

(b) Adott H Hilbert-tér esetén tekintsiik a Riesz—Fréchet-féle j : H —
H' kanonikus izomorfizmust:

(Jy)(z) = (z,y), =,y€ H. (14.5)

Tetszbleges ® € H"-re ® o j folytonos lineéris funkcional H-n; alkalmazva
ujbol a Riesz—Fréchet tételt van tehat olyan x € H, hogy

®(jy) = (y,x) mindeny € H-ra.
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Innen (14.5) felhasznalasaval adodik, hogy
®(jy) = (jy)(x) mindeny € H-ra.
Minthogy j : H — H’ szuperjektiv, ebbdl
®(p) = p(x) minden o € H'-re.

(c) Tekintsik a Riesz-féle j : ¢2 — (¢P)" kanonikus izomorfizmust
(14.13 allitas, 57. 0.):

(Jy)(x) = Zynxn, zelP ye i (14.6)

Tetsz6leges @ € (¢P)"-re ®oj folytonos linearis funkcional ¢7-n; alkalmazva
Ujra a 14.13 allitast van tehat olyan x € /7, hogy

O(j(y)) = > wnyn Mindeny € (-ra.
Innen (14.6) felhasznalasaval adodik, hogy

®(j(y)) = (jy)(x) mindeny € ¢?-ra.
Minthogy j : 7 — (¢7)’ szuperjektiv, ebbdl

() = p(x) minden p € (F)'-re. O
Nem is nyilvanval6, hogy léteznek-e egyaltalan nem-reflexiv Banach-
terek:
*Példak.

e A ¢ tér nem reflexiv, mert példaul a
o0
(p) = on, ©=(pn) el
n=1

képlettel definialt ® € ¢ = (¢')’ funkcional semmilyen (z,,) € cg
vektorral sem reprezentalhatd. Ha ugyanis volna ilyen (z,,) vektor,
akkor a megfelel6

o0 (o]
D P =D Tnpn
n=1 n=1

egyenl8ségben ¢ := ej-t valasztva azt kapnank, hogy x, = 1
minden k-ra. Azonban a konstans (1,1, ... ) sorozat nincs cy-ban.

Adjunk egy masik bizonyitast is. Mivel ¢ izomorf ¢!-gyel,
és (£1)" izomorf ¢>°-nel, ¢} izomorf ¢>°-nel. Kévetkezésképpen
nem szeparabilis. Azonban ¢q szeparabilis, tehat nem lehet izomorf
cg-vel.
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e Annak megmutatasara, hogy ¢' nem reflexiv, tekintsiik £>°-nek a
konvergens sorozatok altal alkotott ¢ alterét. Alkalmazva a 14.11
tételt az (y,,) — limy,, funkcional kiterjeszthet6 egy ® € (£>°)' =
(¢1)" funkcionalla. Megmutatjuk, hogy ezt a funkcionalt egyetlen
(z,,) € ¢! sorozat sem reprezentalja. Ha ugyanis volna ilyen soro-
zat, akkor a

(I)(y) = Z InYn
n=1

egyenlségben y := eyt valasztva azt kapnank, hogy x; = 0 min-
den k-ra, vagyis, hogy ® = 0. De ez lehetetlen, hiszen példaul az
x = (1,1,...) sorozatra ®(x) = lim1 = 1.

e A jelen szakasz végén és a 15.6 szakaszban (117. 0.) tovabbi bi-
zonyitasokat is adunk a co, £* és ¢> terek nem-reflexivitasara.

Ime a reflexiv terek egyik alaptulajdonsaga:

14.23. Tétel. (Kivalasztasi tétel*®) Reflexiv Banach-térben minden korlatos
sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

rez 7

Megjegyzés. Eberlein és Smulian*” az allitas megforditasat is igazoltak:
ha az X normalt térben minden korlatos sorozatnak van gyengén konvergens
részsorozata, akkor X reflexiv.

Bizonyitas. Legyen (z) korlatos sorozat az X reflexiv Banach-térben.
Azonositsuk X -et X"-vel, akkor minden A ¢ X'’ halmazra

At:={dec X" : d(p)=0 minden p € A-ra}
={reX : p(r)=0 minden p € A-ra}.

Rendezzilk az xz; vektorok racionalis egyiitthatds véges linearis kom-
binacioit egy (y,) sorozatba. Alkalmazva a 14.12 kovetkezményt (55. 0.)
rogzitsink minden n-re egy olyan ,, € X’ funkcionalt, hogy

lonll <1 & |on(yn)l = llynll-

46 Riesz 1910, Pettis 1938.
47 Smulian 1940, Eberlein 1947. Lasd még: Diestel 1984, Dunford—Schwartz 1957,
Holmes 1975, Kantorovitch-Akilov 1981, Rolewicz 1972, Yosida 1980.
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Alkalmazva a Cantor-féle atlos modszert a 13.14 tétel (27. 0.) bizonyi-
tasahoz hasonlban létezik (xy)-nak olyan (zj) részsorozata, hogy a

k— on(zr)

szamsorozatok minden n-re konvergalnak. Mivel ¢ L {z;} eseténa (p(zx))
szamsorozat azonosan nulla, a (p(zy)) szamsorozat minden

peAi={pn} U {z}"
esetén konvergal.

Tegyik fel egy pillanatra, hogy A generélja X'-et. Akkor a (¢(zx))
szamsorozat minden ¢ € X'-re konvergal a 14.18 lemma alapjan (63. 0.), és
a

D(p) := lim p(2)
képlet (legfeljebb sup||x|| normaja) ® € X" funkcionalt definial. Mivel X
reflexiv, ® reprezentalhatd egy x € X vektorral:

P(p) = ¢(z)
minden p € X'-re, ésigy 2 — =.

Hatra van annak az igazolasa, hogy A generalja X'-t. A 14.9 kdvetkez-
mény (53. 0.) alapjan elég megmutatnunk, hogy A+ = {0}. Tetszélegesen
adott y € At-ra A definicioja miatt o, () = 0 minden n-re, és y hozzatar-
tozik a {2} altal generalt X-beli {z;, }** zart altérhez. (Ismét alkalmazzuk
a 14.9 kovetkezmeényt.) Valasszunk egy y,, — v sorozatot, akkor

1ymll = 1o (ni) | = 1on (Unie = )| < Ny, — yll-
Innen & — oo esetén ||y|| < 0, vagyis y = 0 kovetkezik. O

Példak. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy az ¢!, ¢ és ¢y terekben
léteznek konvergens részsorozat nélkiili korlatos sorozatok. Ebbdl Gjra ko-
vetkezik, hogy ezek a terek nem reflexivek.

14.7. Reflexiv terek. Geometriai alkalmazasok

A 14.23 tétel (70. 0.) segitségével tobb, a bevezet6ben emlitett geomet-
riai tulajdonsagot altalanosithatunk tetsz6leges reflexiv Banach-terekre:

14.24. Allitas. Ha X normalt tér, akkor az alabbi tulajdonsagokra fenn-
allnak az
(@) = (b) = (¢) = (d) = (e)
implikaciok.
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(@) X reflexiv.

(b) (Tukey*®) Legyenek A és B diszjunkt nem-iires konvex, zart halmazok X -
ben. Ha legalabb az egyikilk korlatos, akkor van olyan ¢ € X’ linearis
funkcional, hogy alkalmas c¢1, ¢ valos szamokkal

pla) <ep <ca < (b)) mindena € Aésb e B esetén. (14.7)

(c) Ha K C X nem-ures konvex, zart halmaz és x € X, akkor létezik z-tél
minimalis tavolsagra lévd K-beli y pont:

|z -yl < ||z — 2| mindenz e K-ra.

(d) Ha M c X valodi nem-ures zart altér, akkor van olyan z € X pont,
amelyre
lz|| =1 és dist (z,M)=1.
(e) Ha ¢ € X’ nem-nulla funkcional, akkor létezik olyan 2 € X pont, hogy

[zl =1 & |e(z)| = lle]-
*Megjegyzések.

e Hasonlitsuk dssze (b)-t a 14.7 tétel (c) részével (49. 0.): hamarosan
megmutatjuk*®, hogy minden végtelen dimenzis normalt térben
vannak olyan korlatos, zart halmazok, amelyek nem kompaktak.

e Klee® bebizonyitotta a (b) = (a) implikéciot is: tetszéleges nem-
reflexiv normalt térben konstrualt olyan diszjunkt nem-ires kon-
vex, korlatos és zart halmazokat, amelyek nem valaszthatok szét a
(14.7)-beli értelemben.

e A (c) tulajdonsag altalanositja a meréleges vetités tételét (10. o.).
Bizonyos tovabbi feltevések mellett y egyértelmi.>

o Hilbert-terekben a (d) tulajdonsag egyenérték(i M -re meréleges egy-
ségvektor létezésével.

e Az (e) tulajdonség szerint reflexiv X terekben

el = max [p(z)]
=<1

minden ¢ € X’ funkcionalra, vagyis max irhatd sup helyett.
e James®? megmutatta az (e) = (a) implikéciot is, igyhogy a fel-
sorolt 6t tulajdonsag valbjaban ekvivalens.

48 Tukey 1942.

49 asd a 14.25 allitst, 75. o.

50 Klee 1951.

51 asd a 21.10 allitast, 273. o.

52 james 1964. Lasd példaul Diestel 1975 vagy Holmes 1975.
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Bizonyitas.

(@) = (b). Megismételhet6 a 14.7 tétel (c) részének (49. 0.) a bi-
zonyitésa, kivéve a dist (A, B) > 0 egyenl6tlenség igazolasat. Ez most a
kdvetkez6 modon lathato be:

Ha dist (A, B) = 0, akkor vannak olyan (a,,) C A és (b,) C B soro-
zatok, hogy ||a, — b,|| — 0. Ha példaul A korlatos (a masik eset analog),
akkor létezik gyengén konvergens a,, — a részsorozat. Akkor a,, —b,, — 0
miatt b, — a is teljestil. Minthogy A és B konvex, zart halmazok, innen
a € Aésa € B, ellentmondva A és B diszjunktsaganak.

(b) = (c). Eltoléssal feltehet6, hogy = = 0. Elegendd tehat belatnunk,
hogy minden nem-iires konvex, zart K halmaznak van minimalis normaji
eleme. A0 € K eset nyilvanvalo. Legyen ezentll 0 ¢ K, akkor K zartsaga
miatt r := dist (0, K') > 0.

Tegyik fel indirekt, hogy K -nak nincs minimalis normaji eleme; akkor
K és

A={zeX : |z|| <r}
diszjunkt nem-iires konvex, zart halmazok. Alkalmazva (b)-t létezik olyan
¢ € X' funkcional, hogy alkalmas ci, ¢, szamokkal és B := K-val (14.7)
teljesdl.

Legyen (y,,) olyan K-beli sorozat, amelyre ||y, || — r. Akkor

e < o(yn) = Hyn”¢< "Yn > < Hyn”cl —e,
r [ynll r

ellentmondva a ¢; < ¢, egyenl6tlenségnek.

(€) = (d). Tetszblegesen rogzitett = € X\ M ponthoz (c) alapjan
talalhat6 z-t6l minimalis tavolsagra 1évd M-beli y pont. Akkor

Iz =yl <llz =y —ull
minden u € M-ra, merty + u € M. Tehat
HZ - y” = dist (’Z - Y, M)7

agyhogy = := (2 — y)/||z — y|| rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. (ltt
|z =yl >0, mertz¢ Mésyec M)

(d) = (e). Alkalmazzuk (d)-t » magjara:
M:=N(p)={y € X : o(y) =0}
Akkor p(x) # 0, mert x ¢ M. Meg fogjuk mutatni hogy
o) < le(@)] - |12I

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



74 14. Banach-terek

minden z € X-re, Ggyhogy [l¢| = [¢()].
Elég a p(z) # 0 esettel foglalkozni. Bevezetve a A := ¢(z)/p(z) # 0
szamot p(z — A\z) = 0, ésigy y := z — A\x € M. Kdvetkezésképpen

Izl = Az +yll = [Al - |z + A"yl > A+ dist (z, M) = [A].
Ezt felhasznalva
lp(2)| = [p(Ax)| = [A] - [o(2)| < ()] - [|2]]- O

Mutassuk meg néhany példan keresztiil, hogy nem-reflexiv terekben a
(b), (c), (d), (e) tulajdonsagok nem feltétlendil teljestilnek:

*Példak. Legyen X = (1, és rogzitsiink egy pozitiv, szigor(lan monoton
novekvd, 1-hez tartd («v,) szamsorozatot, példaul o, :==n/(n + 1).

o A p(x) = > anpx, képlettel definialt funkcionalra ||¢| =

egyrészt
2)| <) leal = |zl
minden = € ¢!-re, masrészt
|plen)| = lan| = |an] - [leal
minden n-re, és |a,,| — 1. Azonban ||¢|| = 1 nem vétetik fel, mert
lp(z)| < [|z|i minden x # O-ra.

Van ugyanis legalabb egy nem-nulla z;, komponense z-nek, és ak-
kor

(@) < lewl-lzil+Y lanl-len] < lagllerl+) ) lzal <D lan] = |21

n#k n#k

Tehat az (e) tulajdonsag nem teljesiil.
e Tekintsik az

M :={zx = (z,) EE Zanxn—()}
zart hipersikot. Megmutatjuk, hogy minden = # 0-hoz van olyan
z € M, amelyre ||z — z|| < ||z||. gy ||z| > dist (=, M), tehat (d)
nem teljesil.
ROgzitstink olyan k-t, amelyre x;. # 0, akkor a

apr1xrry  ha n=k,
Zn =<4 —agprr ha n=k+1,
0 egyébként

© Typotex Kiado
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képlet M-beli = = (z,) elemet definidl. Egyszer( szamolassal
adodik, hogy

lz =z = |zl = [(1 = apy1)wr| + [Tp11 + arxr] — 2] — [2r41]

= —ajpi1log] + (|zee1 + apze| — |zt
< (o — gk < 0.

o Tekintslik a fenti M hipersikot. Ha x € X\ M, akkor a dist (z, M)

tavolsag nem vétetik fel, és igy (c) nem teljesiil K = M-re.

Valbban, tetsz6leges v € M esetén alkalmazzuk az elézd e-
redményt = helyett = — v-re (e vektor nem nulla, mert = ¢ M és
v € M): vanolyan z € M, hogy ||z —v—z|| < ||z—wv]|]. Minthogy
v+ z € M, innen ||z — v|| > dist (z, M).

e Most lattuk, hogy = € X'\ M esetén az r := dist (x, M) tavolsag
nem vétetik fel. Ezért a fenti (b) = (c) implikéci6 bizonyitasa
mutatja, hogy A := B,.(z) és B := M nem valaszthatok szét a
(14.7)-beli értelemben.

*Megjegyzés. Hasonl6 példakat kaphatunk X = cp-ban a ¢(z) :=
> 27"z, linearis funkcionalbdl kiindulva.

A (d) tulajdonsagnak van egy gyengitett, de nagyon hasznos valtozata,
amely minden normalt térben érvényes. A segitségével konnyen konstrual-
hatunk barmely végtelen dimenzios normalt térben olyan korlatos, zart hal-
mazokat, amelyek nem kompaktak:

14.25. Allitas. (Riesz>®) Legyen X végtelen dimenzios normalt tér.

(a) (Riesz lemma) Ha M C X valodi zart altér, akkor minden ¢ > 0-hoz
létezik olyan x € X, hogy

lz|| =1 és dist (z,M)>1—c¢. (14.8)
(b) Ha M C X véges dimenzios altér, akkor létezik olyan z € X, hogy
|lz|| =1 és dist (z,M)=1.

(c) Létezik egységvektoroknak olyan (z,,) sorozata, hogy ||z, — x| > 1
minden m # n-re.

(d) Az X-beli zart gdmbok nem kompaktak.

53 Riesz 1917.

© Typotex Kiado

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

76 14. Banach-terek
Bizonyitas.
(a) Valasszunk egy z € X'\ M pontot, majd egy minimalizald (y,) € M
sorozatot:

Iz — ynl|| — dist (z, M).
Mivel M zartsaga miatt dist (z, M) > 0, elég nagy n esetén
(I —=2)|lz —ynll < dist (z, M) = dist (z — yn, M).
Ekkor az = := (z — y,)/||z — yn|| pont eleget tesz (14.8)-nak.

(b) Mivel M véges dimenzios, az imént konstrualt (y,,) sorozatnak van
konvergens y,,, — v részsorozata. Akkor = := (z — y)/||z — y| megfelel.

(c) A (b) tulajdonsag ismételt alkalmazésaval egységvektorok olyan (z;,)
sorozata definialhat6, hogy mindegyikiik egységnyi tavolsagra van a megel6-
z6ek altal generalt altértdl.

(d) Hasonlosagi meggondolasokkal elegend6 a B zart egységgdmbot
vizsgalni. A (c)-ben konstruélt sorozat B-beli, de egyetlen részsorozata sem
Cauchy-féle. O

*Megjegyzés. Kottman®* megmutatta, hogy (c)-ben szigorii egyenl6t-
lenség is elérhetd. Jegyezzilk meg, hogy ha (z,,) ortonormalt sorozat vala-
mely euklideszi térben, akkor ||z, — x,|| = v/2 minden m # n-re.

14.8. * Nyilt leképezések és zart grafok

Az itt ismertetett eredmények fontos szerepet jatszanak tobbek kdzott a
linearis parcialis differencialegyenletek elméletében.>®

54 Kottman 1975. Révid bizonyitast ismertet Diestel 1984, 7. o.
55 asd példaul Hormander 1963, 1983.
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14.26. Tétel. Legyen X ésY Banach-tér.

(a) (Nyilt leképezés tétel>®) Ha A € L(X,Y) szuperjektiv, akkor A min-
den X -beli nyilt halmazt Y -beli nyilt halmazba visz at.

(b) (Inverz leképezés tétel*’) Ha A € L(X,Y) bijektiv, akkor A~! folyto-
nos.

(c) (Ekvivalens normak®®) Legyen ||-||1 és ||-||> két teljes norma a Z vek-
tortéren. Ha van olyan c konstans, hogy ||z||2 < c[|z||1 minden z € Z-

re, akkor olyan C konstans is van, hogy ||z||1 < C||z||2 minden z € Z-
re.

(d) (Zart graf tétel’®) Haaz A : X — Y lineéaris leképezés {(z, Ax)
x € X} gréfjazart X x Y-ban, akkor A folytonos.

Megjegyzés. Az utolso tulajdonsag megforditasa mindig igaz: ha X, Y
topologikus terek és f : X — Y folytonos fliggvény, akkor {(x, f(z))
x € X}zart X x Y-ban.

A felsorolt eredmények mindegyike a kdvetkezd kulcsfontossagi segéd-
tételen alapul; az egyszer(iség kedvéért B,-rel jeloljik a 0 kozéppontl r
sugar( (nyilt) gdmbot X -ben és Y'-ban is.

14.27. Lemma. Legyen A € L(X,Y), ahol X és Y Banach-terek. Ha
A szuperjektiv, akkor van olyan r > 0, hogy B, C A(B).

Bizonyitas. El6szor igazoljuk, hogy alkalmas » > 0-ra

Bo, C A(By). (14.9)
Minthogy A szuperjektiv,
Y =|JAB) = ABw).
k=1 k=1

A Baire-lemma (26. 0.) alapjan az A(Bk) almazok valamelyike tartalmaz
gombot, mondjuk Bs(y) C A(By). Akkor

Bs(—y) € —A(Bk) = A(Bk)

56 Schauder 1930.
57 Banach 1929.
58 Banach 1929.
59 Banach 1932.
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is teljestl. Ha x € B, akkor x +y € By(£y) C A(By). Felhasznalva

A(By;) konvexitasat, innen

v = (f”+y);(:”_y) € A(By).
Tehat B, C A(By), ahonnan hasonlosagi meggondolassal (14.9) r := s/2k-

val adodik.

Rdgzitsink most egy tetszbleges y € B, pontot. Olyan x € Bj-et
kell talalnunk, amelyre Ax = y. Jegyezziik meg ehhez, hogy hasonlosagi
meggondolasb6l (14.9) maga utan vonja a kdvetkez6 altalanosabb relaciokat:

BQlfnr (- A(B27'n), n = 1727 . e

Ezeket felhasznalva rekurzioval olyan X -beli 1, x5, ...sorozatot konstru-
alhatunk, hogy

1, T

loall < 3 & lly—Awi+-+aa)l < 57
minden n-re. Akkor a > x,, sor konvergal valamely = € By ponthoz, és A
folytonossaga miatt Az = > Az, = v. O

A 14.26 tétel bizonyitasa.

(@) Adott X-beli U nyilt halmazhoz és = € U ponthoz olyan s > 0-t
kell talalnunk, hogy Bs(Az) C A(U). Rogzitsink olyan £ > 0-t, amelyre
B.(x) C U; akkor s := re megfelel. Alkalmazva ugyanis az el6z6 lemmat

Bs(Ax) = Az + Bs = Az + B, C Az +cA(B1) = A(B:(z)) C A(U).

(b) adodik (a)-bol a folytonossag nyilt halmazokkal val6 jellemzése mi-
att. %0

(c) Feltevésiink szerint az identikus leképezés folytonos (Z, ||-||1)-r6l
(Z, |I-|l2)-re, igy (b) miatt izomorfizmus.

(d) Feltevésiink szerint az
]y o= [l]| + || Az]

képlet teljes normat definial X-en. Minthogy nyilvanvaloan ||| < ||z|1,
(c) alapjan van olyan C' konstans, hogy [|z([; < C||z|| minden z € X-re.
Igy A folytonos, és [|A|| < C —1. O

60 Topolagia, 2.9 allitas, 41. 0.
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Reflexiv terek esetén a fenti tételekre egyszer(ibb bizonyitasok is ad-
hatok. 5! Mutassuk be ezt az inverz leképezés tétel esetében:

Az inverz leképezés tétel bizonyitasa, ha X reflexiv. Mivel A szuper-
jektiv, az

o= {Az : o] <k} = ABr). k=12,...

halmazok befedik Y'-t. Fogadjuk el egy pillanatra, hogy e halmazok zartak.
Akkor legalabb az egyikiik tartalmaz gdmbot a Baire-lemma szerint, mond-
juk B,.(y) C Fy. Ebb6I kdvetkezik, hogy

|A™ z|| <k minden =z € B,(y)-ra,
ésigy
|A 2| < k4 ||A 'y minden =z € B,(0)-ra.

Kovetkezésképpen [[A~Y| < r~L(k + || A~ 1y|]).

Mutassuk meg, hogy mindegyik Fj zart. Ha ||z,| < k és Az, —
y € Y, akkor X reflexivitasa miatt létezik gyengén konvergens z,, — x
részsorozat, és ||z|| < k a gyenge konvergencia egyik alaptulajdonsaga sze-
rint. Akkor A folytonossaga miatt Az, — Ax (ez a definicidb6l egyene-

sen kovetkezik), tehat y = Ax € Fj a gyenge hatarérték egyértelmlisége
alapjan. O

Csak egy alkalmazast adunk itt e tételekre:

14.28. Allitas. (Hellinger—Toeplitz®2) Legyen A, B : H — H két linearis
leképezés a H Hilbert-térben. Ha
(Az,y) = (=, By)
minden x,y € H-ra, akkor A és B folytonos.

Bizonyitas. Az A leképezés folytonossagahoz (B esete anal6g) elég
megmutatni, hogy =, — = és Ax,, — =z esetén z = Axz. Akkor ugyanis
alkalmazhatjuk a zart graf tételt.

Az (Azy,y) = (z,, By) egyenléséghbl n — oo esetén

(z,y) = (x,By), vagyis (Az—z,y)=0

adodik minden y € H-ra. Az y := Ax — z valasztassal a keresett Az = z
egyenl6ség adodik. O

61 0. Gebuhrer személyes kozlése.
62 Hellinger—Toeplitz 1910 (321-327. 0.), Stone 1932.
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Megjegyzés. A zart graf tétel helyett alkalmazhatjuk a Banach—Stein-
haus tételt is. Jeloljik F-fel H zart egységgombiét, és vezessiik be minden
y € F-rea

py(x) := (z, By)
képlettel értelmezett o, linearis funkcionalt; nyilvan ||¢, || = || By||.

E linearis funkcionalok rendszere pontonként korlatos, hiszen tetszéleges

rogzitett x € H esetén

oy ()] = [(Az, y)| < [[Az| - |lyl| < [|Az]]
minden y € F-re. A Banach—Steinhaus tétel szerint e rendszer egyenletesen
is korlatos, ésigy

|B|| = sup|| By|| = sup|[py| < occ.
yeF yeF

14.9. * Folytonos és kompakt operatorok

Akércsak a Hilbert-terek esetén, az adjungalt linearis leképezés beveze-
tése most is megkonnyiti a folytonossag és a gyenge konvergencia kapcsola-
tanak a megvilagitasat.

Definici6. Legyenek X és Y normalt terek. A folytonos linearis A €
L(X,Y) leképezés adjungaltjan ®3 az

A=A, peY’
képlettel értelmezett A* : Y/ — X’ linearis leképezeést értjik.

Megjegyzések.

e Ha X = Y Hilbert-tér, akkor X’-t &s X-et azonositva a Riesz—
Fréchet tétel alapjan visszajutunk az el6z8 fejezetbeli definicidhoz.
e A skalaris szorzattal valé analdgia hangstlyozasara gyakran irnak

o(z) helyett (p,z)-et; ekkor az adjungalt definici6ja atirhatd a
kovetkez6 alakba:

(A%, z) = (p, Az) minden z € X-re.
14.29. Allitas. Legyenek X, Y és Z normalt terek.
(@ Ha A e L(X,Y), akkor A* € L(Y', X') és ||A*|| = ||A]l.
(b) Az A — A* leképezés linearis izometria.

63 Riesz 1910, Banach 1929, Schauder 1930.
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(c) HaBe L(X,Y)és Ae L(Y,Z), akkor (AB)* = B*A*.
(d) Ha A € L(X,Y) invertalhato, akkor A* € L(Y’, X’) is invertalhato,

és

(A*)—l — (A_l)*.

Bizonyitas. Csak az || A*|| = || A|| egyenl&ség nem nyilvanvalo. A min-

den ¢ € X'-re érvényes
A%l = lleAll < llell - [|All

becsléshdl kovetkezik, hogy || A*|| < [|A]|.

A forditott irany( egyenl6tlenség igazolasara valasszunk minden nem-

nulla z € X vektorhoz olyan ¢ € X’ funkcionalt, amelyre ||p|| = 1 és
o(Ax) = ||Az||. Ez a 14.12 kovetkezmény (55. 0.) szerint lehetséges. Ak-
kor

[Az]| = p(Az) = (A"@)x < |A™[| - llel| - lz]] = [[A™] - [l
ésinnen || Al < ||A*|. O

Altalanositsuk most a folytonos linearis operatorok Hilbert-terekbeli jel-
lemzését, majd a teljesen folytonos operatorokat.

14.30. Allitas. Legyenek X, Y normalt terek s A : X — Y linearis
leképezés. A kovetkez6 tulajdonsagok ekvivalensek:

(a) van olyan M konstans, hogy ||Az|| < M]||z| minden z € X-re;

(b) korlatos halmazokat A korlatos halmazokba visz at;

(c) teljesen korlatos halmazokat A teljesen korlatos halmazokba visz &t;
(d) ha z,, — z, akkor Az, — Az;

(e) haz,, — z, akkor Ax,, — Ax;

() hax, — =z, akkor Azx,, — Ax.

Bizonyitas. Felhasznalvaa14.17 (62.0.) és 14.29 allitasokat sz6 szerint
megismételhet6 a 13.15 allitas bizonyitasa (29. 0.). O

*Példa. Az i : P — (9 beagyazasok minden 1 < p < g < oo esetén
folytonosak. Ehhez elég belatni, hogy ha ||z||, < 1, akkor ||z||, < 1. De
|lz]|, < 1esetén |z,| < 1 minden n-re, és innen ¢ < oo esetén

e’} 00
212 = lwnl? <Y laal? = [lff < 1,
n=1 n=1

mig a ¢ = oo eset mar az |z, | < 1 egyenl6tlenségekbdl kovetkezik.
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Azt is belattuk, hogy |[|7]] < 1. Mivel ||z|, = ||z|l; > 0 minden olyan
vektorra, amelynek csak egy nem-nulla komponense van, val6jaban ||i|| = 1.

Definici6. Legyen X ésY Banach-tér. Az A : X — Y lineéris leképe-
zés teljesen folytonos vagy kompakt®*, ha a kovetkez6 két ekvivalens feltétel
valamelyike teljesil:

(@) minden korlatos X-beli (z,) sorozatra van (Ax,)-nek Y -ban kon-
vergens részsorozata;

(b) korlatos halmazokat A teljesen korlatos halmazokba visz at.

*Megjegyzések.
o A Kkét feltétel ekvivalenciaja Y teljességébdl kovetkezik: lasd a
13.17 allitas bizonyitasat, 30. o.
e Ha A teljesen folytonos, akkor folytonos is, mert

Ty, v — Az, — Az (14.10)

a 13.17 allitasbeli bizonyitas érvényben marad.

e Megforditva, reflexiv X terek esetén a (14.10) tulajdonsaghol ko-
vetkezik, hogy A teljesen folytonos: a 13.17 allitasbeli bizonyitas
megismételhetd. A reflexivitas feltétele Iényeges: példaul az X =
0 tér identikus leképezése nem teljesen folytonos (lasd a 14.25
allitast, 75. 0.), pedig eleget tesz (14.10)-nek, hiszen ¢'-ben a 14.19
allitas alapjan (64. 0.) az erds és gyenge konvergencia azonos.

Példak.

e Ha Y véges dimenzios, akkor minden A € L(X,Y) leképezés
teljesen folytonos, hiszen Y-ban a korlatos és teljesen korlatos hal-
mazok azonosak. &

e Ha X végtelen dimenzibs, akkoraz I : X — X identikus leképezés
nem teljesen folytonos a 14.25 allitas szerint.

e Az i : (P — (7 beagyazasok semmilyen 1 < p < ¢ < oo esetén
sem teljesen folytonosak: az (e,,) sorozat korlatos ¢P-ben, de nincs
konvergens részsorozata ¢?-ban, mert |le,, — e,,||l; > 1 minden
n # m-re.

A 13.19 allitas (31. 0.) bizonyitasanak adaptalasaval igazolhat6® a

64 Hilbert 1906, Riesz 1917.
65 Topologia, 3.9 tétel, 75. o.
66z els6 két tulajdonsagot az imént Gjra belattuk.
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14.31. Allitas.
(a) Minden teljesen folytonos lineéris leképezés folytonos is.

(b) Ha dim Y < oo, akkor minden A € L(X,Y") leképezés teljesen folyto-
nos.

(c) Legyenek X, Y, Z Banach-terek, és B € L(X,Y), A€ L(Y,Z). Ha A
vagy B teljesen folytonos, akkor AB is teljesen folytonos.

(d) A teljesen folytonos A : X — Y lineéaris leképezések zart alteret alkot-
nak L(X,Y)-ban.

Befejezésiil igazoljunk egy mélyebb eredményt:

14.32. *Allitas. (Schauder®”) Ha A € L(X,Y) teljesen folytonos, akkor
A* € L(Y', X') is teljesen folytonos.

Bizonyitas. Ha Y-t teljessé tesszik, akkor Y’ és A* € L(Y’, X’) nem
valtozik; feltehetjiik tehat, hogy Y teljes. Legyen A korlatos halmaz Y”-ben:
llell < L minden ¢ € A-ra. Meg kell mutatnunk, hogy

{A%¢ : pe A} ={poA : pe A}

teljesen korlatos X'-ben. Bevezetve X zart F' egységgdmbjét, X’ norméajanak
a definici6ja miatt ez ekvivalens azzal, hogy

{poAlp : g€ A}
teljesen korlatos Cy(F')-ben, illetve azzal, hogy

{elar) : pe A}

teljesen korlatos C,(A(F'))-ben. Bevezetve végil a K := A(F') halmazt, az
utobbi tulajdonsag azzal is ekvivalens, hogy

{olx = pe A} (14.11)

teljesen korlatos Cj,(K)-ban.
Vegylik észre, hogy Y teljes és A teljesen folytonos Iévén a K halmaz
kompakt Y-ban. Figyeljik meg tovabba, hogy

(@)l < LIAJ s o(z) —¢(y)| < Lllz -y

minden o € A és z,y € K esetén. Kovetkezésképpen a (14.11) fiigg-
vényrendszer egyenletesen korlatos és egyforman folytonos. Alkalmazva a

67 Schauder 1930.
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klasszikus Arzela-Ascoli tételt® a (14.11) fliggvényrendszer teljesen korla-
tos. O

14.10. * Fredholm-Riesz elmélet

Az alkalmazasokban gyakran talalkozunk I — K alak{ operatorokkal,
ahol K teljesen folytonos operator. %° Ebben a fejezetben megvilagitjuk
ezek struktarajat.

Definicio. Az X vektortéraz N és R alterek direkt dsszege, jelben X =
N @ R, ha
X=N+R & NNR={0}.

Megjegyzés. Ha X = N @ R, akkor dim N = dim X/R, ahol X/R
az y + R, y € N ekvivalenciaosztalyok altal alkotott faktortért jeldli.
Kdnnyen ellendrizhet ugyanis, hogy az y — y + R lineéris leképezés bi-
jekcid N és X/ R kozott.

Ebben a fejezetben az A lineéris leképezés magjat és értékkészletét N (A)-
val és R(A)-val jeloljuk.

14.33. Tétel. (Riesz’®) Legyen X Banach-tér, K € L(X, X) teljesen foly-
tonos operator ésT' = I — K. Van olyan X = N & R felbontés, hogy

e N és R invariansak T-re nézve;

e N véges dimenzios;

e Rzart, ésaT|p leszlikités R automorfizmusa;
e alkalmas C' konstanssal

lyll + [z < Clly + =||
minden y € N-re és z € R-re.
Tovabba alkalmas n > 0 egészre N = N(T"), R = R(T"), és
{0} =NT°) G- SNIT")=NT") =...,
X=R(T% 2 2R(IT")=R(I"") =...

68 | asd a 20.7 Allitast, 227. 0. A bizonyitasaban csak a topologia alapfogalmait fogjuk
hasznalni.

69 peldaul az elektrosztatikaban: lasd Riesz-Szdkefalvi-Nagy 1988, §81.

70 Riesz 1917.
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Tobb Iépésben jarunk el.

14.34. Lemma. Minden n > 0 egészre
(@) N(T™) véges dimenzibs altér;
(b) R(T™) zart altér.

Bizonyitas. Az n = 0 eset nyilvanvalo: 7° = I folytan N(I) = {0}
és R(I) = X. Az n > 2 eset visszavezethetd az n = 1 esetre, mert 7" =
I — K,,, ahol

Kp=1-(I—-K)"

—nk — <Z> K2+ (g) K3 — g (—1)" K™
teljesen folytonos operator. Tegyiik fel ezentdl, hogy n = 1.
(@ I = K N(T)-n, vagyis N(T) identikus leképezése teljesen folyto-
nos. Riesz lemméja alapjan (75. 0.) tehat N (7T') véges dimenzios.
(b) Meg kell mutatnunk, hogy ha
Tx, —y X-ben, (14.12)
akkor y € R(T'). Minden n-hez van olyan z,, € N(T'), hogy
|xn — 2zn|| < 2dist (x,, N(T));
Tp-€t x, — z,-re cserélve (14.12) érvényben marad, és
2| < 2 dist (2, N(T)). (14.13)
Fogadjuk el egy pillanatra, hogy az (x,,) sorozat korlatos. Akkor van

olyan (zy, ) részsorozata, amelyre (Kx,, ) konvergens, mondjuk Kz,, —
z. EbbéI kovetkezik, hogy

Tny = Ty, + Kz, — y+ 2,

tehat Tz, — T'(y + z). Innen (14.12) miatt y = T'(y + z) € R(T).

Ha az (z,,) sorozat nem volna korlatos, akkor volna ||z, | — oo tulaj-
donsagu részsorozata. A (14.12), (14.13) tulajdonsagok y = 0-val érvényben
maradnak, ha (z,)-t kicseréljuk (z,, /||znx,||)-re; emellett ekkor még a ko-
vetkezd is teljesil:

|#,]| =1 minden n-re. (14.14)

Az el6z6 gondolatmenet megismétlésével konvergens z,, — =z részsoro-
zathoz jutunk. Mivel T'z,, — 0, innen Tz = 0, vagyis z € N(T'). Masrészt
(14.14)-b6l kovetkezik, hogy ||z]| = 1. A (14.13) becslést n = ny-ra alkal-
mazva, k — oo esetén a lehetetlen 1 < 0 egyenl6tlenséget kapjuk. O
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14.35. Lemma.
(a) Van olyan n > 0 egész, hogy

{0} =NT°) S-S N(T")=NT") =... (14.15)

(b) Az N(T™) altér T-invarians.

Bizonyitas.

(@) Ha N (T*) = N(T**1) valamely k-ra, akkor N (T*+1) = N(T*+2),
mert

z e N(T*?) <= Tz € N(T*') = N(T*) <= = € N(TF).

Meg kell még mutatnunk, hogy létezik ilyen k.
Az ellenkezg esetben a 14.25 allitas (75. 0.) felhasznalasaval olyan (z,,)
sorozatot konstrualhatnank, hogy

Zn € N(T™) 65 ||zn|| = dist (zn, N(T™ 1)) = 1

mindenn = 1,2,...-re. AkKor (z,,) korlatos, de (Kz,)-nek nincs konver-
gens részsorozata, hiszen

|Kz, — Kx,,|| > 1 minden n > m-re.

Valbban,
Kz, — Kz =2 — 4,
ahol
y=axm—Txm+Tr, € N(T"_l),
és innen

| Ky, — K| > dist (z,, N(T"1)) = 1.
Ez ellentmond K kompaktsaganak.

(b) Haz € N(T"), akkor Tx € N(T") = N(T™). O
14.36. Lemma.
(a) Van olyan » > 0 egész, hogy
X=RT°) 2 2RTI")=R(T)=... (14.16)

(b) Az R(T™) altér T-invarians.
(€) T'|g(rr)az R(T") altér automorfizmusa (6nmagara valo izomorfizmusa).
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Bizonyitas.
(@) Ha R(T*) = R(T**') valamely k-ra, akkor R(T*+1) = R(T*+2),
ugyanis

R(TF?) = TR(T*) = TR(T*) = R(T*Y).
Igazolnunk kell még, hogy létezik ilyen k.
Az ellenkez§ esetben a 14.25 allitas (75. 0.) Ujboli alkalmazasaval olyan
(x,,) sorozatot konstrualhatnank, hogy

2 € R(T™), |zl =2 6s dist (zn, R(T™)) > 1

minden n = 0, 1,...-re. AkKor (z,,) korlatos, de (K x,,)-nek nincs konver-
gens részsorozata, mert

|Kzy, — Kzl > 1 minden n < m-re.

Val6ban,
Kz, — Kz, =2, — v,
ahol
Y=y, — Tapy + Tz, € R(T"),
ésigy

| Kz, — Kz, | > dist (z,, R(T")) > 1.
Ez ismét ellentmond K kompaktsaganak.
(b) Vegyik észre, hogy TR(T") = R(T"™*') = R(T").
(c) AT operator R(T™)-re vett leszikitése szuperjektiv, mert
TR(T") = R(T"™") = R(T").
Innen adodik, hogy T’“|R(T7-) is szuperjektiv minden k& > 0-ra.

A T operator R(T™)-re vett leszlkitése injektiv is. Legyen ugyanis z €
R(T") és Tx = 0. Tekintsuk az el6z6 lemmabeli n-et. A szuperjektivitas
alapjan van olyan y € R(T"), hogy x = T"y. Ekkor 0 = Tx = Ty,
tehaty € N(T") = N(T™). Kdvetkezésképpen z = T"y = 0.

A T|g(rry operator inverze folytonos. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy
van olyan R(7T")-beli (x,,) sorozat, amelyre T'z,, — 0, és ||z, || = 1 minden
n-re. Minthogy K kompakt, talalhatd Kz, — =z konvergens részsorozat.
Akkor x,, =Tz, + Kzy, — 2. Ittz € R(T"), mert R(T") zart,

llz|| = lim||lzy, || =1 és Tz=IlimTx,, =0.

Ez ellentmond T'| g7 injektivitasanak. O

A kovetkezd lemma befejezi a 14.33 tétel bizonyitasat.
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14.37. Lemma.
(a) A fent bevezetett n és r szamok egyenl6k.
(b) X =R(T™) @ N(T™).
(c) Létezik olyan C konstans, hogy
lyll + 2]l < Clly + 2|
mindeny € N(1") és z € R(T™) esetén.

Bizonyitas.

(@) Ha Tz = 0, akkor Tz € R(T") és T(T"x) = 0, tehat T"x = 0
a T|r(rry operator injektivitasa miatt. 1gy N(T™+1) ¢ N(T"), ahonnan
valojaban N(T"+1) = N(T7). Tehat r > n.

Ha 7"z € R(T™), akkor T"*"z € R(T"™*") C R(T"), létezik tehat az
el6z6 lemma alapjan olyan y € R(T"), hogy T""+1y = T™ 2. Akkor

r—Ty e N(T"") = N(T"),
ahonnan T"z = T"tly € R(T™). Innen R(T") C R(T™*1), ésigy
valojaban R(T™) = R(T™+!). Tehatn > r.

(b) Minthogy T injektiv R(T")-en, R(T") N N(T") = {0}. Méasrészt
tetsz6legesen adott = € X-re T"x € R(T"), tehat van olyan u € R(T") az
el6z6 lemma alapjan, amelyre 72"y = T"x. AKkor y := T"u € R(T") és
z:=x—T'ue N(T").

(c) A (b)-beli jeldlést hasznalva a T"x — wu linearis leképezés folytonos
az el6z6 lemma (c) része miatt. Ekkor T folytonossaga alapjan a Pz := y
képlettel értelmezett P : X — R(T") vetités is folytonos. De akkor a

Qx := z képlettel értelmezett @ : X — N(T™) vetités is folytonos, hiszen
Q@ = I — P. Innen a kivant becslés C := || P|| + ||Q||-val adodik. O

A tétel elsd alkalmazasaként tanulmanyozzuk a teljesen folytonos ope-
ratorok spektrumat.

Definicid. Az A € L(X, X) operator p(A) rezolvens halmaza azokbol
a A valos szamokbol all, amelyekre A — AT invertalhato, vagyis létezik olyan
B € L(X, X) operétor, hogy

(A—A)B=B(A—\)=1.

A rezolvens halmaz o(A) := R\p(A) komplementuméat A spektruménak
hivjuk.”

1 Hilbert 1906.
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Példak.

e A spektrum minden sajatértéket tartalmaz.

e Ha X véges dimenzibs, akkor A spektruma pontosan a sajatérté-
kekbdl all.

o Az els§ kotetbeli 7.6 allitas (a) része alapjan (158. 0.)"? o (A)
minden A € L(X, X) operatorra a [—|| A, || 4||] intervallum zart
részhalmaza.

e Tekintsik X = ¢2-bena J(x1,x0,...) := (x2,73,...) képlettel
értelmezett jobbra tolast. lgazolhatd, hogy J sajatértékeinek a
halmaza (—1,1). Mivel ||J|| = 1, az el6z6 megjegyzés alapjan
o(J)=[-1,1]. 3

e Tekintsik X = ¢2-bena B(x1,2,...) := (0,21, x9,...) képlettel
értelmezett balra tolast. Ismétigazolhat, hogy || B|| = 1 éso(B) =
[—1, 1]. Viszont B-nek nincs sajatértéke.

14.38. Allitas. (Riesz”®) Legyen K teljesen folytonos operator az X Ba-
nach-térben.
(@ Ha X € o(K) és X\ # 0, akkor )\ sajatértéke K -nak.
(b) A K operator sajatalterei linearisan fliggetlenek.
(c) A K operator spektruma megszamlalhat6.

(d) Ha K-nak végtelen sok sajatértéke van, akkor ezek sorozata nulldhoz
tart.

Bizonyitas.

(a). Alkalmazzuk a 14.33 tételt T := I — \"'K-re I — K helyett.
Mivel T' nem izomorfizmus X-en, R(T™) # X, tehat n > 1. De akkor
N(T) # {0}, Ggyhogy X sajatértéke K -nak.

(b). Tegyiik fel indirekt, hogy léteznek paronként kiilonb6z6 A4, ...,
Am Sajatértékekhez tartozo, linearisan 6sszefiiggd z1,.. ., x,, sajatvektorok.
Valasszunk olyan rendszert, amelyre m minimalis, és tekintsiink egy nem-
trivialis

r:=cx1+ -+ cmTm =0
linearis kombinéciot. Akkor (A — A\, I)z = 0, vagyis
Cl(>\1 - )\m)xl + -+ Cmfl()\mfl - )\m)xmfl =0.
2 Ennek az igazolasakor csak a Topologiabeli 1.9 fixponttételt (17. 0.) hasznaltuk fel.
B ¢ R~ I)es((-1)"n"") ¢ R(J +1).

[PV egyetlen A € [—1, 1]-re sem szuperjektiv, ugyanis e1 ¢ R(B — AI).
> Riesz 1917.
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Ez azonban ellentmond m minimalitasanak.

(c) és (d). Eleg megmutatnunk, hogy tetsz6leges rogzitett ¢ > 0-ra csak
véges sok || > e tulajdonsagl sajatérték lehet. Tegyik fel indirekt, hogy
létezik paronként kiilonbdz6, -nal nagyobb abszolit érték( sajatértékeknek
egy végtelen (\,,) sorozata. Legyen M, := {0}, és jeldljuk M,-nela \4,...,
An-hez tartoz6 sajatalterek dsszegét, n = 1,2,... A (b) tulajdonsag miatt
M, valodi altere M,,-nek, tovabba nyilvan

(Anl — K)M,, C M, _;.

A 14.25 allitast (75. 0.) alkalmazva minden n > 1-re rfgzitsiink egy
olyan z,, € M,, pontot, hogy

|2n|| = dist (2n, Mn_1) = 1.

A (\,'z,,) sorozat korlatos Iévén (K (A, 'z,))-nek van konvergens részso-
rozata. Ez azonban lehetetlen, mert

IO ) — KO @)l = 1
minden n > m-re. Ez z,, valasztasabol kovetkezik, hiszen
KO\ an) = KOG wm) = 20—y,
ahol
y =X \I = K)zp + N K, € M, . O
Tanulményozzuk most az
r—Krx=y & ¢p—K'p=1

egyenleteket, ahol K kompakt operator. A kovetkezé tétel messzemen&en
altalanositja a 13.24 allitast (38. 0.):

14.39. Tétel. (Fredholm alternativa’®) Ha K kompakt operator az X
Banach-térben, akkor

(@ R(I - K)=N(I — K*)*;

(b) R(I — K*) = N(I — K)*;

(c) dim N(I — K*) = dim N(I — K);

(d NI-K)={0} <= R(I-K)=X.

76 Fredholm 1900, 1903, Riesz 1917, Hildebrandt 1928, Schauder 1930.
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Bizonyitas. Legyen T =1 — K, akkor T* = I — K*.
(@) Minden ¢ € X'-re fennall a kdvetkez6 ekvivalenciasorozat:
¢ € R(T)" < (p,Tz) =0 minden z € X-re

<~ (T"p,z) =0 minden =z € X-re

= e N(T").
Minthogy R(T') zért, a 14.9 kovetkezményt (53. 0.) alkalmazva a keresett
egyenléséget nyerjik:

R(T) = R(T) = R(T)**+ = N(T™)*.
(b)Hap =T*yY € R(T*) ésx € N(T), akkor
(p,z) = (I"Y,x) = (¥, Tx) = (¥,0) = 0.

Tehat R(T*) € N(T)*.

A forditott tartalmazasi relaci6 igazolasahoz rogzitsiink egy olyan 7 al-
teret N(7")-ben, hogy N(1") = N(T) & Z, éslegyen Y := Z + R(T™).
A 14.33 tétel (84. 0.) alapjan T'|y : Y — R(T') izomorfizmus.

Hap € N(T)*, akkor o (T|y )~ folytonos lineéris funkcional R(T')-
n. A Helly-Hahn-Banach tétel (54. 0.) alapjan kiterjeszthet6 tehat alkalmas
1 € X' funkcionalla. Akkor T*1) = o, mert

(T, x) = (¢, Tz) = p(Tly) "' Ta = p(x)
minden z € X-re. Tehat N(T)+ c R(T™).
(c) Legyen T" = T'| (pny, és legyen M olyan altere N(7™)-nek, hogy
N(T") = R(T') ® M.

Akkor X = R(T) ® M, mert X = N(T™) @ R(T™) és R(T™) C R(T).
Kovetkezésképpen dim M = dim X/R(T).

Figyeljuk meg, hogy dim N(7") = dim M, mert N(T™) véges di-
menzids, éshogy N(T") = N(T'), mert N(T') C N(T™). Kdvetkezésképpen

dim N(T) = dim M = dim X/R(T). (14.17)

Jegyezzilk meg, hogy N (7*) véges dimenzibs, ugyanis 7% = [ — K*
és K* teljesen folytonos Schauder tétele alapjan (83. 0.). Vegyiink fel egy
©1,- -, pm bazist N(T™)-ben, majd valasszunk olyan x1,.. ., x,, vektorokat
X-ben, hogy ¢;(z;) = 0;;. Fogadjuk el egyel6re, hogy X = R(T) & M’,
ahol M’ az z1,..., =, altal generalt altér. Akkor

dim N(T*) = m = dim M’ = dim X/R(T), (14.18)

ésadim N(T') = dim N(T™) egyenl6ség (14.17)-b6l és (14.18)-bdl adodik.
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Hatra van az
X=R(T)+ M & R(T)nM' ={0}
osszefiiggések igazolasa. Tetsz6legesen adott = € X -hez tekintsiik az
y:=pi1(x)r1 + -+ om(@)Tym € M

vektort. Akkor minden i = 1, ..., m-re fennéll a
pi(z — Z @j(@)pi(z;) = pi(x) — Z ©j(x)dij =
j=1
egyenl6ség, agyhogy = — y € N(T*)* = R(T). Ez mutatja, hogy X =
R(T)+ M'.
Masrészt, ha x € R(T) N M’, akkor alkalmas ¢; egyutthatokkal = =
ary+ -+ CmTm, €S pi(z) = 0mindeni = 1,...,m-re. Ezért

m
0= gi(x ZCJ% ;) Zq% =¢
=1

minden i-re, tehat = 0.
(d) kdvetkezik (a)-bol és (c)-bdl. O

14.11. * A komplex eset

Felsoroljuk a sziikséges modositasokat komplex normalt terek esetén.

14.1 szakasz. Az (P, ¢y, C(1,C) és LP(I) terek definicidja analog, csak
val6s helyett komplex szamsorozatokat, illetve komplex értéki fliggvényeket
tekintiink. Az dsszes eredmény érvényben marad; a Banach-algebrak defini-
cidjaban « tetsz8leges komplex szam lehet.

14.2 szakasz. A hipersikok definiciojaban, valamint a 14.4 és 14.6 lem-
makban X-et valos vektortérnek illetve normalt térnek tekintjik. A 14.5
lemma a komplex esetben is érvényben marad: a bizonyitas utols6 soraban
azt kapjuk, hogy ¢(U) a komplex sik egységkdrének a belsejébe esik.

A 14.7 tétel kimondasaban ¢(a) és ¢ (b) helyett azok valos része: Ry (a)
és Ry (b) irandd. Az eredmény a valos esethdl kovetkezik, mivel a ¢ := Ry
megfeleltetés bijekcio a komplex és val6s linearis funkcionalok kozott: a
leképezés inverze a

p(x) = P(x) — i (ix)
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képlettel adhatd meg.”” A 14.9 és 14.10 kévetkezmények érvényben marad-
nak.

14.3 szakasz. A 14.11 tétel és a 14.12 kdvetkezmény érvényben marad,
csak a tétel megfogalmazésaban kell C-t irni R helyett. A bizonyitasban
el6szor ¢ valods részét terjesztjik ki a valos tétel alkalmazasaval, majd a
kapott ¢ valbs funkcionalt a fenti képlet segitségével komplexifikaljuk. Ak-
kor kivant tulajdonsag komplex kiterjesztéshez jutunk, mert a komplexi-
fikalas nem valtoztatja meg a normat. Valoban, egyrészt a képletbdl azonnal
kovetkezik, hogy ||| < ||¢||. Mésrészt barmely = € X ponthoz létezik
olyan A komplex szam, hogy |\| = 1 és Ap(z) = |p(x)|. Akkor

()] = e(Ar) = p(Ax) < (|9 - [Az] = [[¢] - [«],
tehat [loof| < [

14.4 szakasz. Minden eredmény és bizonyitas érvényben marad, ha a
komplex szamok el6jelét a sign 0 := 0, y # 0 esetén pedig asign y := |y|/y
képlettel értelmezzilk. A j : ¢4 — (¢P) leképezés tovabbra is linearis. Ha
vissza akarjuk kapni a Riesz—Fréchet tételt a p = 2 esetben, akkor célszer(
j-tinkéabb a

() (@) = @y(@) =Y xaln
n=1

formuléaval definiélni; akkor j : 72 — (¢P)" antilineéris.

14.5 szakasz. Mindossze a 14.15 allitas bizonyitasaban kell minden e-
gyenlétlenségben ¢ helyett Rp-t irni.

14.6 szakasz. Nincs sziikség valtoztatasra.

14.7 szakasz. A 14.24 allitas kimondasaban és a (b) = (c) implikacio
bizonyitasaban ¢ helyett Rp-t irando.

14.8-14.10 szakaszok. Az eredmények és a bizonyitasok érvényben ma-
radnak. A p(A) rezolvens halmaz most definicio szerint azon komplex A
szamokhbol all, amelyekre A — AI invertalhat6, A spektruma pedig ennek a
C-beli komplementer halmaza.

T Ezt a komplexifikacios lehet6séget Murray 1937, Bohnenblust-Sobczyk 1938,
valamint Szuhomlinov [Soukhomlinov] 1938 fedezték fel.
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15. fejezet
Lokalisan konvex terek

Sokkal tobb képzel6erd volt Arkhimédész fejében, mint Homéroszéban.
\oltaire

o o

Az eldz6 fejezetekben meggy6zddhettiink a gyenge konvergencia hasz-
nossagarol. Elméleti szemponthol kielégitébb volna ezt a konvergenciat al-
kalmas normabdl szarmaztatni. Véges dimenzidban barmely norma megfelel
erre a célra, hiszen a gyenge és erds konvergencia azonos. Veégtelen di-
menzidban azonban a helyzet gyokeresen megvaltozik: fennall példaul a

15.1. *Allitas. Végtelen dimenzibs Hilbert-térben a gyenge konvergen-
cia sohasem metrizalhato. *

Bizonyitas. Rogzitsink egy e, eo,. .. ortonormalt sorozatot, és tekintsiik

az
A:={epn +me, : n>m > 1}

halmazt. Hatarozzuk meg az A-beli gyengén konvergens sorozatok hatarér-
tekeinek A halmazat. Ha az A-beli (xr) = (em, + mgen, ) SOrozat gyengén
konvergél H-ban, akkor korlatos, és igy az egészekbdl allo (my,) szamsorozat
is korlatos. Ha az (my,) sorozat végtelen sokszor felvenne két kiilonbdzd,
mondjuk m < m/' értéket, akkor a k — (x,e,,) Sorozat végtelen sokszor
felvenné a 0 és 1 értékeket is, ellentmondva (z) gyenge konvergenciajanak.
Tehat az (my,) sorozat valahonnan kezdve egy m konstanssal egyenlé. Ha
most az (ny) sorozat végtelen sokszor felvesz valamely n értéket, akkor
szukségképpen x — e,, +me,, hiszen (z;)-nak van konstans (e,, + mey,)
részsorozata. Ellenkez6 esetben ny, — oo, és akkor 2, — e,,. Osszefoglalva
megallapithatjuk, hogy

A=AU{en : m=12,...}.

1 Neumann 1929-30.
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15.1. Félnormacsaladok 95

Ha a gyenge konvergencia metrizalhato volna, akkor A az A halmaz
lezarasa volna, és igy minden A-beli gyengén konvergens sorozat hatarértéke
is A-hoz tartozna. Marpedig (e,,) C A, ése, — 0 ¢ A. O

Gyakran el&fordulnak az analizisben hasonl6, nem-metrizalhaté konver-
genciafogalmak. Szerencsére ezek tobbsége legalabbis ,,topologizalhat6”. A
jelen esetben ez a torekvés elvezet a normalt terek fontos altalanositasahoz:
a lokalisan konvex terekhez. Minthogy e terek gyakran nem metrizalhatok,
ebben a fejezetben sorozatok helyett inkabb az altalanosabb halokat ? hasz-
naljuk.

15.1. Félnormacsaladok

Altalanositjuk a normalt tereket.

Definici6. Az X vektortéren értelmezett p : X — R fliggvény félnorma,
ha minden z,y € X-re és \ € R-re teljesiinek a kovetkezd feltételek:

e p(z) =0,
o p(Az) = [A[ p(z),
o plz+y) <pl)+py).
Példak.

e Minden norma félnorma.

e Ha ¢ linearis funkcional X -en, akkor [¢| félnorma.

e Altalanosabban, ha A : X — Y linearis leképezés és Y-beli g

félnorma, akkor g o A X -beli félnorma.

e Ha p félnorma és A > 0, akkor \p is félnorma.
e Hap,..., p, félnormék, akkor p; + - - - + p,, is félnorma.

Definicio. Az X vektortérben a k6zéppontl gombokdn a
By ,(a) =Bp(a;r):={z € X : plr—a)<r}
halmazokat értjiik, ahol p X -beli félnorma és r > 0.

Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy minden gdmb konvex.

2 Topologia, 2.5 szakasz, 54. o.
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96 15. Lokalisan konvex terek

_ Tekintsiink az X vektortéren egy nem-Ures P félnormacsaladot. Jeldljtik
P-sal azon X-beli g félnormak rendszerét, amelyekhez talalhatd véges sok
pi1,...,Pn € P ésolyan N pozitiv szam, hogy
¢ < N(p1+-pn)
Jeloljuk 7p-vel akovetkez0 tulajdonsag U C X halmazok rendszerét: min-
den a € U-hoz van olyan ¢ € P és r > 0, hogy
Bgy(a;r) C U.
Kodnnyen igazolhat6 a kdvetkezd allitas; a részleteket az olvasora hagyjuk.

15.2. Allitas.
(a) 7p topolbgia X-en. A tovabbi allitasok erre a topologiara vonatkoznak.

(b) A 7p topolbgia pontosan akkor szeparalt, ha minden nem-nulla z € X
ponthoz van olyan p € P, hogy p(x) # 0.

(c) Tetszbleges sorozatra vagy héléra =z, — = <= p(x, —x) — 0
minden p € P-re.

(d) Az 0sszeadas és a szammal szorzas (vagyisaz (z,y) — x+yés (A, x) —
Az flggvény) folytonos.

(e) P pontosan a folytonos félnormakbol all.

(f) Egy X-beli linearis funkcional folytonos <= |¢| € P.

(9) Egy B,(a;7) gomb nyilt < ¢ € P.

Definicio. Egy P félnormacsaladhoz rendelt 7 topologiaval ellatott X
vektorteret lokalisan konvex térnek neveziink. 2

Példak.
e Egyetlen norméab6l allé P csalad esetén visszajutunk a normalt tér
fogalmahoz.
e Adott K halmaz esetén jel6ljik F(K)-val az f : K — R fliggvé-
nyek vektorterét. Felruhazva a
pe(f) = f(), feF(K)
félnormak csaladjahoz rendelt topolbgiaval, ahol ¢ végigfut K ele-

mein, F(K') szeparalt lokalisan konvex tér, és az F(K)-beli kon-
vergencia a pontonkénti konvergencia:

fon—f F(K)ban <= f,(t) — f(t) mindent € K-ra.

3 Neumann 1935. A terminologiara a 15.24 allitas ad majd magyarazatot, 117. o.
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Hamarosan latni fogjuk, hogy (K) nem mindig normalhato.
Altalanositsuk a normalt térbeli korlatos halmaz fogalmat:

Definicio. A P félnormacsalad altal definialt X lokalisan konvex térben
az A halmaz korlatos, ha minden p € P félnorma korlatos A-n.

Megjegyzések.

e Ha A korlatos, akkor minden p € P folytonos félnorma is korlatos
A-n.

e Minthogy egy folytonos félnorma minden kompakt halmazon kor-
latos “, lokalisan konvex tér kompakt halmazai mindig korlatosak.
Innen kdvetkezik®, hogy szeparalt lokalisan konvex térben minden
kompakt halmaz korlatos és zart. Emlékeztetiink arra is ®, hogy
a forditott iranyl implikacid végtelen dimenzids normalt terekben
sosem teljesdil.

Az utolsd megjegyzésiink alahlizza a kdvetkezd eredmény érdekességét:

15.3. *Allitas.

(a) Tetszbleges K-ra az F(K)-beli halmazok pontosan akkor kompaktak,
ha korlatosak és zartak.
(b) Végtelen K halmaz esetén F(K') nem normalhato.

Bizonyitas.

(a) Minthogy F(K) szeparalt lokélisan konvex tér, eléeg megmutatnunk,
hogy ha C korlatos és zart F (K )-ban, akkor kompakt.

Minthogy C' korlatos F(K)-ban, a C(t) := {f(t) : f € C} szam-
halmazok minden ¢t € K-ra korlatosak. Foglaljuk be mindegyik C'(¢)-t egy
F; kompakt intervallumba. Az F' := [[,.x F; szorzattér Tyihonov tétele
értelmében kompakt. * Figyeljiik meg, hogy topologiailag 7 (K) a [Liex Xt
szorzattér, ahol X; = R minden ¢ € K-ra. Ezért I’ kompakt részhalmaza
F(K)-nak. Végll jegyezziik meg, hogy C zart részhalmaza F-nek, tehat
kompakt. 8

(b) Elegendd (a) miatt arra hivatkoznunk, hogy végtelen dimenzios nor-
malt terekben a zart gémbok korlatosak és zartak, de nem kompaktak. °

4 Topoldgia, 2.20 tétel, 50. o.
5 Topolbgia, 2.17 allitas, 49. o.
6 |asd a 14.25 allitst, 75. o.
" Topologia, 2.22 tétel, 52. o.
8 Topolobgia, 2.16 allitas, 48. o.
9 Lasd a 14.25 allitast, 75. o.
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Adjunk azonban kdzvetlen bizonyitast is: megmutatjuk, hogy F (K )-n nincs
folytonos norma. Ha ugyanis g folytonos félnorma F(K')-n, akkor alkalmas
t1,...,t, € K pontokkal és N > 0 szammal

q(f) < N(fED -+ [ f(En)])

minden f € F(K)-re. A K halmaz végtelen lévén, van olyan nem-nulla
f € F(K) fuggvény, amelyre f(t1) = --- = f(t,) = 0. Akkor ¢(f) =0,
tehat ¢ nem norma. O

Befejezésil jellemezziik a normalhat6 lokalisan konvex tereket:
15.4. *Allitas. (Kolmogorov!®) Ha X szeparalt lokalisan konvex tér, ak-
kor a kovetkez6 tulajdonsagok ekvivalensek:
(@) X norméalhato;
(b) van korlatos 0-kornyezet;
(c) van nem-ires korlatos, nyilt halmaz.

Bizonyitas. Az (a) = (b) = (c) implikéciok nyilvanvaloak.

(c) = (b). Ha V" nem-ires korlatos, nyilt halmaz és a € V', akkor V —a
korlatos 0-kdrnyezet.

(b) = (a). Legyen U korlatos 0-kdrnyezet. R6gzitsiink egy B, (0; ) C
U nyilt gémbdt. Ha ¢ folytonos félnorma, akkor U korlatossaga miatt elég
nagy R-re U C B,(0; R). Ebb6l kovetkezik, hogy B,(0;r) C B,(0; R),
és innen C' := R/r vélasztassal ¢ < Cp. Ez mutatja, hogy p egymagéban
definialja X topolbgiajat. Mivel X szeparélt, p norma. O

15.2. Szétvalasztasi és kiterjesztési tételek

A lokalisan konvex terek fontossaga nagy részben azon alapul, hogy a
Helly—Hahn-Banach tipus( tételek érvényben maradnak. Kezdjik a geo-
metriai eredményekkel:

10 Kolmogorov 1934.
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15.5. Tétel. Legyen A és B két diszjunkt nem-iires konvex halmaz a
lokalisan konvex X térben.
(@) Ha A nyilt, és M A-tol diszjunkt altér, akkor létezik olyan zart H
hipersik, hogy
MCcH é& ANH=40.

(b) Ha A nyilt, akkor létezik olyan linearis funkcional X -ben, hogy alkal-
mas c valos szammal

pla) <c< ) minden a € A-ra és be B-re.

(c) (Tukey—Klee!') Ha A zart és B kompakt, akkor létezik olyan linearis
funkcional X-ben, hogy alkalmas ¢, ¢y valds szamokkal

pla) <cp <ca <) minden a€ A-ra és be B-re.

Lésd Gjra a 14.1-14.3 &bréakat, 50-50. o.

Bizonyitas.

(a) Megismételhetjiik a 14.7 tétel (a) részének a bizonyitasat (49. o.)
egyetlen apr6 modositassal: a 14.6 lemma (48. 0.) (b) részének az iga-
zolasakor B(a; r) helyett vegyiink egy By, (a; r) nyilt gdmbot. Akkor a |¢| <
1 egyenlGtlenséget kapjuk B, (0;7)-en, ahonnan |¢| < r~1p. Ebbdl ¢ foly-
tonossaga kovetkezik.

(b) A 14.7 tétel (b) részének a bizonyitasa érvényben marad.

(c) A 14.7 tétel (c) részének a bizonyitasat a kovetkez6képpen modositjuk.
Az A halmaz zartsaga miatt minden b € B-hez talalhat6 b kdozéppontl, A-tol
diszjunkt By, := By, », (b) nyilt gomb. A kompakt B halmazt ezek kozil mar
véges sok is befedi, mondjuk

n
Bc | By,
j=1
Vezessiik be az U := B, ,(0) nyilt gdmbdt, ahol
pi=pp +-tpp,, € r:=2"'min{r,...,r,}.

Akkor A + U és B + U diszjunkt, nem-iires, konvex, nyilt halmazok, ame-
lyekre AC A+UéBC B+U.

1 Tykey 1942, Klee 1951.
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Alkalmazva (b)-t van olyan ¢ € X’ funkcional és c valos szam, hogy
pla) <c<eb) minden ac A+U-ra és be B+ U-ra.
Innen
o(a) + sgp lp] < e <) — sgp |p| minden a € A-raés b€ B-re.
Minthogy ¢ nem-nulla, s := sup; || > 0, és a keresett egyenl6tlenségek
c1:=c— 8, cg := c + s valasztassal adodnak. O
A 14.11 Kiterjesztési tétel (54. 0.) az alabbi format olti:

15.6. Tétel. Legyen X lokalisan konvex tér. Ha ¢ : M — R folytonos
linearis funkcional az M C X altéren, akkor ¢ kiterjeszthetd folytonos
linearis ® : X — R funkcionalla.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy ¢ # 0. ROgzitsiink egy olyan a € M pon-
tot, amelyre p(a) = 1, majd egy olyan folytonos p félnormét, hogy |p| < 1
MnNB,(0;1)-en. Megismételve a 14.11 tétel bizonyitasat, ¢ olyan ® linearis
kiterjesztéséhez jutunk, amelyre ®~1(0) nem metszi B,(a;1)-et. Ebbdl
kovetkezik, hogy |®| < 1 B,(0;1)-en, ésigy |®| < p. Kdvetkezésképpen &
folytonos. 0

Ha X lokalisan konvex tér, akkor jeloljik X’-vel a folytonos linearis
X — R funkcionalok vektorterét. A normalt terek esetéhez hasonloan
vezessilk bea D C X és A ¢ X’ halmazok ortogonalis komplementumait a
Dt ={pe X' : ¢(x)=0 minden z e D-re}
és
At ={zeX : p(z)=0 minden =z e A-ra}
képletekkel. Az el6z8 tételt hasznalva megismételhetjiik a 14.9 kdvetkezmeény
bizonyitasat (53. 0.), és a kdvetkez6t kapjuk:
15.7. Kdvetkezmény. Legyen X lokalisan konvex tér, D ¢ X, és M C
X altér.
(a) A D altal generalt zart altér megegyezik (D-+)*-sel.
(b) Ha D+ = {0}, akkor D generéalja X -et.
(c) Ha M+ = {0}, akkor M sfir{i X -ben.

Szeparalt lokalisan konvex terekben a 14.10 kdvetkezmény és bizonyitasa
(53. 0.) is érvényben marad:
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15.8. Kdvetkezmény. Legyen X szeparalt lokalisan konvex tér.

(@) Barmely két kiilonboz6 a,b € X ponthoz van olyan ¢ € X' linearis
funkcional, hogy ¢(a) # »(b).

(b) Ha z1,...,x, € X linearisan fiiggetlen vektorok, akkor vannak olyan
©1, -, pn € X' linearis funkcionalok, hogy

@i(x;) =0;; minden 1,5 =1,...,n-re.
Kovetkezésképpen dim X’ > dim X.

Megjegyzés. Példaként megmutatjuk, hogy minden véges dimenzios,
szeparalt lokalisan konvex tér norméalhat6. Valasszunk ugyanis egy ¢1,.. .,
©m bazist X’-ben, akkor a

]| == lpr ()] + - - - + [om(2)]
képlet normét definial, amely X topolbgiajahoz vezet.

15.3. Krein—Milman tétel

Minden korlatos konvex sokszdg a cslcsainak a konvex burka (lasd a
15.1 abrat). A cslcsok definici6janak alkalmas modositasaval Minkowski
ezt altalanositotta minden R” -beli korlatos, zart, konvex halmazra. Eredmé-
nyét Krein és Milman minden szeparalt lokalisan konvex térre Kiterjesztette.

Definicio. Egy vektortérbeli C' konvex halmaz 2 € C pontja extremalis,
ha C\{z} konvex.

Vilagos, hogy lokalisan konvex terekben C' extremalis pontjai nem lehet-
nek belsd pontok, Ggyhogy azok mind C' hataran helyezkednek el. Példaul
a 15.2 abran C' minden hatarpontja extremalis pont, a 15.3 és 15.4 abrak
sokszdgeiben viszont csak a cslcsok extremalis pontok.

Példak. Jeldljuk E-vel az X normalt térbeli zart egységgdmb extremalis
pontjainak a halmazat.

e Ha X euklideszi tér, akkor E a teljes egységgombfelilet.

e Ha X = (7 1 < p < oo, akkor FE tovabbra is a teljes egység-
gombfelilet.

e Ha X =/t akkor E={)e; : [N\ =1,k=1,2,...}

e Ha X = ¢ akkor £ = {x = (z,) : |z, =1 minden n-re}.

e Ha X = ¢y, akkor E = ().
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15.3. abra. (R2,|-||l1) 15.4. abra. (R2,]|-||oo)
,,egységgombje” ,,egységgdmbje”

15.9. Tétel. (Krein-Milman'?) Legyen C' nem-iires konvex, kompakt hal-
maz a szeparalt lokalisan konvex X térben. Akkor C' az extremélis pont-
jainak a konvex, zart burka.

Sziikségunk lesz a kovetkez6 fogalomra:

Definicio. Egy nem-ires, konvex, kompakt C' halmaz oldalain C' alabbi
tulajdonsagl nem-ires F' részhalmazait értjik: ha E tartalmazza egy C-
beli [a, b] szakasz kozéppontjat, akkor tartalmazza a teljes [a, b] szakaszt is.
Konnyen ellendrizheték az alabbi tulajdonsagok:

C' sajat maganak is oldala;

akarhany oldal metszete is oldal;

x extremalis pontja C-nek <= {xz} oldala C-nek;

ha E oldala C-nek és F' oldala E-nek, akkor F' oldala C-nek is.

A 15.9 tétel bizonyitasa. Rogzitsiink egy X -beli nem-ures konvex, kom-
pakt C' halmazt. Két Iépésben jarunk el.

Els6 Iépés. Megmutatjuk, hogy C-nek van legalabb egy extremalis pont-
ja. Az oldalak fenti els6 két tulajdonsaga alapjan a Zorn-lemma *3 alkalma-
zésaval konnyen lathato, hogy van C-nek legalabb egy minimalis oldala.

12 Minkowski 1911 (160. 0.), Krein—-Milman 1940. Phelps 1966 szamos kiegészitést és

alkalmazast ismertet.
13 Topoldgia, 2.23 lemma, 52. o.
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A harmadik tulajdonsag fényében elegendd megmutatnunk, hogy minimalis
oldalnak nem lehet egynél tobb pontja.

Tegyik fel, hogy C valamely E oldalanak van két kiilonbdz6 pontja,
mondjuk = # y. Alkalmazva a 15.8 kovetkezményt rogzitsiink egy olyan
¢ € X' funkcionalt, amelyre p(z) < ¢(y). Konnyen ellendrizhet6, hogy

F:={z€FE : ¢(z)= mgxgp}
E oldala. Mivel 2z ¢ F, F valodi része E-nek. Tovabba, a fenti negyedik
tulajdonsag alapjan F' oldala C-nek is, tehat £ nem minimalis.

Masodik 1épés. Az eddigiek alapjan C' extremalis pontjainak a konvex,
zart K burka nem-lres konvex, kompakt részhalmaza C-nek. Tegyik fel in-
direkt, hogy létezik egy = € C'\ K pont, és a 15.5 tétel (c) részét alkalmazva
valasszunk olyan ¢ € X’ funkcionalt, amelyre

max ¢ < ().
Akkor
E={zecC : cp(z):mgx v}

C-nek K-tol diszjunkt oldala. Mésrészt, alkalmazva E-re az els6 1épésben
bizonyitottakat, létezik E-nek legalabb egy y extremalis pontja. De akkor
y extremalis pontja C-nek is az oldalak fent emlitett utolso két tulajdonsaga
miatt, Ggyhogy y € C'N K. Ez azonban lehetetlen, mert C' és K diszjunktak.

U

15.4. * Gyenge topologia. Farkas—Minkowski lemma

Legyen X lokalisan konvex tér. Jeloljik o (X, X')-vel a || félnormak
altal definialt lokalisan konvex topologiat, ahol ¢ végigfut X’ elemein. A
15.2 allitas alapjan minden X -beli sorozatra vagy haléra

xn, — z o(X, X')-ben <= ¢(z,,) — ¢(x) minden p € X'-re.  (15.1)
Ez indokolja a kovetkez6 terminologiat:

Definicio. o (X, X’)-t X gyenge topologiajanak hivjuk.!* A megfelel6
(X,0(X, X)) teret roviden X,-val is jeloljik.

15.10. Allitas. Legyen X lokalisan konvex tér.

14 Neumann 1929-30.
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() X gyenge topologiaja durvabb az eredeti topologianal.

(b) Azonban ugyanazok a két topologiaban a folytonos lineéris funkciona-
lok.

(c) A konvex zart halmazok is ugyanazok a két topologiaban.

(d) A Kkeéttopolbgia egyszerre szeparalt.

Bizonyitas. (a) és (b) (15.1)-bél, (c) a 15.5 tételbdl, (d) pedig a 15.8
kovetkezménybdl adodik. O

A gyenge topologia altalaban nem normalhat6, s6t nem is metrizalhato:

15.11. *Allitas.

(a) Veégtelen dimenzibs lokalisan konvex tér gyenge topologiaja nem nor-
malhato.

(b) Végtelen dimenzios normalt tér gyenge topologiaja nem metrizalhato. *°

Megjegyzések.

e A gyenge topologia nem metrizalhatd volta miatt a kivalasztasi
tétel (70. 0.) nem teljesen Kielégitd, mert a sorozatok nem alka-
Imasak a topologia leirasara. Erre a kérdésre hamarosan visszaté-
riink. 1

e A gyenge konvergencia alaptulajdonsagairol sz616 13.10, 14.15 al-
litasok (24. és 60. 0.), valamint a folytonos lineéaris leképezések
jellemzései (13.15 és 14.17 allitas, 29. és 81. 0.) sorozatok helyett
halbkra is érvényben maradnak, ugyanazzal a bizonyitéassal.

Bizonyitas.
(a) Mutassuk meg, hogy nincs folytonos norma X-en. Ha ugyanis ¢
folytonos félnorma X-en, akkor megadhat6 véges sok ¢1,...,¢, € X’

linearis funkcional és egy olyan N pozitiv szam, hogy
n
g(z) <N |gi(x)| minden € X-re.
=1

Minthogy X végtelen dimenzibs, van olyan = # 0 pont, hogy ¢1(z) =
-+ = p(x) = 0. Akkor ¢(x) = 0, tehat ¢ nem norma.

(b) Legyen X olyan normalt tér, amelyre X, topolbgiaja egy d metrikabol
szarmaztathato; akkor X, szeparalt.

15 Wehausen 1938.
16 | asd a 15.21 tételt, 115. o.
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Minden n természetes szamhoz rogzitsiink véges sok olyan ¢,1,...,
©nk, X'-beli funkcionalt, hogy

kn

ﬂ{mEX : ]gonj(m)|<1}C{:L‘€X : d(m,0)<%}.
j=1

Barmely adott ¢ € X’-h6z van olyan n, hogy

1
d(z,0) < = lp(z)| < 1.

Kovetkezésképpen
Pn1(x) =+ = g, (2) = 0 = |p(2)] < 1,

és igy (z-et tx-re cserélve, majd elvégezve a t — oo hataratmenetet)
pn1(z) = -+ = ok, (r) = 0= () = 0.

Alkalmazva az algebrabél jol ismert alabbi 15.12 lemmat innen kovetkezik,
hogy ¢ lineéris kombinacidja ¢p1,. .., ©nk,, -Nek.

A ©p1,. .., pnk, altal generalt £, altér véges dimenzios, tehat zart. Az
eddig igazoltak szerint szerint X’ = UF,,, lgyhogy a Baire-lemma alapjan
(26. 0.) legalabb egy F;,-nek van bels6é pontja. De akkor F,, = X', tehat
dim X’ < co. Alkalmazva a 14.10 kovetkezményt (53. 0.) ekkor X is véges
dimenzibs. O

Bizonyitsuk be a felhasznalt lemmat:

15.12. Lemma. Legyenek 1, ..., ¢, €s ¢ linearis funkcionalok az X
vektortéren. Tegyuk fel, hogy

reX & pi(z)=--=pux) =0 = ¢(x)=0.
Akkor ¢ lineéris kombinéacibja ¢1,. .., ¢pn-nek.
Bizonyitas. Tekintsiik az R™-beli
M = {(p1(z),...,on(z)) e R" : z € X}
alteret. A feltevés szerint a

(1(2), - pn(2)) = o(z)

képlet folytonos linearis ) : M — R funkcionalt definial. Lassuk el R™-et
a szokasos skalaris szorzattal, és legyen P az M-re vald mer6leges vetités.
Akkor 1 o P folytonos lineéris funkcional R™-en, és igy egy (c1,...,¢,) €
R™ vektorral reprezentalhato:

Y(Py) =ciy1 + -+ cn
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minden y = (y1,...,y,) € R"-re. Specialisan

p(x) =crp1(z) + - + cppn(T)
minden x € X-re. O

A 14.17 allitasban (62. 0.) belattuk, hogy a normalt terekben minden
gyengén konvergens sorozat korlatos. Ez a kdvetkezd altalanosabb ered-
ménybdl is levezethetd:

15.13. Allitas. Ha X normalt tér, akkor X -ben és X, -ban ugyanazok a
halmazok korlatosak.

Bizonyitas. Ha A korlatos X -ben, akkor a folytonos linearis leképezések
jellemzése alapjan (81.0.) ¢(A) minden ¢ € X’-re korlatos. 1gy A definicio
szerint korlatos X, -ban.

Tekintsiik a 14.21 allitasheli J : X — X" kanonikus izometriat (67. 0.).
Ha A korlatos X,-ban, akkor .J(A) pontonként korlatos, hiszen

{(Ja)(p) : z€ A} ={p(x) : z € A}
korlatos szamhalmaz a feltevésiink szerint minden ¢ € X'’-re. A Banach-

Steinhaus tételt (61. 0.) alkalmazva kdvetkezik, hogy J(A) korlatos X”-ben.
Minthogy J izometria, ez egyenérték( A X -beli korlatossagaval. O

Megjegyzés. Az allitdas minden lokalisan konvex térben is érvényes, de
a bizonyitas dsszetettebb. 1’

Befejezésiil bizonyitsuk be a 15.12 lemma egyenl&tlenségekre vonatkozd
nevezetes valtozatat, amely a konvex analizis és a linearis programozas kiin-
dulopontjaul szolgal. Jeldljuk R™ szokasos skalaris szorzatat (x, y)-nal.

15.14. Allitas. (Farkas—Minkowski'®) Véges sok adott R"-beli a, ar.. ..,
ay vektor esetén az (a, x) < 0 egyenl6tlenség pontosan akkor kdvetkezik az
(a1,z) <0,..., (ag, z) < 0 egyenlbtlenségek rendszerébdl, ha a nem-nega-
tiv linearis kombinécidja az a;,. .., aj vektoroknak.

A kovetkezd bizonyitasban az egyszeriiség kedvéért elkeriljik a topol6-
gia hasznalatat. Ehhez algebrai (ton fogjuk igazolni az alabbi segédtételt, a-
hol K -val jeloljik az as,.. ., ai altal generalt konvex klpot, vagyis az a1,.. .,
ay. vektorok nem-negativ linearis kombinécidinak halmazat.

17| asd példaul Reed—Simon 1972 vagy Rudin 1991.

18 Minkowski 1896 (39-45. 0.), Farkas 1902. A jelen bizonyitasra nézve lasd Komornik
1998.
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15.15. Lemma. Minden ¢ € R™ ponthoz van K-ban t6le minimalis
tavolsagra 1évo b pont.

Megjegyzések.
e Nyilvanvald, hogy b egyértelmdi, de erre nem lesz sziikségiink.

e A lemmabél kovetkezik, hogy K zart halmaz, de erre sem lesz
explicit modon sziikségiink.

A lemma alkalmazasaval a tétel nem-trivialis része kénnyen igazolhat6:
ha (a,z) < 0 logikai kdvetkezménye az (a;,z) < 0,..., (ag,x) < 0 e-
gyenl6tlenségek rendszerének, akkor a € K. Jegyezziik meg ehhez el6szor,

hogy
(aj,a—0) <0, j=1,....k (15.2)

és
(=b,a—1b) <0. (15.3)
Ellenkez6 esetben ugyanis elég kis t € (0, 1)-re
ja — (b+ta))[ =|(a —b) — ta;[?
= |a — b* — 2t(aj,a — b) + t*|a;|?
<la—b2,
illetve
la — (b—tb)|> = |(a — b) + tb]?
=la —b]* — 2t(=b,a — b) + t*|b|?
<|a—0b?
teljesiilne. Azonban ez b valasztasa miatt lehetetlen, hiszen
b+taje K € b—tb=(1-t)beK.
A feltevésiink szerint (15.2)-b6l (a,a — b) < 0 kovetkezik. Ezt (15.3)-
mal kombinalva (a — b,a — b) < 0 adodik. Innena = b, ésigy a € K.
A lemma bizonyitasa. A k = 1 eset nyilvanvalo. Legyen k > 2, és
tegytik fel indukcioval, hogy minden egyes j = 1,...,k-raaz
A1y y Qj1, Gjtly - - o5 O

vektorok altal generalt /; konvex kipban van a-tol minimalis tavolsagra
levs b; pont. Most megkiilonboztetiink harom esetet.

(@) Haa € K, akkor a b := a valasztas megfelel.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

15.5. * Gyenge csillag topol6gia. Banach—Alaoglu tétel 109

(b) Ha a ¢ K, de a hozzétartozik az as,..., a vektorok altal generalt
L linearis altérhez, akkor legyen b az a-tol minimalis tavolsagra lévé pont
by..., by kdzdtt. Megmutatjuk, hogy |a — b| < |a — ¢| minden ¢ € K-ra.
Legyen
a=aia;+ - t+ogag € c=yiar+ -+ ak,
ahol vy, ...,y > 0, és tekintsik a
t:=min{v;/(y; — a;) : a; <0}

szamot. (Van legaldbb egy ilyen j, merta ¢ K.) Akkor 0 < t < 1,ésa
minimum felvétetik valamely i-re. Kdvetkezésképpen

taj + (1 —t)y; >0 minden j-re,

7

és
ta; + (1 —t)y; =0.
(Intuitive az [a, c] szakasz metszi a K kUp K; oldalat.) Akkor ta+ (1 —t)c €
K;, tgyhogy
la—b <l|la—bj|<l]a—(ta+ (1 —t)c)|=(1—1t)]a—c| <l|a—c|
(c)Haa ¢ L, akkor alkalmazzuk az eddigieket a L-re vett o’ mer6leges
vetiiletére *°: 1étezik K -ban o/-t6l minimalis tavolsagra Iévé b pont. Mivel

|a—b[2 = \a—a’\Q—i- \a’—b[z < \a—a’\Q—i- \a’—c|2 = ]a—c[z

minden ¢ € K-ra, b minimalis tavolsagra van a-t6l is K-ban. O

15.5. * Gyenge csillag topolbgia. Banach—Alaoglu
tétel

Egy lokalisan konvex X tér X’ dualisat eddig nem lattuk el topologiaval.
Lassuk el most X'-ta

@ — ()|
félnormak altal definialt, o (X', X)-szel jelolt lokélisan konvex topologiaval,
ahol z végigfut X elemein.

19 Az L linearis altér véges dimenzios lévén alkalmazhatd a Topologia részbeli 3.11
allitas, 77. o.
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Definicio. A o (X', X)) topologiat X’ gyenge csillag topologiajanak hiv-
juk. 2 Az (X' (X', X)) teret réviden X’ -gal is jel6ljuk. A megfelel6
gyenge csillag konvergenciat ¢,, — o-vel jeldljik.

A definicidbol kdvetkezik, hogy (sorozatokra és halokra is)

On =@ == pu(x) = @(xr) minden x € X-re.

Miel6tt példakat mutatnank, fogalmazzuk meg a 14.18 lemma (63. 0.)
duélisat:

15.16. Lemma. Legyen X normalt tér, () korlatos X'-beli sorozat

vagy hélo, D C X, és jeldljik M-mel a D altal generalt zart alteret.

(@) Legyen ¢ € X'. Ha i (z) — ¢(x) minden x € D-re, akkor ¢ (z) —
©(x) minden z € M-re is. Speciélisan, ha D generalja X-et, akkor
oK = .

(b) Ha (¢x(x)) Cauchy-féle minden « € D-re, &s D generalja X -et, akkor
(pr(x)) Cauchy-féle minden x € X-re s, és a

o(z) = lim pg(z)
képlet folytonos linearis o € X’ funkcionalt definial.
Bizonyitas. Konnyen adaptalhaté a 13.13 lemma bizonyitasa (27. o.).
O

Példak. (Hasonlitsuk dssze 6ket a 63. és 66. oldali példakkal.)

e Legyen (p,) € £, és legyen k — (oF) korlatos sorozat vagy
halo ¢'-ben. A 14.14 (57. 0.) és 15.16 lemmakbol kovetkezik
az /' = (co)’-beli gyenge csillag konvergencia alabbi jellemzése
(komponensenkénti konvergencia):

(9013) = (pn) <= <pf; — o, minden rogzitett n-re.

Példaul e,, = 0 ¢' = (cp)’-ben.

e Hasonloan nyerjiik ugyanezt a karakterizaciot az > = (¢*)'-beli
korlatos sorozatok vagy halok gyenge csillag konvergenciajara. Pél-
daul

e1d-te, ~a=(1,1,...)
00 = (£%)'-ben.

20 Banach 1929.
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A gyenge csillag topologia segitségével kiegészithetjik a 13.3 és 14.9
kdvetkezményeket (12 és 53. 0.) a generalt zart alterek jellemzésérél. A-
karcsak az el6z6 fejezetben, értelmezzik a D ¢ X és A C X’ halmazok
ortogonalis komplementumait a

Dt :={pe X' : o(x)=0 minden z € D-re}
és

At:={zeX : o(x)=0 minden ¢ c A-ra}
formulakkal.

Ime a gyenge csillag topolbgia alaptulajdonsagai; az egyszer(iség kedvéért
csak szeparalt tereket vizsgalunk:

15.17. Allitas. Legyen X szeparalt lokalisan konvex tér.
(@) X’ gyenge csillag topologiaja szeparalt.
(b) A (Jz)(p) := p(x) képlet linearis bijekciot létesit X -rél (X, ) -re.
(c) Ha A C X', akkor (A1)+ a A altal generalt zart altér X/, -ban.

Bizonyitas.

(a) A definici6 egyenes folyomanya.

(b) A Jz : X/, — R linearis funkcionalok folytonossaga maganak
linearitasa nyilvanvalo, injektivitasa pedig a 15.8 kdvetkezménybol adodik
(101. 0.). A szuperjektivitas igazolasahoz rogzitsiink egy tetsz6leges ® <
(X!,) funkcionalt. E funkcional folytonossaganak definicioja miatt vannak
olyan X-beli z1,..., x,, pontok, hogy alkalmas ¢ > 0 szammal

peX & oz <e ..., |eln)|<e = |®(p)] <1.

Ebbdl kodvetkezik, hogy az X’-beli Jzy,..., Jx, és ® linearis funkcionalok
eleget tesznek a 15.12 lemma feltételeinek (106. 0.); igy alkalmas cy,. .., ¢,
szamokkal

O =crJrr+ -+ epJr, = J(crxr + -+ epzp).

(c) Jeldljik ideiglenesen M -mel a A &ltal generalt zart alteret X/, -
ban. Az M C (A*)* tartalmazasi relacio kénnyen adodik a definiciokbol,
akarcsak a 13.3 kdvetkezményben (12. 0.). A forditott iranyhoz régzitsiink
egy tetszbleges ¢ € X'\ M funkcionalt; meg kell mutatnunk, hogy ¢ ¢
(AL

Alkalmazva a 15.5 tétel (c) részét (99. o0.) és felhasznalva az imént
belétott (b) tulajdonsagot van olyan x € X pont, hogy alkalmas ¢; < ¢
valds szamokkal ¢ (x) < ¢; minden ¢ € M-re, és o(z) > co. Mivel
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{Y(z) : ¢ € M} altere R-nek, innen ¢(z) = 0 minden ¢ € M-re, ésigy
¢(r) > 0. Tehatx € At ésp ¢ (AT O

A fejezet hatralév6 részében csak normalt terekkel foglalkozunk.

Megjegyzés. Ha X normalt tér, akkor harom természetes topologia is
értelmezhetd X’-n az eddigiek szerint: a szok&sos normatopologia, ame-
lyet most 7(X”) -vel jel6link, valamint a o(X’, X') gyenge csillag- és a
(X', X") gyenge topologia. Minthogy X azonosithatd X" egy alterével
a 14.21 allitasbeli J : X — X" leképezés segitségével (67. 0.), a gyenge
csillag topologia durvabb a gyenge topologianal. Fennallnak tehat a

o(X''X)co(X',X") (X"

tartalmazasi relaciok. VVéges dimenzidban e topologiak egybeesnek, végtelen
dimenzidban azonban altalaban eltérnek egymastol.

A gyengén konvergens sorozatok korlatossaga Banach-terek esetén éle-
sithetd:

15.18. Allitas. Ha X Banach-tér, akkor ugyanazok a halmazok korlato-
sak a fenti harom topologiaban.
Kdvetkezésképpen minden gyenge csillag-konvergens sorozat korlatos.

Bizonyitas. Egy lokalisan konvex topologiat durvabbra cserélve a foly-
tonos félnormak csaladja valtozatlan marad vagy csokken, tgyhogy a korla-
tos halmazok korlatosak maradnak. Ezért a fenti tartalmazasi relaciok alap-
jan elég azt megmutatnunk, hogy ha A c X' gyenge csillag-korlatos, akkor
normaban is korlatos. Ez a Banach-Steinhaus tétel alkalmazasaval adodik,
mert A X/, -beli korlatossaga maga utan vonja, hogy A folytonos linearis
funkcionalok pontonként korlatos rendszere X -en. O

Példa. Tekintsiik #2-nek a legfeljebb véges sok nem-nulla elemet tartal-
maz0 sorozatok &ltal alkotott X alterét. A

on(x) :=nxy,

képlet olyan X’-beli sorozatot definial, amelyre ¢,, — 0, de ||, || — oo. Ez
a példa mutatja, hogy a fenti allitasban az X teljességére vonatkozo feltevés
nem hagyhato el.

Most igazoljuk a 13.14 és 14.23 tételek (27. és 70. 0.) Gjabb valtozatat:
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15.19. Allitas. (Kivalasztasi tétel?!) Ha X szeparabilis normalt tér, ak-
kor minden korlatos () C X’ sorozatnak van gyenge csillag-konvergens
részsorozata.

Bizonyitas. Rogzitsunk egy sirl (z,,) sorozatot X-ben. Alkalmazva a
Cantor-féle atlos modszert a 13.14 és 14.23 tételek bizonyitasahoz hasonldan
(pr)-nek olyan (1)) részsorozatat konstrualhatjuk, hogy az & — i (zy)
szamsorozat minden rogzitett z,,-re konvergél. Minthogy () korlatos és
(xy,) slrl X -ben, a 15.16 lemma alapjan a k +— v (x) szamsorozat minden
x € X-re konvergal, és a

o(x) == limyy(x)

képlet folytonos lineéris ¢ € X' funkcionalt definial. Akkor ¢, — ¢ a
gyenge csillag-konvergencia definicioja miatt. O

Példa. A szeparabilitas feltétele nem hagyhato el. Példaul a
orp(z) =xp, = (x,) €0, k=12...

formula olyan funkcionalsorozatot definial (¢>°)’ zart B egységgdmbjében,
amelynek nincs gyenge csillag-konvergens részsorozata. Tetszdleges (yy,, )
részsorozathoz tekintsiink ugyanis egy olyan = = (z,,) € ¢ vektort, hogy
Tk, = (—1)™ minden m > 1-re. Akkor a ¢, (z) = (—1)" szamok
sorozata nem konvergens, és igy (i, (z)) nem gyenge csillag-konvergens.

Megszabadulhatunk azonban a szeparabilitas feltételétdl, ha sorozatok
helyett halokat tekintiink. A kovetkezd tétel (b) része szerint ugyanis minden
X'-beli korlatos halonak van gyenge csillag-konvergens részhaloja.

A gyenge csillag topologia fontossaga éppen ebbdl a kompaktsagi tu-
lajdonsagbdl ered: ez ugyanis lehetévé teszi szamos egzisztenciatétel bi-
zonyitasat.?

15.20. Tétel. Legyen X normalt tér, és jeloljuk X, X', X" zart

egységgombijeit rendre B, B’, B”-vel.

(a) (Goldstine?®) J(B) slirli B”-ben és J(X) s(iri X”-ben a o(X", X')
gyenge csillag topologiara nézve.

(b) (Banach-Alaoglu?*) B’ kompakt a o(X’ X) gyenge csillag
topologiara nézve.

21 Banach 1929.
22 5ok ilyen irany( alkalmazast targyal példaul Lions 1969.
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Bizonyitas.

(a) Igazolnunk kell, hogy ha @ € X" nincs benne a J(B) C X" halmaz
K lezarasébana o(X"”, X') topologiara nézve, akkor ||®|| > 1. Minthogy K
nem-ures konvex, zart halmaz ebben a topologiaban, a 15.5 tétel (99. 0.) sze-
rint létezik olyan ¢ € X’ funkcional, hogy alkalmas ¢y, co valos szamokkal

p(x) <1 < < O(p)
minden z € B-re. Innen ||¢|| < ®(yp), tehat ||P|| > 1.

(b) Topologikus térként X/, F(X) altere (97.0.). A 15.3 allitas alapjan
elegendd megmutatnunk, hogy B’ korlatos és zart F(X)-ben.

Mivel |p(z)| < ||z| minden ¢ € B’-re, B’ pontonként korlatos X -en,
és igy korlatos F(X)-ben.

Tekintsiink most egy B’-beli (¢,,) halot, amely valamely ¢ fliggvényhez
konvergal F(X)-ben.?® Meg kell mutatnunk, hogy ¢ € B’. Tetsz6legesen
adott z,y € X és \ € R esetén az

Pn(r+y) = en(2) +on(y),  en(Az) = Apn(z) & pn(z)] < [|l2]

osszefuggésekbdl n — oo esetén adodik, hogy ¢ lineéris, és hogy |p(x)| <
||z|| minden z-re. Tehat ¢ € B'. O

Példa. A Banach-Alaoglu és a Krein-Milman tételt (103. 0.) kom-
binalva adodik, hogy egy dualis tér zart egységgdmbjének mindig van extre-
malis pontja. Mivel ¢y egységgdmbjének nincs extremalis pontja (101. 0.),
ebbdl kdvetkezik, hogy ¢y semmilyen normalt térnek sem dualis tere.

Megjegyzés. Emlitsiik meg a kovetkez6 ekvivalenciakat?:

e X szeparabilis <= o (X', X) B’-re valo lesz(ikitése metrizalhato;
e X' szeparébilis <= o(X, X') B-re val0 lesziikitése metrizalhato.

Az els6 direkt implikaci6 alkalmazasaval a 15.19 allitas a Banach-Ala-
oglu tételbdl is levezetheto.

23 Goldstine 1938.

24 Banach 1932, Alaoglu 1940.

25 A halok alkalmazasa elkeriilhets, bar a megfelel6 bizonyitas kevésbé szemléletes:
lasd példaul Brezis 1983.

26 | asd példaul Dunford—-Schwartz 1957. A direkt = implikéciokat Banach 1932
fedezte fel.
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15.6. * Reflexiv terek

Ujabb jellemzéseket adunk a reflexiv Banach-terekre:

15.21. Tétel. Az X normalt térre a kovetkezd tulajdonsagok ekvivalensek:
(@) X reflexiv;

(b) X zart egységgombje gyengén kompakt;

(c) X,-ban minden korlatos, zart halmaz kompakt. 2/

Bizonyitas. Ha B és B” az X, X" terek egységgombijeit jelolik, akkor
a 14.21 allitasbeli (67.0.) J : X — X" izometriara J(B) C B”, és X
pontosan akkor reflexiv, ha J(B) = B”.

(a) < (b) B gyenge kompaktsaga definici6 szerint ekvivalens J(B)
gyenge csillag-kompaktsagaval. Ha X reflexiv, akkor J(B) = B”, és igy
J(B) gyenge csillag-kompakt a Banach—Alaoglu tétel szerint (113. 0.).

Megforditva, ha J(B) gyenge csillag-kompakt, akkor zart is B”-ben erre
a topologiara nézve. De Goldstein tétele szerint (113. 0.) J(B) strl is B”-
ben ugyanebben a topologiaban, Ggyhogy J(B) = B”. lgy X reflexiv.

(b) = (c) Hasonlosagi okokbol X, minden zart gdmbje kompakt. Ha
A Kkorlatos és zart X -ban, akkor normaban is korlatos a 15.13 allitas miatt,
ésigy része egy alkalmas K zart gdmbnek. Kompakt halmaz zart részhalmaza
Iévén A kompakt X -ban.

(c) = (b) B konvex és zart, tehat gyengén is zart (14.15 vagy 15.10
allitas, 60. és 104. 0.). Tovabba B norméban korlatos, tehat gyengén is
korlatos. O

*Megjegyzések.

e A (c) tulajdonsag alapjan alkalmazva a Tukey—Klee tételt (99. 0.)
X,-ban megkapjuk Gjra a 14.24 allitast (71. 0.) reflexiv térbeli disz-
junkt, nem-ires, konvex, korlatos és zart halmazok szétvalasztha-
tosagarol.

e A(c)tulajdonsag alapjan alkalmazva a Krein—-Milman tételt (103. 0.)
X,-ban azt kapjuk, hogy reflexiv térben minden nem-ures, konvex,
korlatos és zart halmaz az extremalis pontjainak a konvex burka.

27 Banach 1932, Bourbaki 1938, Kakutani 1939, Smulian 1939. Emlékeztetiink arra,
hogy szeparalt lokalisan konvex terekben minden kompakt halmaz korlatos és zart.
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Igazoljuk a reflexiv terek néhany tovabbi tulajdonsagat:

15.22. Allitas. (Pettis?® ) Legyen X Banach-tér.
() Ha X reflexiv, akkor X zart alterei is reflexivek.
(b) X és X’ egyszerre reflexivek.

Bizonyitas. Legyen Y zart altere X-nek, és jeloljik X, Y, X’ zart
egységgombijeit rendre a By, By és By szimbolumokkal.

(a) Alkalmazva az el6z0 tételt adott By-beli (y;) haldhoz olyan (z;)
részhalot és a € By pontot kell talalnunk, hogy ¢(z;) — ¢(a) minden
© € Y'-re. Emlékeztetiink ugyanis arra 2°, hogy egy topologikus térbeli
K halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden K-beli halonak van K-beli
ponthoz konvergald részhaloja.*°

Byx gyengén kompakt X reflexivitasa miatt. Minthogy By C Bx, van
olyan (z;) részhalo és olyan a € By pont, hogy ) (z;) — %(a) minden
Y € X'-re. Minthogy a konvex, zart By halmaz gyengén is zart X-ben,
a € By. Minthogy végil minden ¢ € Y kiterjeszthetd alkalmas ¢ € X’
funkcionalla a Helly-Hahn-Banach tétel szerint, ¢(z;) — ¢(a) minden ¢ €
Y'-re.

(b) A Banach—Alaoglu tétel alapjan By kompakta o(X’, X) topologia-
ban. Ha X reflexiv, akkora o (X', X) és o(X’, X”) topologiék egybeesnek,
Ugyhogy B+ kompakta o (X', X”) topol6gidban is. De akkor az el6zd tétel
alapjan X' reflexiv.

Ha X' reflexiv, akkor X" is reflexiv az imént igazoltak miatt. A 14.21
allitasbeli (67.0.) J : X — X" lineéaris izometriat felhasznalva akkor J(X)
is reflexiv (a) miatt, mint X" teljes, és igy zart altere. Minthogy X és J(X)
izomorf, innen kovetkezik, hogy X is reflexiv. O

Példak.

o A 14.6 szakaszban (67. 0.) kilon-kiilon igazoltuk, hogy cq, ¢* és
£ terek egyike sem reflexiv. Ezek az eredmények a fenti (b) tulaj-
donség fényében egymasbol is kdvetkeznek, hiszen 3! (¢p) = ¢!
és (11 = 1,

e Minthogy cg zart altere £°°-nek, c¢o nem-reflexiv volta kdzvetlendil
is maga utan vonja £°° nem-reflexivitasat.

28 pettis 1938. Kozvetlenebb bizonyitasokat ad Dunford-Schwartz 1957.
29 Topologia, 2.26 allitas, 58. 0.

30 A halok hasznalata kikeriilhetd: lasd példaul Brezis 1983.

31| asd a 14.13 allitést, 57. o.
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15.7. * Topologikus vektorterek

Elsd pillantasra a kovetkezd terek természetesebbek a lokalisan konve-
xeknél:

Definici6. Topologikus vektortéren olyan 7 topologiaval ellatott X vek-
torteret érttink, ahol az 6sszeadas és a szammal szorzas folytonos miveletek.

Megjegyzés. A definiciobol kovetkezik, hogy a 7 topologia eltolas- és
homotéciainvarians: ha egy A halmaz nyilt, zart vagy kompakt, akkor az
A+z(x € X)és A A (A € R, X # 0) halmazok is nyiltak, zartak, illetve
kompaktak.

A 15.2 allitas (d) része (96. 0.) szerint minden lokalisan konvex tér to-
pologikus vektortér.

A kovetkezd elemi egyenldtlenség segitségével konnyen adhatunk majd
példakat nem lokalisan konvex topologikus vektorterekre.

15.23. Lemma. Ha 0 < p < 1 és z, y nemnegativ valos szamok, akkor
(x 4+ y)P <P +yP.
Bizonyités. Tekintsik R*-ben a |-, normét, és alkalmazzuk a ha-
romszdg-egyenlétlenséget az a := (zP,0) és b := (0, y) vektorokra:
(@ +9)” = lla+blip < llallip + 10l = 2” + y*. O

Példa. Adott 0 < p < 1-re jeldljik ¢P-vel azon = = (z,,) valos szamso-
rozatoknak a halmazat, amelyekre > |z, [P < oco. Az el6z8 lemma alapjan
£P vektortér, és a

o0

dy(w,y) =3l — yal?

n=1
formula olyan metrikat definial #7-n, hogy a megfelel6 topol6giaval ¢ topo-
logikus vektortér.3? (A p = 1 esetben a mar ismert ¢* Banach-térhez jutunk.)

15.24. Allitas. (Kolmogorov®?) Egy topologikus vektortér pontosan ak-
kor lokalisan konvex, ha minden 0-kdrnyezet tartalmaz konvex 0-kornyezetet.

32 Altalanosabb tételt bizonyitunk majd késébb, a 22.5 allitasban, 292. o.
33 Kolmogorov 1934.
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Bizonyitas. Minden lokalisan konvex tér rendelkezik az emlitett tulaj-
donsaggal, mert a B, (0) gombok konvexek. Forditva, ha az X topolo-
gikus vektortér rendelkezik az emlitett tulajdonsaggal, és tekintsiink egy
tetsz6leges V' 0-kornyezetet. Elegendd olyan folytonos p félnormét talalnunk,
amelyre B, 1(0) C V.

Legyen U C V konvex 0-kdrnyezet, akkor —U ésigy W := —-U NU is
konvex 0-kornyezet. Egyszer(en ellendrizhetd, hogy a

p(z) :=inf {t >0 : z €tW}
formula olyan félnormat definial X-en*, amelyre

Speciélisan B, 1(0) C V.

Mutassuk meg, hogy p folytonos. Tetszdlegesen adott a € X ésr > 0
esetén a + rW kornyezete a-nak. Ha b € a + rW, akkor 7=1(b — a) €
B,1(0). Kovetkezésképpen

Ip(b) — p(a)| < p(b—a) <. 0
Példa. Ha 0 < p < 1, akkor #7 nem lokéalisan konvex, mert a
Bi(0) :={x €’ : dy(0,z) <1}

egységgomb nem tartalmaz konvex 0-kdrnyezetet. Ha ugyanis K konvex 0-
kornyezet, akkor Bs,.(0) C K alkalmas (elég kis) » > 0-ra. Akkor minden
n természetes szamra fennallnak az

/e, € B.(0) C K
relaciok, és innen K konvexitasa miatt

:_Tl/pel+...+en

Zp = € K.

n
De ekkor K nem tartozhat B (0)-hoz, mert

dp(0,2,) = rn' P — oo.
Megjegyzések. Az altalanos topologikus vektorterek jelent8ségét csok-
kenti, hogy meghokkentd patologikus tulajdonsagokkal rendelkezhetnek:

e Vannak olyan végtelen dimenziés X szeparalt topologikus vek-
torterek, amelyekben ()-en és X -en kiviil nincs mas konvex nyilt
halmaz. 35 Ezekben a terekben nincsenek zart affin hipersikok
sem, mert X’ = {0}.

34 Minkowski 1911, 131-132. o.
35 Nehany ilyen példat latunk majd a 22.2 és 22.3 fejezetben, 289. és 295. 0.
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e Egyes szeparalt topologikus vektorterek tartalmaznak olyan nem-
tres konvex, kompakt halmazokat, amelyeknek nincs extremalis
pontjuk. 36

36 Roberts 1976, 1977. Lasd a 294. oldal labjegyzetét is.
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5. rész

Integralszamitas
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Arkhimédész téhb fontos integralt is kiszamitott, de halala utan csaknem
két évezreden at nem tortént Iényeges elérelépés ezen a teriileten. A tizenhe-
tedik szazadban a Newton-Leibniz formula forradalmasitotta a diszciplinat,
és lehet6vé tette egy sor geometriai é&s mechanikai probléma megoldasat. A
rengeteg (j eredmény szilard elméleti megalapozasanak a hianya hamaro-
san elviselhetetlenné valt, féleg Fourier hdvezetési tanulmanyanak a megje-
lenése (1822) utan.

Ennek az érdekében Riemann (1854) altalanositotta a Cauchy-féle in-
tegralfogalmat (1823). Dolgozatanak posztumusz publikéalasa (1867) ku-
tatasok egész sorat inditotta el, amelyek célja minél altalanosabb integralfo-
galom és minél egyszer(ibb hataratmeneti eljarasok kifejlesztése volt. Har-
nack (1881, 1885), Hankel (1881, 1882), du Bois-Reymond (1882), Jor-
dan (1883), Stolz (1884) és Cantor (1884) munkait kovetéen Peano (1887)
bevezette a végesen additiv mértékeket, amelyek a vizsgalt halmazok inter-
vallumok illetve téglalapok altali véges befedésein alapultak.

Borel (1898) felismerte, hogy megszamlalhat6 befedéseket hasznalva lé-
nyegesen hasznosabb o-additiv mértékekhez juthatunk. Baire (1898, 1899)
ehhez szorosan kapcsolodo eredményekhez jutott, amikor bevezette a pon-
tonkénti konvergencia iteralasaval kaphat6 fliggvények osztalyait. Borel és
Baire kutatésai altal is motivalva, Lebesgue (1901, 1902) igen altalanos in-
tegralelméletet dolgozott ki. Az integralhat6 fliggvények osztalyat lényege-
sen kibdvitette, ugyankakkor az eddigieknél konnyebben kezelhet6 tételeket
kapott a hataratmenetekre, és nagymértékben kiterjesztette a Newton-Leib-
niz formula érvényességét is.

Fatou, Riesz, Fischer, Fréchet, Fubini (1906-1910) és masok mély fel-
fedezései nyilvanvalova tették a Lebesgue-integral rendkivili hasznossagat,
és jelentsen dsztondzték a funkcionalanalizis fejlédését. A késBbbiekben a
Lebesgue-integral lehet8veé tette a valoszinliségszamitas preciz megalapoza-
sat (Kolmogorov 1933) és a parcialis differencialegyenletek kezelését nagy-
ban megkonnyité fliggvényterek bevezetését (Szoboljev 1935, 1936).

A Lebesgue-integral fejlédését két szép cikkben is attekintette Riesz
Frigyes (1949, 1952); ezenkiviil javasoljuk a [54] és [164] munkak tanul-
manyozasat is.

Tobb, mint fél évszazaddal a megjelenése utan, tovabbra is Riesz és
Sz6kefalvi-Nagy monogréafiaja (1952) tartalmazza az elmélet legelegansabb
kidolgozasat. Mi is Riesz felépitését kovetjik. Tovabbi eredmények és fel-
adatok talalhatok a kovetkezé munkakban: [75], [76], [155], [229], [304],
[349], [351], [353], [396].
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16. fejezet
* Monoton fuggvények

Latom, de nem hiszem.
G. Cantor
Senki sem fog benniinket kilizni abb6l a Paradicsomb6l, amelyet Cantor

teremtett szamunkra.
D. Hilbert

Ebben a fejezetben I betlivel mindig nem-degeneralt (tehat legalabb két
pontot tartalmazo) intervallumokat jel6liink.

16.1. * Folytonossag. Megszamlalhat6 halmazok

Az f : I — R monoton fliggvénynek értelmezési tartomanya barmely
belsd pontjaban véges bal- és jobboldali hatarértéke van; a fliggvény pon-
tosan akkor folytonos a-ban, ha ezek megegyeznek. (Lasd a 16.1 abrat.)

Mi mondhat6 a folytonossagi pontok halmazar6l? Ahhoz, hogy vala-
szolhassunk erre a kérdésre, emlékeztetlink a kdvetkezé fogalomra:

Definicio. Az A halmaz megszamlalhato!, ha létezik olyan (a,,) soro-
zat, amely A minden elemét tartalmazza (legalabb egyszer).

Megjegyzések.

e Az Ures halmaz és minden véges halmaz megszamlalhato. (Az (a,,)
sorozat tartalmazhat A-n Kivili elemeket is.)

1 cantor 1882.
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N
.
F---------0--0-9

[

16.1. abra. Monoton fliggvény grafja

e Minden végtelen megszamlalhatd A halmazhoz létezik olyan A-
beli sorozat, amely A minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.
(A definicidbeli sorozat alkalmas részsorozata megfelel. )

e A definiciobol kovetkezik, hogy ha A megszamlalhat6 halmaz és
g : A — B szuperjektiv fliggvény, akkor B is megszamlalhato:
megszamlalhat6 halmaz képe is megszamlalhato.

e Az is kdnnyen lathatd, hogy ha B megszamlalhatd halmaz és g :
A — B injektiv fliggvény, akkor A is megszamlalhato.

Példak.

e Az N, 7Z és Q szamhalmazok is megszamlalhat6ak. Cantor nevezetes
tétele szerint (lasd a kdvetkez6 allitast) R nem megszamlalhat6.

e Paronként diszjunkt, nem-ires, nyilt intervallumok 7 rendszere
mindig megszamlalhat6. Ugyanis mindegyik intervallum tartalmaz
racionalis szamot, és ez lehet6vé teszi egy injektiv g : P — Q
leképezés értelmezését.

Vezessiik be az alabbi terminolbgiat:

Definici6. Egy halmazrendszer vagy halmazsorozat diszjunkt, ha elemei
paronként diszjunktak.

Foglaljuk 6ssze a megszamlalhat6 halmazok alaptulajdonsagait:
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16.1. Allitas.
(a) Megszamlalhatd halmaz részhalmazai is megszamlalhatbak.

(b) Megszamlalhatd sok megszamlalhatd halmaz egyesitése is megszamlal-
hato.

(c) (Cantor?) A nem-degeneralt intervallumok nem megszamlalhatoak.

Bizonyitas.

(@) Ha B C A, akkor az f(z) := z képlettel értelmezett f : B — A
figgveény injektiv. Igy A megszamlalhatosaga maga utan vonja B megszam-
lalhatoséagat.

(b) Legyen (A,,) megszamlalhatd halmazok sorozata. Rogzitsiink min-
den egyes n-re egy olyan a1, aye,...sorozatot, amely tartalmazza A,, min-
den elemét. Ha p1, po,...a primszamok sorozata, akkor a kovetkezd képlet
olyan (a,,) sorozatot definial, amely UA,, minden elemét tartalmazza:

o . Jan ham= (pn)" valamely n-re és k-ra,
"7 10  egyébkeént.

(c) Elég megmutatni, hogy ha I nem-degeneralt intervallum, akkor e-
gyetlen (a,) sorozat sem tartalmazza I minden pontjat. Valasszunk egy
olyan I; C I nem-degeneralt, kompakt részintervallumot, hogy a; ¢ I;.
Azutan valasszunk olyan I C I; nem-degeneralt, kompakt részintervallumot,
hogy as ¢ I,. Rekurzidval folytatva, nem-degeneralt, kompakt interval-
lumoknak olyan monoton fogy6

LDILD...

sorozatat kapjuk, hogy a,, ¢ I, minden n-re. Cantor egyik tétele szerint
létezik az intervallumoknak legalabb egy kozos pontjas, és egy ilyen pont
egyik a,-nel sem egyezhet meg. O

Teérjunk vissza a monoton fliggvények vizsgalatahoz.

16.2. Allitas.
(a) Monoton fliggvény szakadasi pontjainak a halmaza megszamlalhato.

(b) Minden megszamlalhatd valos szamhalmaz alkalmas monoton névekvd
fliggvény szakadasi pontjainak a halmaza.

2 Cantor 1874, 117-118. o.

3 Topologia, 1.21 vagy 2.18 allitas, 27. vagy 49. 0. A Topologia rész a jelen konyv els6
kotetében talalhato.
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Bizonyitas.

(a) Sziikség esetén —1-gyel megszorozva feltehet6, hogy f : I — R
monoton ndvekvd. Jeldljik A-val I azon belsd pontjainak a halmazat, ame-
lyekben f nem folytonos. Minthogy f monoton ndvekvd, a nem-iires nyilt

(fla=0),f(a+0)), a€cA

intervallumok paronként diszjunktak. Egyik el6z6 megjegyzésink alapjan
tehat A megszamlalhatd. Mivel f-nek legfeljebb két tovabbi szakadasi helye
lehet (I végpontjai), az utobbi halmaz is megszamlalhato.

(b) Az lires halmazhoz minden konstans fliggvény megfelel. Egyébként
legyen (a,) az adott halmaz pontjainak (véges vagy végtelen) sorozata; ak-

kor az
f(z) = Z n=2

{n:an<z}

képlet alkalmas f fliggvényt definial. O

16.2. * Differencialhatosag. Nullahalmazok

A monoton fliggvények differencialhatdsaganak vizsgalataban fontos sze-
repet fog jatszani a kdvetkezd fogalom:

Definicio. A valds A szamhalmaz nullahalmaz®, ha minden ¢ > 0-ra
befedhetd c-nal kisebb 6sszhosszisagl {Ix} intervallumrendszerrel:

Ac ULy & > |kl<e.
Itt és a tovabbiakban |I|-kel jeldljiuk az I intervallum hosszat.

Megjegyzés. Minden A nullahalmazhoz van olyan véges 0sszhossz(sa-
gt (J,,) intervallumsorozat, hogy A minden pontjét végtelen sok .J,,, halmaz
is lefedi. Valasszunk ugyanis minden n természetes szamra egy A-t befed6,
27"-nél kisebb 8sszhosszlsagu (7,x) intervallumrendszert.> Mindezen I,
intervallumokat egyetlen (.J,,) sorozatba rendezve Kivant tulajdonsaga inter-
vallumsorozathoz jutunk.

4 Hankel 1870 (86. 0.), Ascoli 1875, Smith 1875 (150. 0.), du Bois-Reymond 1882,
Harnack 1885.

5 A késBbbiek céljabol jegyezziik meg, hogy e halmazok nyiltaknak is valaszthatok:
elég kicsit megnovelni 6ket.
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Megforditva, egy ilyen (.J,,,) sorozat létezése maga utan vonja, hogy A

nullahalmaz. Valoban, tetsz6legesen adott £ > 0-hoz van olyan N természe-
tes szam, hogy

> | <,

m>N

ésa Jyt1, Jme2, - .. intervallumok tovabbra is befedik A-t.

Példak.
e (Harnack®) Minden megszamlalhat6 valos {a,,} szamhalmaz nul-

lahalmaz: tekintsiik tetsz6legesen adott e > 0-hoz az
(an — 37", an +e37")

intervallumokat.
(Cantor-féle triadikus halmaz’) Léteznek nem-megszamlalhato nul-
lahalmazok. Hagyjuk el példaul az [0, 1] intervallum kdzéps6 har-
madat, az (1/3,2/3) nyilt intervallumot. Ezt kdvetéen hagyjuk
el a megmaradt [0,1/3] és [2/3, 1] diszjunkt, zart intervallumok
kozépsd harmadait; négy diszjunkt, 1/9 hossz(sagu intervallum
marad: lasd a 16.2 abrat. Az eljarast folytatva n 1épés utan egy C,,
halmazt kapunk, amely 2" darab diszjunkt, egyenként 3= hossz(-
sagu zéart intervallum egyesitése. A monoton fogyo (C,,) kompakt
halmazsorozat metszetét C-vel jeldljik, és Cantor-féle triadikus
halmaznak hivjuk. Tetszbleges ¢ > 0-hoz (2/3)" < ¢, ha n elég
nagy; ekkor a C,,-t alkot6 intervallumok C-nek -nél kisebb 0ssz-
hosszsagl befedését alkotjak. Tehat C' nullahalmaz.
A konstrukci6 szerint C' azon x valés szamokbol all, amelyek
oo
€
TG
=1
alakban irhatok, ahol ; = 0 vagy £; = 2 minden i-re. (Az ilyen
elallitasok egyértelmiiek.) Kovetkezésképpen a

[e's] 00

& €q
Z 3t Z 21+1
i=1 i=1

képlet C-t [0, 1]-re képezi. Minthogy az utdbbi halmaz nem meg-
szamlalhato, C' sem az.

6 Harnack 1885.

www.interkonyv.hu

7 Smith 1875, Cantor 1883 (207. 0.).
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Co
1
Cy 3
| ) 2 7 8
05 93 39 9!

16.2. abra. A C,, halmazok

e Borel egyik fontos tétele szerint (lasd alabb) nem minden valos
szamhalmaz nullahalmaz.

16.3. Allitas.
(a) Az res halmaz nullahalmaz.
(b) Nullahalmaz részhalmazai is nullahalmazok.
(c) Megszamlalhato6 sok nullahalmaz egyesitése is nullahalmaz.
(d) (Borel®)Ha az (1) intervallumsorozat befed egy I intervallumot, akkor

[I| < > |Ix|. Kovetkezésképpen a nem-degeneralt intervallumok nem
nullahalmazok.

Bizonyitas.

(@) és (b) nyilvanvalo.

(c) Tetszblegesen adott ¢ > 0-ra fedjuk be mindegyik A, nullahal-
mazt €27 "-nél Kkisebb 0sszhosszlsagl (I,) intervallumsorozattal. Akkor
mindezen intervallumok egyiitt UA,, e-nal kisebb 6sszhosszlsagl befedését
alkotjak.

(d) Feltehetd, hogy I nem-degeneralt. Tekintsiik el6szor azt az esetet,
amikor I = [a,b] kompakt, az Ij intervallumok pedig nyiltak. Legyen
(a1,b1) az (Ij) sorozat els6 tagja, amelyik tartalmazza a-t. Rekurzibval
folytatva, ha b,, < b valamely n > 1-re, akkor legyen (a1, bn+1) 8z (Ix)
sorozat els6 tagja, amelyik tartalmazza b,,-t.

8 Borel 1898. A bizonyitasbeli konstrukcié Heine 1872 eljarasan alapul (188. 0.).

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

16.2. * Differencialhatésag. Nullahalmazok 129

A konstrukcio el6bb-utobb megszakad, ugyanis alkalmas N-re by > b.
Valbban, az ellenkez6 esetben (b,,) valamely x < b ponthoz konvergal, és
x € I, alkalmas ¢-re. Minthogy I, nyilt, létezik olyan m, hogy b, € I,
minden n > m-re. A konstrukci6 miatt ez azt jelenti, hogy az (ap+1, bn+1)
intervallumok minden n > m-re megel6zik 1,-t az (1) sorozatban. Ez azon-
ban lehetetlen, hiszen az (a1, b,+1) intervallumok paronként kiillonbozék.

A fentiek akapjan
N N
‘I’ =b—a<by—a = Z(bi—bi_l)—i—bl—al < Z(bi—ai) < Z ‘Ik‘
=2 =1

Az altalanos esetben rogzitsiink egy o > 1 szamot, egy ||/« hosszisagu
J C I kompakt részintervallumot, és minden n-re egy I,-t tartalmazo,
a|I,,| hosszUsagu nyilt J,, intervallumot. A (.J,,) sorozat befedi .J-t, tgyhogy
> |Jn| > |J| az eddigiek szerint. Mas széval o > |I,,| > |I|/«, és a kere-
sett allitas o« — 1 esetén adodik. O

Vezessiink be még egy kényelmes terminologiat:

Definicio. Egy tulajdonsag majdnem mindeniitt® (réviden m.m.) teljesiil,
ha érvényes egy nullahalmazon kivil.

Most mar megfogalmazhatjuk a differencialhatosagrol szolo alapvetd
eredményt:

16.4. Tétel.

(a) (Lebesgue'®) Barmely f : I — R monoton fiiggvény m.m. differenci-
alhato.

(b) Minden A nullahalmazhoz Iétezik olyan monoton novekvd f : R — R
flggvény, amely A egyetlen pontjaban sem differencialhato.

A tétel (a) részét a kdvetkezd két szakaszban bizonyitjuk majd.

*A (b) rész bizonyitasa. Valasszunk olyan, véges dsszhosszlsagu (.J,,, )
nyilt intervallumsorozatot, amelyik végtelen sokszor lefedi A minden pontjat.
Jeloljuk f,,(z)-szel a J,, N (—oo,z) intervallum hosszat, akkor az f :=
> fm képlet monoton névekvd f : R — R fliggvényt definial. Tegyuk fel

9 Lebesgue 1906 (7. 0.).

10 Lebesgue 1904, 128-129. o. Lebesgue csak folytonos fliggvényeket vizsgalt.
Eredménye megcafolta Weierstrass sejtését, miszerint léteznek folytonos és monoton, de se-
hol sem differencialhato fliggvények; lasd Hawkins 2001, 47. o.
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indirekt, hogy f differencialhato valamely a € A pontban. Valasszunk egy
N > f’(a) egészt, majd egy olyan kis § > 0 szamot, hogy legalabb N darab
Jm intervallum tartalmazza [a, a + 6]-t, mondjuk J,,,. .., Jm, . Akkor

N
fla+h) = f(a) = fumpla+h) = fm,(a) > Nh

k=1
minden 0 < h < d-ra, ellentmondva az f’(a) < N egyenl6tlenségnek. [

16.3. * Ugrofuggvéenyek

Ebben a szakaszban Lipinski és Rubel eljarasat kovetjiik. ' Mivel
minden intervallum megszamlalhatd sok kompakt intervallum egyesitése,
elegend6 Lebesgue tételét abban az esetben igazolnunk, amikor I = [a, b]
kompakt. Mutassuk meg el8szor az alabbi segédtételt:

16.5. Lemma. Legyen f : [a,b] — R monoton ndvekvd fiiggvény.
Jeldljik minden C' > 0 szamra Ec-vel azon a < x < b pontok halmazét,
amelyekhez talalhatok olyan s = s, ést¢ = t, szamok, hogy s < x < t és

f(t) = f(s) > C(t — s). (16.1)
Akkor E- megszamlalhato sok olyan (a,, b,,) intervallum egyesitése, ame-
lyek 6sszhosszlisaga legfeljebb 4C—1(f(b) — f(a)).

Megjegyzés. Az E- halmaz mindazon pontokat tartalmazza, amelyek-
ben f-nek C-nél nagyobb értékd derivéltja van, de tartalmazhat tovabbi pon-
tokat is. Példaul a [0, 4] intervallumon értelmezett f(x) := \/z figgvényre
C = 1/+/2esetén
(L&sd a 16.3 &brat: 0 < = < 2 esetén s, = 0 és ¢, = 2 valaszthato.)

Bizonyitas. Az E¢ halmaz definicio szerint nyilt, tehat alkalmas, pa-
ronként diszjunkt (a,, b,) nyilt intervallumok egyesitése. Vegylk észre azt
is, hogy = € (an, by,) esetén definicio szerint (s, t,) C (an, by).

Rd&gzitslink minden n-re egy

V, — ay = (b — an)/2 (16.2)

11 Lipinski 1961, Rubel 1963.
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2.5+

1.5

0.5

16.3. abra. E( jelentése

hosszlsagu [al,, bl,] C (ay,by,) kompakt részintervallumot. Ezt befedik az

n»-n

(84, t;) intervallumok, ahol
x € [a,,b,].

n»-n
Minthogy [a),, b],] kompakt, kivalaszthatd véges (s1,t1),..., (sn,tn) rész-
fedés. Valasszunk olyan véges részfedést, amelyre N a lehet6 legkisebb,
akkor U(sg, tr) egyetlen pontja sincs kettonél tobbszor lefedve, hiszen ha
harom intervallumnak van kdzos pontja, akkor azok koziil az egyik hozzatar-
tozik a masik kettd egyesitéséhez. Kdvetkezésképpen, felhasznalva (16.1)-et
és az (sk,tk) (an, by, )tartalmazési relaciokat,

b Z(tk—sk < C~ 1 Z < 20° (f(bn)_f(an)>
k=1
Innen a keresett egyenlotlenseg (16 2) felhasznalasaval adodik:
S (b — an) < 407 S (A an)) <4C7H(f(B) = f(a)). O

A lemma elsd alkalmazasaként megmutatjuk, hogy monoton novekvé
fliggvénynek nem lehet sok pontban végtelen derivaltja. Pontosabban, fennall
a

16.6. Lemma. Ha f : [a, b] — R monoton ndvekvd fuggvény, akkor

fly) = f(x)

Df(z) :=limsup ———— < oo mm. [a,b]-ban.

y—z -
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Bizonyitas. Ha D f(x) = oo, akkor x € E¢ minden C' > 0-ra, e pon-
tok halmaza tehat befedhet6 legfeljebb 4(f(b) — f(a))/C 6sszhosszlsagl
intervallumrendszerrel. Az allitds C' — oo esetén adodik. O

A lemma masodik alkalmazasaként bebizonyitjuk Lebesgue tételét egy
specialis esetben.

Definici6. Ugrofuggvényen olyan f : I — R fliggvényt értlink, hogy
alkalmas (ar) C I pontsorozattal és ) .S konvergens, nem-negativ nu-
merikus sorral f = " f, ahol

fk(:z) =0 haz <ay,
fk(:b) = Sk; ha z > Ak,
0 < fr(ar) < Sk.

Vegyuk észre, hogy minden ugrofiiggvény monoton névekvo.
16.7. Allitas. Ha f : I — R ugrofuggvény, akkor f/ = 0 m.m.

Bizonyitas. Elegendd azzal az esettel foglalkoznunk, amikor I = [a, b]
kompakt intervallum. Elég megmutatnunk, hogy barmely rogzitett C' > 0-ra

Df <Cmm.
Rogzitsiink egy tetsz6leges ¢ > 0 szamot*?, majd valasszunk olyan nagy
N-et, hogy
o
Z Si < e.
k=N-+1
Akkor a

hi= >, f

k=N+1

fuggvény monoton novekvd, és h(b) — h(a) < . A 16.5 lemma alapjan
Dh < C valamely 4¢/C-nél kisebb 8sszhosszUsagu intervallumrendszeren
Kivul.

Vegylk észre, hogy az

12 A7 alabbi bizonyitas Csaszar Akostol szarmazik: lasd Sz6kefalvi-Nagy 1965.
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fliggvény az aq,...an pontokat kivéve mindeniitt differencialhato, és a de-
rivaltja nulla. Kdvetkezésképpen Df < C' valamely 4¢/C-nél kisebb 0ssz-
hosszlsagl intervallumrendszeren Kivil. Innen e — 0 mellett adodik, hogy
Df <Cmm. O

Az ugrofiiggvények segitségével izolalhatjuk a monoton névekvé fligg-
vények nem-folytonos részét:

16.8. Allitas. Minden korlatos, monoton novekvé f : I — R fiiggvény
eldallithatd egy monoton ndvekvd, folytonos és egy ugrofliggvény 6sszegeként.

Bizonyitas. Az f fliggvényt balra és jobbra konstansként kiterjesztve
feltehet6, hogy I = R. Legyen (ay) f szakadasi helyeinek a (véges vagy
végtelen) sorozata, és legyen S, = f(ar + 0) — f(ar — 0). A > Sy sor
konvergens, mert f korlatos. Vezessik be az f fliggvényeket gy, mint az
ugrofiuggvények definiciojaban, és legyen fix(ax) = f(ax) — f(ax — 0).
Akkor h := > f. ugrofuggvény, g := f — h pedig monoton novekvd és
folytonos. O

16.4. * A Lebesgue-tétel bizonyitasa

A 16.7 és 16.8 allitasok fényében elegendd egy kompakt intervallumon
értelmezett, monoton novekvd és folytonos f : [a,b] — R fuggvényt vizs-
galni. Riesz Frigyes elemi targyalasat ismertetjiik. ™

Vezessiik be az (igynevezett Dini-derivaltakat'*:

D_f(z) :=limsup M, D, f(x) := limsup M7
A i
e v A

Mivel f monoton névekv6, ezek mind nem-negativak.

13 Riesz 1931, 1932. A bizonyitas adaptalhato a nem-folytonos esetre is, lasd Riesz
és Sz6kefalvi-Nagy 1952, Sz6kefalvi-Nagy 1965. A mértékelmélet felhasznalasaval Austin
1965 még rovidebb bizonyitast adott.

14 Dini 1878 (sec. 145).
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0.29

0.19

16.4. abra. Dini-derivaltak

Példa. Az f(x) := = + xsin(1/x) fuggvényre

D_f(0)=Dif(0)=1 & d_f(0)=dyf(0)=0;
lasd a 16.4 abrat.

Fogadjuk el egy pillanatra a kovetkez6 segédtételt:

16.9. Lemma. Majdnem mindeniitt fennall a D f < d_ f egyenl6tlen-
Ség.

Akkor a segédtételt a — f(—x) fuggvényre alkalmazva a D_ f(z) <
d f(x) egyenlGtlenség is teljesul, és igy

0< D f(x) < d_f(z) < D_f(x) < di f(z) < Ds f(x)

majdnem mindenitt. Minthogy D f(x) < oo m.m. a 16.6 lemma alapjan,
innen kovetkezik, hogy a négy derivaltszam véges és majdnem mindeniitt
egyenld, ami Lebesgue tételét igazolja.

A 16.9 segédtétel bizonyitasanak f6 eszkoze a Riesz-féle ,,felkelé Nap”
lemma. A megfogalmazasahoz vezessiik be a kovetkez6 fogalmat:

Definici6. Legyen g : [a,b] — R kompakt intervallumon folytonos
fuggvény. Az a < = < b pont (jobbrol) lathatatlan, ha van olyan y > =z,
hogy ¢g(y) > g(z). (Lasd a 16.5 abrat.)

© Typotex Kiado

© Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

16.4. * A Lebesgue-tétel bizonyitasa 135

. -
47

" L e ittt -
:’ -
""" Y oe——

!
ay by a9 by

16.5. abra. Jobbrol lathatatlan pontok

16.10. Lemma. (,,Felkel6 Nap”®) A folytonos g : [a, b] — R fiiggvényre
nézve (jobbrol) lathatatlan pontok halmaza olyan paronként diszjunkt (ay, b)
nyilt intervallumok egyesitése, hogy g(ax) < g(bx) minden k-ra.

Bizonyitas. A lathatatlan pontok halmaza ¢ folytonossaga miatt nyilt,
tehat megszamlalhat6 sok nyilt intervallum egyesitése.

Tegyuk fel indirekt, hogy g(ax) > g(bx) ezen (ag,by) intervallumok
valamelyikére. Rogzitsiink egy g(ax) > ¢ > g(by) szamot, és vezessik be
az

x:=sup{ar <t <by : g(t) > c}

pontot. Akkor g(x) = césay < z < by acpont valasztasa és g folytonossaga
miatt, létezik tehat olyan y > x pont, amelyre g(x) < g(y). Ez azonban
lehetetlen, hiszen x értelmezése szerint egyrészt

c>g(y) ha z<y<b,

masrészt
c>g(by) > gly) ha y>by,
mert by, lathato. O

A 16.9 lemma bizonyitasa. Elegendé megmutatnunk, hogy tetszélege-
sen rogzitett ¢; < ¢ racionalis szamok esetén

E:={zxec(ab) : d_f(z)<c1 <ca<Dyf(x)}

nullahalmaz: ekkor ezek uni6ja is nullahalmaz, és rajta Kivil d_ f(x) >

Dy f(z).

15 Riesz 1931, 1932.
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Meg fogjuk mutatni, hogy (a, b) tetsz8legesen rogzitett (a’, b’) nyilt rész-
intervalluméara EN (a’, b") befedhetd (c1/c2) (b’ — a’)-nél kisebb 8sszhosszi-
sagl megszamlalhatd nyilt intervallumrendszerrel. Az eljarast iteralva adodni
fog, hogy E = E N (a, b) tetszbleges n természetes szamra befedhetd

(c1/c2)™(b— a)-nél

kisebb dsszhosszisagl megszamlalhat6 nyilt intervallumrendszerrel. Mint-
hogy az utbbbi kifejezés n — oo esetén végtelenhez tart, innen kovetkezni
fog, hogy E nullahalmaz.

Haxz € En(d,b), akkor alkalmas ¢’ < y < z-re

fly) — f(=)
Yy —x

<c,

vagyis
fly) —cay > f(x) — cra.
Mas szoval z balrol lathatatlan® a

g(t) :== f(t) —cit, teld,V]

képlettel értelmezett ¢ fliggvényre nézve. Alkalmazva a 16.10 lemmat a
t — g(—t) flggvényre, EN(a’, t’) befedhetd megszamlalhato sok olyan, pa-
ronként diszjunkt (ag, b ) nyilt intervallummal, hogy g(ax) > g(bx) minden
k-ra, vagyis

f(br) — flak) < e1(bg — ax)

minden k-ra.
Tekintsiink most egy ilyen (ag, by) intervallumot. Ha xz € E N (a, bx),
akkor alkalmas x < y < by-ra

fly) — f(=)
Yy —x

> Co,

vagyis
fy) —cay > f(z) — cou.
Mas szbval x jobbrol lathatatlan a

h(t) := f(t) — cot, t € [ag,bg]

16 Azt mondjuk, hogy x balrol lathatatlan egy g fliggvényre nézve, ha —x jobbrol
lathatatlan a ¢t — g(—t) fliggvényre nézve.
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képlettel értelmezett h fiiggvényre nézve. Alkalmazva a 16.10 lemmat £ N
(ak, by ) befedheté megszamlalhat6 sok olyan, paronként diszjunkt (ag,, bkm)
nyilt intervallummal, hogy g(axm) < g(bgm) Minden m-re, vagyis

f(bkm) - f(akm) > C2(bk’m - akzm)
minden m-re.

Kovetkezésképpen mindezen (ax, bxm ) intervallumok 8sszessége befedi
En(d, V), és

Z(bk’m - ak:m) < g Z f(bkm) - f(ak:m)

k,m k,m

IN IN
—~
S
x>
|
S
z

IA
|
-
=
|
g\
~—
O

16.5. * Korlatos valtozasu fuggvények

Két monoton novekvé fliggvény kiildnbsége nem feltétlendl monoton. A
16.2 allitashol és a 16.4 tételbdl (125. &s 129. 0.) mégis kdonnyen kovetkezik,
hogy az ilyen fliggvényeknek is csak megszamlalhatd sok szakadasi helye
lehet, és hogy ezek is majdnem mindenditt differencialhatéak. Ebben a sza-
kaszban roviden tanulméanyozzuk ezeket a fliggvényeket.

Definicio. Az f : I — R fiiggvény korlatos valtozasi'’, ha van olyan
A szam, hogy

Z |f(zi) = flziq)| < A

minden I-beli véges z¢ < --- < x;,, pontsorozatra.
A legkisebb ilyen A szamot f teljes valtozasanak hivjuk.

Megjegyzések.

e Korlatos I intervallum esetén f pontosan akkor korlatos valtozas(,
ha rektifikalhat6, vagyis ha a grafja véges ivhosszisagu.

17 jordan 1881.
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e Minden monoton, korlatos fliggvény korlatos valtozasu.
e A korlatos valtozasu fliggvények vektorteret alkotnak.

Az utbbbi megjegyzések alapjan két monoton, korlatos fiiggvény k-
Ionbsége korlatos valtozasu. Ennek a megforditasa is igaz:

16.11. Allitas. (Jordan'®) Minden korlatos valtozas( fuggvény eldallit-
hat6 két monoton ndvekv6 és korlatos fuggvény kulonbségeként.

Bizonyitas. Jegyezzilk meg, hogy egy korlatos valtozast f : I — R
fliggvény barmely részintervallumra valo lesz(ikitése is korlatos valtozasa.
Tetsz6leges = € I-rejelljik g(x)-szel f I N (—oo, x)-re vett lesziikitésének
a teljes valtozasat. Akkor 0 < g < T, ahol T az f fliggvény teljes valtozasat
jeldli I-n, tgyhogy g korlatos fuiggvény.

Hay € I ésx <y, akkor g(x) + |f(y) — f(x)| < g(y) ateljes valtozas
definicioja alapjan. Ebbd&l kovetkezik, hogy g monoton ndvekvd, majd hogy
g — [ is monoton ndvekvé, mert

(9= ) —(g—H)=(9(y) — g(@)) — (f(y) — f(z))

9(y) —g(x)) = [f(y) — f(2)]

o~

AVARLY,
o

Mivel f és g korlatos, h := g — fisaz. Az f = g — h elBallitas tehat
rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. O

Megjegyzeés. Jordan tételebdl azonnal kévetkezik, hogy minden korlatos
valtozast f : I — R fuggvény korlatos, és I minden pontjaban véges bal-
és jobboldali hatarértékkel rendelkezik.

18 jordan 1881.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



17. fejezet
Lebesgue-integral R-en

Rémilettel és borzalommal fordulok el ett6l a siralmas fekélytdl: flgg-
vények, amelyeknek nincs derivaltjuk!

Ch. Hermite

Régebben, ha egy 0j fuggvényt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célbol
tették; ma kimondottan azért talaljak fel ezeket, hogy atyaink kdvetkeztetéseire
racafoljanak, s soha nem is fogjak ezeket masra hasznalni.

H. Poincaré
A Riemann-integral két zavar6 vonasa, hogy sok fontos fiiggvény nem
integralhato, és bonyolultak a hataratmenetrdl szol6 tételek.
Példak.
e (Dirichlet-fiiggvény') Az
1 ha x racionalis;
fx) = {

0 ha z irracionalis

fuggvény nem Riemann-integralhat6. Ugyanakkor f = 0 m.m., és
természetes volna az [ f dx := 0 definicio.
e Rendezziik a racionalis szamokat egy (r,,) sorozatba. Akkor az

1 haz=ry,....r;
fo(z) = !
0 egyébként

flggvények Riemann-integralhatoak, [ f,, dz = 0 minden n-re, és
fn — [ mindeniitt. Mégsem kovetkezik innen, hogy [ f,, dz —
[ f dz, hiszen [ f dx nincs értelmezve.

1 Dirichlet 1829, 131-132. o.
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e Az (f,) fliggvénysorozat Cauchy-féle a Riemann-integréalhat6 fligg-
vények vektorterében értelmezett ||g|| := [|g| dz normara nézve,
azonban nem konvergens erre a normara nézve.

A Lebesgue-integral kikiiszobdli az ilyen jellegli nehézségeket: Iénye-
gesen tobb fliggvény integralhat6, &s nagyon hatékony hataratmeneti tételek
érvényesek. Az elmélet egyik kulcsa, hogy nem tesziink kuilonbséget m.m.
azonos fliggvények kozott:

Definici6. Az f1 : D1 — R és f5 : Dy — R fliggvények majdnem
mindenditt egyenldk, ha

Di\Dy, D)\D{ és {xec€DiNDy: fi(x)# fo(x)}
mind nullahalmazok.

Ez ekvivalenciarelacio, amely kompatibilis a szokasos algebrai miivele-
tekkel: ha f1 = g1 és fo = go m.m., akkor

il =gl mm.,
fitfa=g1£g2 mm,

Jife =g1g2 mm,,

min{ f1, fo} = min{g1, g2} m.m.,
max{f1, fo} = max{gi,g2} m.m.

Ha rdadasul fo # 0 m.m., akkor f1/fo = g1/g2 m.m. Végil, ha f,, — f
m.m., &s f,, = g, m.m. minden n-re, akkor g, — f-hez m.m. is igaz.?
A fentiek alapjan gyakran azonositjuk a m.m. egyenld fiiggvényeket.

17.1. Lépcsos fuggvéenyek

Definicid. ¢ : R — R lépcsds fuiggvény, ha alkalmas
—00 < xp < vt < Xy < OO

pontokkal és c1,.. ., ¢, valos szamokkal m.m. fennall a kdvetkezd egyenldség:

2 it lényeges, hogy a nullahalmazok definiciojaban megszamlalhato befedéseket
hasznéltunk.
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.
cg T I
.
0 ] 7:2 13

17.1. abra. Lépcsds fiiggvény

0 ha z < g,

¢ hazg<z<ua,
p(z) =
c, haw,_1<z<umy,

0 ha z,, < x.

(Lasd a 17.1 abrat.) A lépcsos fliggvéenyek osztalyat Co-lal jeloljik.

Megjegyzések.

e A definicibban mindig hozzavehetiink véges sok, tetszélegesen va-
lasztott x; pontot. Kdvetkezésképpen véges sok adott I1épcs6s fligg-
vény esetén mindig feltehet6, hogy ugyanazokkal az x; pontokkal
vannak definialva.

e Adott z; pontok esetén a hozzatartoz6 c; értékek viszont egyértel-
mien meg vannak hatarozva, mert a nem-degeneralt intervallumok
nem nullahalmazok.

Definici6. A lépcsés fuiggvények integraljat az

/ﬂﬂ d = ch(xk: — Tr-1)

=1
képlettel értelmezziik.

© Typotex Kiado
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A definici6 korrektségének az igazolasa el6tt vezessiink be két hasznos
fogalmat:

Definiciok. A C vektortér vektorhald, ha

0, € C = max{yp, v}, min{p, v} € C.
A C vektorhalon értelmezett L : C' — R linearis funkcional pozitiv, ha

p>0= Ly >0.

Megjegyzések.
o Alp| = max{yp, —p} s
+Y+|p— _ L lo—

osszefliggések segitségével konnyen lathatd, hogy a C' vektortér
pontosan akkor vektorhal6, ha

pelC = |yl eC.

e Minden pozitiv linearis funkcional monoton is: ha ¢ > 1), akkor
Ly > L.
A lépcsds fuggvények definiciojat kdveté megjegyzés segitségével iga-
zolhat6 a kovetkez6
17.1. Allités.
(@) Cy vektorhalo.
(b) A lépcs6s fuiggvények integralja fuggetlen az x; pontok specialis valasz-
tasatol.
(c) A lépcsts fuggvények integralja pozitiv linearis funkcional Cy-on.
A kovetkez6 két ,,artatlan” segédtétel Rieszt6l szarmazik. Mint latni

fogjuk, rajtuk alapul szinte az egész Lebesgue-féle elmélet.
Az elsé Dini egyik klasszikus tételének® elemi valtozata:

17.2. Lemma. Ha lépcs6s fliggvények (v,,) sorozatara ¢, (z) \, 0
m.m., akkor [ ¢, dz — 0.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy [a, b] kompakt intervallumot és egy olyan
M > 0 szamot, hogy ¢1 = 0 [a,b]-n Kivil, ¢1 < M [a,b]-ben. Sziikség
esetén alkalmas nullahalmazon megvaltoztatva a ¢,, fliggvények értékét fel-
tehetd, hogy mind eltlinnek [a, b]-n Kivil.

3 LLasd a 20.24 allitast, 246. 0.
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Rogzitstink egy tetszélegesen kis ¢ > 0 szdmot. Alkalmas E nullahal-
mazon Kivil a o, fliggvények mindegyike folytonos, és a sorozatuk nullahoz
tart. Fedjuk be E-t ¢/(2M)-nél kisebb 6sszhosszlsagi, megszamlalhato,
nyilt {1} intervallumrendszerrel.

Ha xo ¢ E, akkor o, () — 0, és igy alkalmas n indexre

Pno(To) < ﬁ-

Minthogy ¢,,, folytonos z(-ban,

£

2(b—a)

valamely zo-t tartalmazd J = J(xo) nyilt intervallum minden pontjaban.

Végil, aa (¢,,) sorozat monoton fogyéasa miatt

pn(z) < m

Pno () <

minden x € J-re és n > ng-ra.

A kompakt [a, b] intervallum befedhetd véges sok ilyen I és .J interval-
lummal. Jel6ljik N-nel a kivalasztott .J intervallumokhoz tartoz6 ng in-
dexek legnagyobbikat, és A-val ezen J intervallumok egyesitését. Akkor

3

< 55—

minden x € A-raésn > N-re. Kdvetkezésképpena o, x 4 lépcsos fliggvény
integralja, ahol y4 az A halmaz karakterisztikus fuggvényét* jeldli, legfel-
jebb /2.

Az [a, b] intervallum megmarad6 része véges sok zart intervallum egye-
sitése, amelyeket befednek a kivalasztott I intervallumok. Minthogy az utob-
biak 6sszhosszlsaga ¢/(2M )-nél kisebb, ¢, (1 — x 4) integrélja is legfeljebb
g/2.

A két egyenl6séget 0sszeadva kapjuk, hogy

0§/gpndm§5

minden n > N-re. O

A kovetkezd eredménynél sokkal tobbet igazolunk késébb.®

4 de la Vallée Poussin 1915 (440. 0.): x4 := 1 A-n, &s x4 := 0 A-n kivil.
S Lasd Beppo Levi tételét, 148. o.
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17.3. Lemma. Tekintsiik Iépcsds fliggvények m.m. monoton ndvekvd
() sorozatat. Ha az integréljaik sorozata felulrél korlatos, akkor a fligg-
vénysorozatnak m.m. véges hatarértéke van.

Megjegyzés. A 17.1 allitas miatt az [ ,, dz integralok sorozata mono-
ton ndvekvd is, tehat konvergens.

Bizonyitas. Sziikség esetén ,,-et v, — @1-re cserélve feltehetd, hogy
a o, figgvények nem-negativak. Meg kell mutatnunk, hogy a ¢, (x) — oo
tulajdonsagi pontok Ey halmaza nullahalmaz.

Legyen [ f, dz < A minden n-re. Tetsz&legesen rogzitett £ > 0-
ra jeloljik E. ,-nel a ¢,(x) > A/e tulajdonsagl pontok halmazat, n =
1,2,... Minthogy E. := UE,, tartalmazza Ey-t, elegend6 E.-t befedni
legfeljebb e 0sszhosszlsagl, megszamlalhat6 intervallumrendszerrel.

Az (E. ;) halmazsorozat monoton ndvekvd a (¢,,) sorozat hasonl6 tu-
lajdonsaga miatt. Kovetkezésképpen E. ; és valamennyi E. ,\E; 1 Ki-
I6nbség véges sok paronként diszjunkt intervallum egyesitése, mondjuk

K
E.q = U Iy,
k=1
és
Ky
Ea,n\Ea,n—l = U Ink, n = 1, 2, A
k=1

Ezen intervallumok 6sszessége befedi E.-t. Tovabba az 6sszhosszlsaguk
legfeljebb e, mert

m Kn A m

N3 Sl [ wartd [ pndo< [pndo<a
n=1k=1 € Ee,l n=2 Ee,n\Es,nfl
minden m-re. O

17.2. Integralhat6 fliggvények

Két Iépéshen kibdvitjik az integralhato fuggvények osztalyat. Az elsd
lépés a 17.2 és 17.3 lemman alapul:
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Definicio. Jeldljik C-gyel a 17.3 lemmabeli (,,) fliggvénysorozatok
f hatarfliggvényeinek a halmazat, és értelmezziik egy ilyen fliggvény in-

tegraljat az
/fdx :zlim/@ndx

A definicio korrektségének az igazolasahoz fogadjuk el egyel6re az alabbi
segédtételt:

képlettel.

17.4. Lemma. Ha a (), (¢,,) lépcs6s fuggvénysorozatokra ¢,  f,
Yn /" gés f < gm.m., akkor

lim/cpn dr < lim/wn dx.

17.5. Allitas.
(@) Az integral nem fuigg a () sorozat speciélis valasztasatol.

(b) Ha f € Cy, akkor az integral két definicidja ugyanazt az értéket szolgal-
tatja.

(c) Haf e Ciés f=gmm.,akkorg e Ciés [ fdex= [gdux.
(d) Ha f,g € C1 és f < g m.m., akkor

/fdxg/gdx.

(e) Ha f,g € Cy, akkor max{f,g} € C1 ésmin{f, g} € Ci.
(f) Ha f,g € Cy, akkor f + g € Cy, és

/(f—i—g)dac:/fda:—l—/gdx.

(9) Ha f € C és c nem-negativ valos szam, akkor c¢f € C és

/cfdx:c/fdx.
Bizonyitas.

(@) Alkalmazzuk az el6z6 lemmat f = g-vel.
(b) Legyen ¢,, = f minden n-re.

(c) Ha f integraljat a (,,) sorozat segitségével definialjuk, akkor ¢,, —
g m.m. is teljesul.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

146 17. Lebesgue-integral R-en

(d) Ez az az el6z8 lemma atfogalmazasa.
(e), () és (9) Ha f és g integraljat a (., ) és (1, ) sorozatok segitségével
definialjuk, akkor a
max{@n, Yn}, Min{en, Y}, ©n+Pn, cpn

képletekkel adott sorozatok is eleget tesznek a 17.3 lemmabeli feltételeknek,
ésrendre amax{f, g}, min{f, g}, f+ g és cf fuggvényekhez tartanak m.m.
Az (f), (g)-beli egyenlBségek kdvetkeznek a lépcsds fliggvényekre érvényes
hasonlé egyenl&ségekbdl. O

A 17.4 lemma bizonyitasa. Elegendé megmutatni tesz6legesen rogzitett

m-re az
/gom dr < lim /wn dx,
n—oo

vagy ekvivalens médon a
lim Om — Up dz <0
n—od

egyenl6tlenséget. A lemma innen m — oo esetén kovetkezik.
Ehelyett megmutatjuk az erésebb

lim [ (@m — )" dz <0
n—oo
relaciot, ahol
(om — ¢n>+ := max{®m — Pn, 0}
a o, — ¥, flggvény pozitiv részét jeldli. Ehhez elegendd észrevenniink,
hogy az n — (¢, —1,) " sorozat eleget tesz a 17.2 lemma feltételeinek. [
Masodik lépésben kiterjesztjiik az integrélt a C altal generalt vektortérre:

Definici6. Az f fliggvény integralhato, ha alkalmas f1, fo € Cy-re f =
f1 — fo m.m. llyenkor f integraljat az

/fdx::/fldaj—/fgdx

képlettel értelmezzik. Gyakran [ f(x) dz-etisirunk [ f dz helyett.
Az integralhato6 fuggvények halmazat Cs-vel jeloljik.
17.6. Allitas.

(a) Cs vektorhalo.

(b) A Cs-beli fliggvények integrélja nem fugg az f = f1 — fo felbontas
specialis valasztasatol.
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(c) Haf e Cyés f =gmm., akkor g € Co,és [ fdx = [ gdx.
(d) Az integral pozitiv lineéris funkcional Cs-n.
Bizonyitas.
(a) Legyen f = f1— faésg = g1 —ga m.m., ahol f1, fa, g1, g2 € C1, és
legyen ¢ nem-negativ szam. Felhasznélva az el6z6 allitast a m.m. érvényes
frg=(fi+taq)—(f2+9),
Cf = Cf1 - Cf27
—cf =cfa—cf,
|f| = max{f1, fo} — min{f1, f2}

egyenl8ségekbdl kovetkezik, hogy f + g, c¢f, —cf és | f| integralhatok.

b)yHa f = f1 — fo = g1 — g2 m.m, ahol f1, f2, g1, g2 € C1, akkor
f1+ g2 = fo+ g1 mm,, ésigy

/fldx+/ggdas:/f1+ggdx:/f2+glda::/de:z+/g1dx

a 17.5 allitas alapjan. Kovetkezésképpen

/f1d$—/f2dx=/gldx—/ggdx.

(c)Ha f = f1 — fomum., ahol f1, fo € C1, akkor g = f1 — fo is teljesdl
m.m.

,,,,,,

kovetkezik. 0O

17.3. Beppo Levi tétele

Az el6z6 szakaszban az integralt mint a Cy vektorhalon értelmezett po-
zitiv lineéris funkcionalt kiterjesztettiik a bévebb C vektorhalon értelmezett
pozitiv linearis funkcionalla. Természetes gondolat, hogy probaljuk meg az
integral tovabbi Kiterjesztését ennek az eljarasnak a megismétlésével. A ko-
vetkezd meglepd és fontos tétel szerint azonban igy nem kapunk (jabb in-
tegralhat6 fliggvényeket:
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17.7. Tétel. (Beppo Levi®) Tekintsiik integralhato fiiggvények m.m. mono-
ton novekvé (f,) sorozatat. Ha az integralok sorozata felllrél korlatos,
akkor (f,,) m.m. konvergal egy integralhat6 f fuggvényhez, és

/fn dx — /f dx. (17.1)

Megjegyzés. Igen lényeges itt a m.m. val6d konvergencia hasznalata:
Baire nevezetes eredményei szerint’ az analog konstrukcio a végtelenségig
folytathat6, ha a mindenutt val6 konvergenciat tekintjiik.

A tételt két I1épésben igazoljuk.
Bizonyitas az (f,,) C C esetben. Legyen

/fndng

minden n-re. ROgzitsiink minden n-re egy m.m. monoton névekvé, f,,-hez
tartd (¢,.x) 1épcsbs fuggvénysorozatot. Akkor a

Pn ‘= SUp ik
i,k<n

képlet olyan, m.m. monoton ndvekvd, Iépcsés fiiggvénysorozatot definial,

hogy
/cpnd:pSA

minden n-re, hiszen ;. < f; < f,, minden i, k < n esetén, ésigy v, < fn.
A 17.3 lemma alapjan ,, — f m.m. valamely alkalmas f € C; fuggvényre,

es
/son dx — /f d. (17.2)

Minthogy ¢, < ¢r m.m. minden & > n-re, k — oo esetén innen
fn < f m.m. minden n-re. Integralva a ¢, < f, < f egyenl6tlenséget,
majd felhasznalva (17.2)-t a (17.1) relaciot kapjuk. O

Megjegyzés. Hangstlyozzuk, hogy a most vizsgalt specialis esetben
az f hatéarfliggvény nemcsak integralhatd, de Cp-beli is. Ezt fel fogjuk
hasznalni az altalanos eset bizonyitasa soran.

Sziikségiink lesz a kdvetkezd lemmara is:

6 Beppo Levi 1906.
7 Baire 1898, 1899.
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17.8. Lemma. Tetsz6leges nem-negativ f € C, fliggvényhez és ¢ > 0
szamhoz vannak olyan nem-negativ f1, fo € C fuggvények, hogy f = f1 —
f2éSff2dﬂ?<€.

Bizonyitas. Legyen f = g1 — g9, ahol g1, 9o € C;. Valasszunk olyan
(ipn) 1épcsds fliggvénysorozatot, amelyre ¢,, * go m.m. Akkor

/cpndx—>/ggdx,

/92_¢nd$<€7

ha n elég nagy. Mivel —p,, € Cy C C1,az f1 := g1 — pn €S fo := g2 —
fliggvények C-beliek. Tovabba f = fi — fo és [ fo dz < e. Végll fo =
g2 — ¢n > 0, mert a (¢,,) sorozat monoton ndvekvd, és f1 = f + fo > 0,
hiszen két nem-negativ fliggvény 0sszege. O

és igy

A 17.7 tétel bizonyitasa az altalanos esetben. Alkalmazva az f,,+1 —
fn kUlonbségekre az el6z6 lemmat olyan nem-negativ g, h,, € C; fuggveé-
nyekhez jutunk, amelyekre

Jnt1 = fa=9gn —h, &3 /hndx<2", n=12...

Akkor
/h1+~--+hndx<1

minden n-re. Alkalmazva a tétel mar bizonyitott részét a > h; sor m.m.
konvergal valamely h € C fuggvényhez, és

i/hndx:/hdx.
n=1

Kovetkezésképpen, feltéve Gjbol, hogy

/fndng

minden n-re, fennallnak az

/g1+"'+gn1 d$=/fn—f1+h1+"'+hn1 da:<A+1—/f1d;r
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egyenl6tlenségek is. Alkalmazva ismét a tétel mar bizonyitott részéta > g;
sor m.m. konvergal valamely g € C; fliggvényhez, és

i/gnd:p:/gd:p.
n=1

A két sor kiilonbségét képezve adodik, hogy

(gl+"'+gn—1)_(h1+"'+hn—1):fn_fl
m.m. konvergal g — h € Cs-hez, és

/fn—fldmﬁ/g—hdx.

Kovetkezésképpen f, m.m. konvergél f; + g — h € Cy-hez, és teljesil a
(17.2) relacio. O

Emlitsiik meg a tétel néhany fontos kdvetkezmeényét:

17.9. Kdvetkezmény.

(a) Ha integralhat6 fliggvények monoton novekvd ( f,,) sorozata m.m. kon-
vergal valamely integralhat6 f fliggvényhez, akkor

/fnd:ca/fda:.

(b) Ha (f,) integralhato fliggvények olyan sorozata, hogy a

gjl/w dz

numerikus sor konvergens, akkor a > f, figgvénysor m.m. konvergal va-
lamely integralhat6 f fiiggvényhez, és szabad a sort tagonként integralni:

/fdx:;/fndx.

(c) Ha f integralhato és [ | f| dz = 0, akkor f = 0 m.m.

Bizonyitas.
(@) Az A := [ f dx szém valamennyi [ f,, dz integralnak felsé korlétja.

(b) Ha az f,, fliggvények nem-negativak, akkor a > f,, részletdsszegei
eleget tesznek a Beppo Levi tétel feltételeinek. Az altalanos esetben tekint-
suk helyette a > f,7 és > £, sorokat, ahol

fF=max{f,, 0} és f, :=max{—f,,0}
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az f, filggvények pozitiv és negativ részét jelolik: f > 0és f, = fF — f
m.m.

(c) Alkalmazzuk (b)-t az f,, := f valasztassal minden n-re. O

17.4. Lebesgue, Fatou és Riesz—Fischer tételei

Ha f,, — f m.m., de az (f,,) fuggvénysorozat nem monoton, akkor az

/fndmﬁ/fdm

relacio fennallasahoz tovabbi feltevések szilkségesek. A kdvetkez6 alapvetd
tétel egyidejiileg altalanositja és egyszer(isiti Arzela-nak és Osgood-nak a
Riemann-integralra vonatkozo korabbi eredményeit :

17.10. Tétel. (Lebesgue®) Legyen (f,) integralhato fiiggvények olyan so-
rozata, hogy f, — f m.m. Ha van olyan ¢ integralhato fliggvény, hogy
| fn] < g m.m. minden n-re, akkor f integralhato, és

/fn dx—>/fdm. (17.3)

A g fliggvényt az ( f,,) sorozat integralhatd majoransanak hivjuk.

Példak. Az integralhatd majorans létezésének a feltétele nem hagyhato
el:

e Ha f, az [n,n + 1] intervallum karakterisztikus fliggvénye, akkor
fn — 0 mindeniitt, de [ f,, dz = 1 minden n-re, és igy nem
konvergal [0 dz = 0-hoz. (Lasd a 17.2 4brét.)

e Legyen fn,(x) = n,ha0 < z < n~!, és f,(z) = 0 egyébkeént,
Akkor f,, — 0 mindeniitt, de [ f,, dz = 1 minden n-re, és igy nem
konvergél [ 0 dz = 0-hoz. (Lasd a 17.3 &brat.)

8 Arzela 1885, 1900 (723-724. 0.), Osgood 1897 (183-189. 0.).
9 Lebesgue 1902 (egyenletesen korlatos fiiggvénysorozatra), 1908 (altalanos eset, 9—
10. 0.).
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n n+1

17.2. abra. Nem majoralt sorozat

n

o
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Bizonyitas. Vezessiik be minden régzitett n természetes szamra a

Gn = sup{ fn, fnt1,---}
és

9nm ‘= Sup{fnufn+17"'7fm}7 m:n7n+17"'
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17.4. Lebesgue, Fatou és Riesz—Fischer tételei 153

fliggvényeket. A g, fiiggvények integralhatok, és integraljaiknak [ g dz
felsd korlatja, hiszen |g,,,,| < g m.m. minden m-re. Minthogy g, ./ 9n
m.m., Beppo Levi tétele szerint g, integralhato.

Vegyiik észre, hogy g, ™\, f m.m., &s hogy a g,, fliggvények integraljainak
[ g dx fels6 korlatja, hiszen |g,,|] < g m.m. minden m-re. Alkalmazva
Beppo Levi tételét a (—g,,) fliggvénysorozatra megallapithatjuk, hogy f in-

tegralhato, és
/gn dx — /f dx.

hy = 1nf{fn, fns1,-.-}
figgvényekre h,, ,/ f m.m., &s

/hndxe/fdx.

Mivel h,, < f, < g, m.m., ésigy

/hndxs/fndm/gnd:c,

(17.3) kovetkezik a fenti két konvergenciarelaciobol. O

Hasonlban, a

Kombinaljuk Beppo Levi és Lebesgue tételeinek a feltételeit:

17.11. Tétel. (Fatou-lemmal®) Legyen (f,) nem-negativ, integralhat6
fiiggvények olyan sorozata, hogy f, — f m.m. Haaz [ f,, dz integralok
sorozata felllrél korlatos, akkor f integralhato, és

/fdxgliminf/fn dx.

Megjegyzés. Az el6z8 példak mutatjak, hogy altalaban nem all fenn e-
gyenl6ség a fenti relacioban. Erre a kérdésre késébb visszatériink.'*

Bizonyitas. Vezessiik be ismét a

hy = inf{fnafn+17"'}’ n=12,...

fuggvényeket. Az f, fliggvények nem-negativitasa folytan alkalmazhatjuk
Beppo Levi tételét, tgyhogy a h,, fliggvények integralhatok.

10 Fatou 1906, 375. 0.
11 asd a 22.1 és 22.6 allitasok (C) részét, 286. és 294. o.
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Minthogy 0 < A, < f, m.m.,

Og/hndxg/fnd:r

minden n-re. A tétel feltevéséhdl kovetkezik tehat, hogy az [ h,, dz in-
tegralok sorozata korlatos. Minthogy tovabba h,,  f m.m., Beppo Levi
tételének Gjabb alkalmazéséval f integralhato, és [ h, dz — [ f dz. O

A kovetkezd alapvet6 tétel szerint az integralhatd fliggvények korében
érvényes a Cauchy-kritérium:

17.12. Tétel. (Riesz—Fischer'?) Legyen (f,,) integralhat6 fliggvények olyan
sorozata, hogy

/‘fm—fn|dl‘—>0 ha m,n — O0.

Akkor létezik olyan integralhatd f fliggvény, hogy
/|fnf|dxHO ha n — co.

Definicio. Ha azonositjuk a m.m. egyenld, integralhato fliggvényeket,
akkor olyan L' vektortérhez jutunk, amelyen a

1= [ 151 ds
képlet normat definial.
A fenti tétel szerint ez a norma teljes, tehat ' Banach-tér.

Igazoljunk el8szor egy segédtételt:

17.13. Lemma. (Riesz'3) Legyen (f,,) integralhato fiiggvények olyan so-
rozata, hogy

|fro — fuldz — 0 ha m,n — oco.

Akkor létezik olyan ( f,,, ) részsorozat, hogy alkalmas integralhato f, g fugg-
vényekkel | f,,,.| < g m.m. minden k-ra, és f,, — f m.m.

12 Riesz 1907 (harom cikk) és Fischer 1907 a rokon L? térre, Riesz 1909 és 1910 (harom

cikk az altalanosabb L” terekre). Lasd a 21 fejezetet, 254. o.
13 Riesz 1909.
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Bizonyitas. Valasszunk olyan ( f,,, ) részsorozatot, hogy
/fn — fo| dz < 2% minden n>ngra, k=1,2,...

Minthogy

oo oo
Z:/\fnk+1 — fo| dz < Z?Tk < 00,
k=1 k=1

a 17.9 kdvetkezmény szerint (150. 0.) az

oo oo
|fn1’+z‘fnk+1 _f7lk| éS fnl +Zf7lk+1 _fnk
k=1 k=1
fuggvénysorok m.m. konvergalnak, és a g, f 6sszegfiiggvények integralhatok.
Alkalmazva az els6 sor részletdsszegeire a haromszdg-egyenlétlenséget meg-
kapjuk a | f,, | < g m.m. becsléseket, a masodik sor dsszegének definicioja
alapjan pedig f,,, — f m.m. O

A 17.12 tétel bizonyitasa. Az el6z6 lemma szerint létezik olyan ( fy,, )
részsorozat és olyan integralhato f fliggvény, hogy f,, — f m.m.
Tetsz6legesen adott £ > 0-hoz valasszunk olyan nagy N-et, hogy

/\fmfn|dx<e
minden m,n > N-re. Legyen n = ny, akkor k — oo esetén a Fatou lemma
alapjan

[ 15 =11z <
minden m > N-re. O

Befejezésiil ismertetjiik a Lebesgue-tétel két tovabbi fontos alkalmazasat.
Az els6 szerint a lépcsGs fuggvények siirliek a fent bevezetett L' normalt
térben:

17.14. Allitas. Minden integralhato f fiiggvényhez létezik olyan (i)
lépcs6s fliggvénysorozat, hogy [ |f — ¢n| dz — 0.

Megjegyzés. Az el6z6 lemma alapjan alkalmas részsorozatra térve az
is feltehet6, hogy ¢, — f m.m., és alkalmas integralhato ¢ fiiggvénnyel
lon] < g mm. minden n-re. Az alabbi bizonyitas azonban kozvetlenul
ilyen fliggvénysorozatot fog szolgaltatni.
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Bizonyitas. Legyen f = g — h, ahol g,h € Cy, és valasszunk olyan
(), (on) 1€pcsds fuggvénysorozat, hogy v, g és o, ,/ h m.m. Akkor
a pn := 1, — o, Sorozat megfelel. Val6ban,

‘pnﬁg_h:f és |‘pn|§max{g_917h_¢l}

m.m., mert ¢, — 0, < g— 01 €S 0, — Y, < h—1)1. Befejezésil alkalmazzuk
a Lebesgue-féle konvergenciatételt. O

Tanulmanyozzuk végiil a paraméteres integralokat:

17.15. Allitas. Tekintsiink egy f : R x I — R fuiggvényt, ahol I nyilt
intervallum. Tegyuk fel, hogy f(-,t) minden rogzitett ¢ € I-re integréalhato,
és legyen

F(t) ::/f(x,t)dx, tel.

(a) Tegylk fel, hogy valamely to € I pontban f(x,-) m.m. x esetén
folytonos. Ha létezik olyan integralhatd ¢ : R — R fliggvény, hogy minden
rogzitett ¢ € I-re

[f(z, )] < g(z) m.m. z-re,
akkor F' folytonos ¢y-ban.

(b) Tegylk fel, hogy f(x,-) differencialhatd I-ben m.m. x esetén. Ha
létezik olyan integralhato g : R — R fuiggvény, hogy minden rogzitett ¢ € I-
re

|Daf(z,1)| < g(x) mm. a-re,

akkor F differencialhatd I-ben, és
F'(t) = /Dgf(x,t) dr minden ¢ € I-re.

Bizonyitas.

(a) Elegend6 megmutatnunk, hogy barmely 7-beli, ¢y-hoz tart6 (¢,,) so-
rozatra F'(t,) — F(to). Bevezetve a h,(z) := f(x,t,) €s h(x) := f(x,to)
jelolést, ez az [ hy, dz — [ h dx relacioval egyenértékii. A feltevésekbdl
kovetkezik, hogy a h,, figgvények integralhatbak, h, — h m.m., és hogy
|hn| < g m.m. minden n-re. Alkalmazhatjuk tehat Lebesgue tételét.

(b) ROgzitstink ismét egy I-beli t,, — ¢ sorozatot. Bevezetve most a

ala) i= LE IO 6y o Dy
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fliggvényeket, a feltevéseink alapjan h,, — h m.m., és |h,,| < g m.m. min-
den n-re. (Itt alkalmaztuk a klasszikus Lagrange-féle kdzépértéktételt is.)
Lebesgue tételét alkalmazva [ h,, dz — [ h dz adodik, vagyis

F(tn) — F(t)

17.5. * Mérhet0 figgvények és halmazok

Gyakran célszer(i végtelen értéki{ integralokat is értelmezni. Vezessiik
be ennek érdekében a kdvetkezd fogalmat:

Definicio. Az f : R — R fiiggvény mérhet6, ha létezik olyan (i,,)
Iépcsds fliggvénysorozat, hogy ¢, — f m.m.

Hangsalyozzuk, hogy f végtelen értékeket is felvehet.

Példa. Minden folytonos f : R — R fliggvény mérhet6, mert a
(2) = f(k/n) hak/n<z<(k+1)/n, —n? <k <n?
00 egyébként

képlet olyan Iépcs6s fiiggvénysorozatot definial, amely mindeniitt f-hez tart.
A kovetkez6 allitas segitségével kdnnyen igazolhat6, hogy az analizisban

el6forduld f : R — R fiiggvények szinte mindig mérhetéek.** Megvilagit-

juk tovabba a mérhet6 és integralhatd fliggvények kapcsolatat is.
17.16. Allitas.

(a) Ha f mérhet6 és f = g m.m., akkor g is mérheté.

(b) Ha F : RY — R folytonos, F(0) = 0, és fi,..., fx Véges értékd,
mérhet6 fuggvények, akkor a h := F(f1,..., fn) Osszetett fliggvény is
mérhet6. Speciélisan, ha f és g véges értékd, mérhet6 fliggvények, akkor

\fl, f+g, f-g9, fg, max{f,g} € min{f, g}
is mérhetd.

(c) Ha f mérhetd és f # 0 m.m., akkor 1/ f is mérhetd.

(d) Minden integralhat6 f fliggvény mérhet6.

14 Ennél tobb is igaz: a kivalasztasi axioma hasznalata nélkiil lehetetlen nem-mérhetd
fliggvények létezését igazolni: lasd a 162. oldali megjegyzést is.
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(e) Ha f mérhetd, g integralhato, és |f| < g m.m., akkor f integralhat6.
(f) Ha (f,) mérhet6 fliggvénysorozat, és f,, — f m.m., akkor f is mérhet6.

Megjegyzések.

e Minthogy a konstans fliggvények folytonosak és igy mérhet6ek, az
F(0) = 0 feltevés (b)-ben felesleges. Azért tettiik fel mégis, hogy
az allitdas a 19. fejezet altalanosabb keretei kozott is érvényben
maradjon majd.

e A (b) tulajdonsag altalanosithato arra az esetre, amikoraz f ..., fx
fliggvények végtelen értékeket is felvesznek, F' : RY R pedig
folytonos az (fi ..., fn) fuggvény értékkészletén.

Bizonyitas.
(@) A definici6 egyenes kdvetkezménye.

(b) Rogzitsiink minden f;-hoz egy m.m. hozzé tartd () 1épcsds fugg-
vénysorozatot. Akkor a

on(z) == F(p1n(z), ..., oNn(T))

képlet olyan (¢,,) lépcsés fuggvénysorozatot definial, amely m.m. h-hoz
tart.

(c) Legyen (v,) m.m. f-hez tartd 1épcsds fliggvénysorozat. Akkor a

{O ha o, (x) =0,

V(@) = 1/on(z)  egyébkent

képlet olyan (¢,,) Iépcs6s fliggvénysorozatot definial, amely m.m. 1/ f-hez
tart.

(d) Ha f integrélhatd, akkor a 17.14 &llitas szerint létezik olyan (,,)
lépcsés fiiggvénysorozat, hogy [ |f — ¢n| dz — 0. A 17.13 lemma alapjan
alkalmas részsorozatra térve az is feltehet, hogy ¢, — f m.m.

(e) Ha () mm. f-hez tart6 lépcsds fliggvénysorozat, akkor az

fn = max{—g, min{ga (Pn}}

fliggvények integralhatbak, és f,, — f m.m. Tovabba
n-re. Befejezésiil alkalmazzuk a Lebesgue-tételt.

fnl < gm.m. minden
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(f) Rogzitsiink egy szigorian pozitiv, integralhatd 4 : R — R fiiggvényt'®,

majd vezessik be a
= i gs g¢g:= A

h+ | fal h+|f]
fuggvényeket. Akkor g, mérhet6 és |g,| < h, Ugyhogy g, integrélhato.
Mivel g,, — g m.m., a Lebesgue-tétel alapjan g is integralhat6, tehat mérhet6
is. De akkor

gn :

hg
f=
h —|g|
is mérhetd. O

Ratériink az integral altalanositasara. Emlékeztetiink arra, hogy az f
fliggvény pozitiv és negativ részét az
f+ = max{f, 0}) f— = max{—f,O} = —Il'lil'l{f, 0}
képletekkel definialtuk, és hogy

fofo20, f=fi—f, |fl=fi+f & fof-=0.

Ha f mérhet6, akkor f, és f_ is mérhetd.

Definicio. Legyen f mérhetd fliggvény.
e Ha f nem-negativ m.m. és nem integralhato, akkor legyen [ f dz =
Q.
e Ha f, és f_ kozil legalabb az egyik integralhat6, akkor legyen

/fda::/f_,_da:—/f_dx.
Megjegyzés.

e Ha f, és f_ egyike sem integralhat6, akkor a jobboldali 6sszeg
nincs értelmezve.

e Ha f integralhat6, akkor f, és f_ is az, és az integral linearitasa
folytan visszakapjuk a korabbi definiciot.

e Az ,integralhato” jelz6t fenntartjuk arra az esetre, amikor az in-
tegral véges.

A szokasos integralasi szabalyok érvényben maradnak:

15| egyen példaul h(z) = 1/n> ha n—1<|z|<nn=1,2,...
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17.17. Allitas.

(a) Ha [ f dx létezik és f = g m.m., akkor [ g dx is létezik és [ f dz =
[ gdzx.

(b) Ha [ f dx létezik és c € R, akkor [ cf dx is létezik és *°

/cfdx—c/fdx.

(c) Ha [ f dz, [ g dx léteznek és f < g m.m., akkor

/fdxg/gdx.

(d) Ha [ f dz, [ g dz léteznek ésaz [ f dz+ [ g dz Bsszeg értelmezve van,
akkor [ f + g du is létezik, és

/f+gdx:/fdx+/gdx.

(e) (Altalanositott Beppo Levi tétel) Ha az f,, filggvények mérhetdek, m.m.
nem-negativak és f,,  f m.m., akkor

/fndxe/fdx.

(H Haa g, fuggvények mérhet6ek és m.m. nem-negativak, akkor

/(Zgn) dac—Z/gn dx.
Bizonyitas.
(@) és (b) nyilvanvalé.

(c) Elegend6 azzal az esettel foglalkoznunk, amikor [ g dz < oo és
[ f dz > —oo, vagyis amikor g, és f_ integralhato. Akkor f. és g_
integralhat6 a 17.16 allitas (e) része miatt, hiszen

0<fy<gy € 0<g_ <[
m.m. 1gy f és g integralhatd, igyhogy a kivant egyenldtlenség a 17.6 allitas
(d) részébdl adodik (146. o.).

16 A ¢ = 0 esethez fogadjuk el az integralelméletben szokéasos 0 (£o00) = (£00)-0 :=
0 konvenciot.
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(d) Ha f és g nem-negativ m.m., akkor az egyenl8ség az altalanositott
hogy
hi=fi+g—(f+tg9+=f-+g9-—(f+9)-
mérhetd és m.m. nem-negativ fliggvény; kdvetkezésképpen

/(f+g)+d:1:+/hd$:/f+dac—|—/g+d:1:
/(f+g)d:1:—|—/hdx:/fdac+/gdq;

az el6z6 megjegyzésiink szerint. Ha megmutatjuk, hogy legalabb az egyik
sorban mind a négy integral véges, akkor a két sor kiilonbségét képezve a
keresett egyenldtlenséget kapjuk.

Ha példaul [ f dx + [ g dz < co (a > —oc eset analég), akkor f és
g+ integralhat6. Minthogy

0<h<fi+g+ € 0<(f+9)+<[fr+9+
m.m., innen kovetkezik, hogy h és (f + g)+ is integralhat6.

és

(e) Az [ f,, dx integralok sorozata monoton novekvé (c) miatt. Ha
korlatos is, akkor alkalmazhatjuk Beppo Levi tételét. Ellenkezd esetben
[ fndx — o0, 8s [ f dx = ocois, hiszen f, < f mm., Ggyhogy [ f, dz <
[ f dz minden n-re.

(f) Alkalmazzuk (e)-taz f,, := g1 + - - - + g, valasztassal. O
Altalanositsuk az intervallumok hosszanak a fogalmat:

Definicio. Az A halmaz mérhet6, ha a karakterisztikus fliggvénye mér-
hetd; Lebesgue-mértékén a p(A) := [ x4 dx € [0, o] szamot értjik.

Vezessiik be még a kényelem kedvéért a kovetkez6 fogalmat is:

Definicio. Az M halmazrendszer o-gy(ir(i*’, ha eleget tesz a kdvetkezd
harom feltételnek:
o )eM;
e ha A, B € M, akkor A\B € M;
e ha (A,) diszjunkt halmazsorozat M-ben, akkor UA,, € M.

17 Fréchet 1915.
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Megjegyzések.

e |tt &s a tovabbiakban a o betli megszamlalhato egyesitésre utal. Ha
csak véges (A,,) sorozatokat szerepeltetiink a definicioban, akkor
a gy(r( fogalmahoz jutunk; ezzel a fogalommal majd a 19.1. sza-
kaszban foglalkozunk (178. 0.).

e Ha M o-gylir(i, akkor A := UA,, € M ésNA, € M minden
véges vagy Vvégtelen (A,,) C M sorozatra. Valoban, végtelen so-
rozat esetén a

By := A1, By:=A)\A;, Bz:=A3\(42UA),...

formulak olyan diszjunkt (B,,) C M halmazsorozatot definialnak,
amelyre A = UB,, Ugyhogy

UA,, = UB,, € M.

A véges sorozatok esete erre visszavezethetd, ha a sorozatot lires
halmazokkal egészitjik ki. Ezek utan a

NA, = A\ U (4A\A4,)
formula segiségével lathato, hogy NA,, € M.
Foglaljuk 6ssze a Lebesgue-mérték alaptulajdonsagait:

17.18. Allitas.
(a) A mérhet6 halmazok M rendszere o-gydirQ.

(b) A pp : M — R Lebesgue-mérték nem-negativ, és paronként diszjunkt
mérhetd halmazok barmely véges vagy megszamlalhato6 (A,,) sorozatara
fennall a

p(UAD) =7 p(An)

egyenldség.
(c) A nullahalmazok egybeesnek a nulla Lebesgue-mértékd halmazokkal.

(d) A Lebesgue-mérték teljes a kdvetkezd értelemben: a nulla Lebesgue-
mérték( halmazok részhalmazai is mérhet6ek (és nulla mértékiek).
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Megjegyzés. Vitali® bebizonyitotta, hogy léteznek nem-mérhets hal-
mazok. Solovay® azt is megmutatta, hogy ilyen halmazok létezése a kiva-
lasztasi axiobma alkalmazasa nélkiil nem bizonyithatd. A kivalasztasi axioma
alkalmazasaval szamos meglep6 paradoxonhoz juthatunk. 2°

Bizonyitas.

(a) A nulla fuiggvény lépcsds fiiggvény Iévén integralhato, tehat () € M.
Ha A, B € M, akkor x 4\ = xa — xax 5 Mmérhet6 az el6z6 allitas (b) része
miatt, gyhogy A\B € M.

Ha (A,) C M végtelen diszjunkt sorozat, és A = UA,,, akkor az f,, :=
XA, + -+ xa, Véges osszegek mérhetSek az el6z6 allités (b) része miatt,
és fn — xa mindeniitt. Az el6z6 allitas (f) része miatt tehat x 4 mérhetd.
lgy A € M.

(b) A u(A) > 0et u(0) = 0 tulajdonsagok nyilvanvaloak. Ha (A,,) C
M végtelen diszjunkt sorozat, és A = UA,,, akkor az

Y X4, = X4

egyenl6séghdl az el6z6 allitas (f) része miatt

/XAdﬂU—Z/XAn dx

kovetkezik, vagyis

p()= Y [ ).

(c) Ha A nullahalmaz, akkor x4 = 0 m.m., tehat [ x4 dz = 0a17.6
allitas (c) része miatt (146. 0.). Méas szoval p(A) = 0.

Megforditva, ha ;1(A) = 0, akkor [ x4 dz = 0. A 17.9 kévetkezmény
(c) része szerint (150. 0.) innen x 4 = 0 m.m., tehat A nullahalmaz.

(d) Ez (c)-b6I kdvetkezik, hiszen nullahalmaz részhalmazai is nullahal-
mazok (128. 0.). O

18 vjitali 1905a.
19 Solovay 1970.

20 | 4sd Banach 1923, Banach-Tarski 1924, Hausdorff 1914, Neumann 1929,
Laczkovich 1990 munkait, valamint Laczkovich 1998 és Wagon 1985 kdnyveit.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

164 17. Lebesgue-integral R-en

Fejezzlk be ezt a fejezetet a mérhetd fiiggvények Gjabb jellemzeésével.
Vezessik be ehhez minden ¢ € R-ra az f fuggvény alabbi nivohalmazait:

{f>c}={zeR: f(z)>c},

{f>c}={zeR: f(z)>c},
{f<e}={zeR: f(z) <c},
{f<c}:={zeR : f(z)<c}

17.19. Allitas. Az f fliggvény pontosan akkor mérhets, ha az
{f>c}, {f<—=c, {fzc}, {f<—c}

nivohalmazok minden 0 < ¢ < oco-re mérheték.

Megjegyzés. Ha f mérhetd, akkor a fenti nivohalmazok R mérhetdsége
folytdn minden ¢ € R-re is mérhet6k. Jelenlegi, gyengébb forméajaban az
allitas a 19. fejezet altalanos keretei kozt is érvényes lesz.

Bizonyitas. Ha f mérhet és ¢ > 0, akkor a
min{f,c+n~"'} —min{f, ¢} , max{f, —c} —max{f, —c—n"!}
n—1 s n—1
fliggvények mérhet6ek minden n = 1,2, ... -re: alkalmazzuk a 17.16 allitas
(b) részét. Minthogy e fiiggvények m.m. az {f > c} és {f < —c} hal-
mazok karakterisztikus fliggvényeihez tartanak, az utobbiak is mérhet&ek.
Minthogy tovabba a — f fliggvény is mérhetd, ebbdl kovetkezik az

{f<—ad={-f>c} & {f2c}={-f<—¢}

halmazok mérhet6sége is.

Megforditva, ha az {f > ¢} és {f < —c} halmazok minden ¢ > 0-ra
mérhet6ek, akkor h := 1/n jeldléssel az

n ha f(z) > n,
kh  hakh < f(z) < (k+1)h, k=1,...,(n>-1),
fa() == ¢ —kh ha—(k+1)h < f(z) < —kh, k=1,...,(n*—1),

—n  ha f(z) < —n,
0 egyébként

képlet mérhet6 fliggvényeket definial, hiszen valamennyi f,, figgvény a fenti
tipust nivohalmazok karakterisztikus fliggvényeinek lineéaris kombinacioja.
Minthogy tovabba f,, — f m.m., innen f mérhetdsége kovetkezik. O
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18. fejezet
* Altalanositott Newton—Leibniz formula

Ha Newton és Leibniz azt gondoltak volna, hogy a folytonos fliggvények
nem feltétlendl differencialhatdbak — és hogy ez az altalanos eset —, nem
talalték volna fel a differencialszamitast.

E. Picard

A klasszikus analizis egyik legfontosabb (ha nem a legfontosabb) tétele
a Newton—Leibniz formula:

b
/ f dz = F(b) — F(a),

amely lehet&vé teszi az integralok egyszer( kiszamitasat a primitiv fliggvé-
nylik ismeretében. Ebben a fejezetben Kiterjesztjiik e formula érvényességét
minden Lebesgue-integralhato fiiggvényre.t

A kényelem kedvéért ebben a fejezetben a bévitett R szamegyenes zart
[a, b] intervallumain értelmezett monoton ndvekvd fliggvényeket fogunk te-
kinteni, ahol R a szokasos kompakt topologiaval van ellatva. Megengedjiik
tehat az @ = —oo és/vagy b = oo eseteket is. Vegylk észre, hogy egy
monoton ndvekvd F : [a, b] — R fuggvény mindig korlatos.

Az el6z6 fejezetben csak az egész szamegyenesen vett integralokkal
foglalkoztunk. Vezessiik most be az intervallumokon vett integralokat is:

Definicio. Az f : D — R (D C R) fliggvény integralhatd az I inter-
vallumon, ha f értelmezve van I m.m. pontjaban (tehat 7\ D nullahalmaz),

1Még teljesebb eredményeket kapott Denjoy 1912, 1916 és Perron 1914 a Lebesgue-
integral tovabbi kiterjesztésével. Henstock 1955, 1961 és Kurzweil 1957 megmutatta, hogy
e fogalomhoz a Riemann-integral alkalmas modositasaval is eljuthatunk. Lasd még Bartle
2001.
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166 18. * Altalanositott Newton—Leibniz formula

éshaa
f(x) haxzelInD,
g(x) == s
0 egyébként
képlettel értelmezett g : R — R fliggvény integralhat6. Ebben az esetben f

integraljat 7-n az
/f dx := /g dx
I
Megjegyzések.

e A17.16 allitas (b) része alapjan (157. 0.) az integralhat6 fliggvények
minden intervallumon is integralhat6ak.

e Minthogy a véges halmazok nullahalmazok, tetsz6leges f fliggvény
és a < b szamok esetén az

képlettel definialjuk.

f dx, f dax, f dx, fdx
(a,b) (a,b] [a,b) [a,b]

integralok egyszerre léteznek vagy nem léteznek, és az els6 eset-

ben egyenl6ek. Ezért a kozds értékiiket egyszeriien f;’ f dx-szel
jeloljik.

18.1. * Abszol(t folytonossag

Ha f integralhat6 [a, b]-ben, akkor integralhat6 [a, b] minden részinter-
valluman is; bevezethet6 tehat f hatarozatlan integralja az

Yy
F(y)zz/ fdo, a<y<bh

képlettel. Vizsgaljuk meg a hatarozatlan integralok tulajdonsagait.

Definicio. Az I intervallumon értelmezett F' : I — R fliggvény ab-
szoliit folytonos 2, ha minden ¢ > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy barmely
véges diszjunkt, ¢-nal kisebb 0sszhosszsagu {(ax, bx)} nyilt intervallum-

rendszerre fennall a
> IF(by) — Flag)| <
egyenl6tlenség.
2 Dini 1880 (24 0.), Harnack 1884 (220. 0.), Lebesgue 1904 (128-129. 0.), Vitali 1905b.

Ekvivalens definiciohoz jutunk, ha véges helyett megszamlalhat6 intervallumrendszereket
hasznélunk.
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Megjegyzések.
e Minden Lipschitz-folytonos fiiggvény abszollt folytonos. Masrészt

az F(z) := /x képlet olyan abszol(t folytonos fiiggvényt értelmez
[0, 1]-en, amelyik nem Lipschitz-folytonos.

(Cantor-fiiggvény®) Minden abszolt folytonos fiiggvény egyen-
letesen folytonos. Tekintsik masrészt a Cantor-féle C' triadikus
halmazt (128. 0.), és értelmezzilk az F' : C' — [0, 1] fliggvényt az
alabbi képlettel:

[e.e] [ee]

€ =
Z 3 Z 9i+1"
i=1 i=1

Vilagos, hogy F' szuperjektiv, monoton ndvekvé és folytonos. (Léasd
a18.14abrat.) A Cantor-halmaz konstrukcioja folytan [0, 1]\C meg-
szamlalhato sok diszjunkt nyilt intervallum egyesitése. Ha (a,b)
ilyen intervallum, akkor F' szuperjektivitasa miatt F'(a) = F(b).
Legyen F'(x) := F(a) minden a < = < b-re, akkor a Kiterjesztett
F : [0,1] — [0, 1] fuggvény kompakt halmazon értelmezett foly-
tonos, tehat egyenletesen folytonos fliggvény. De F' nem abszol(t
folytonos. Tekintsiik ugyanis a C' konstrukcibja soran bevezetett
C), halmazokat. Ezek mindegyike 2™ darab paronként diszjunkt,
egyenként 37" hossz(sagl [a;, b;] intervallum egyesitése. Az F'
fuggvény értelmezése alapjan > F'(b;) — F'(a;) = 1 minden n-
re, annak ellenére, hogy az intervallumok (2/3)™ dsszhosszlsaga
n ndvekedtével nullahoz tart.

Ha I korlatos, akkor minden I-n értelmezett abszol(t folytonos
fuggvény korlatos valtozast. Az R-en értelmezett F'(z) := x mu-
tatja, hogy nem-korlatos intervallumokon ez altalaban nem igaz.

18.1. Allitas. Ha F az integralhato f : [a, b] — R fuggvény hatarozatlan

integralja, akkor®
(a) F abszolit folytonos;
(b) F korlatos valtozasu;
() F' = f mm,

A (c) rész igazolasahoz fogadjuk el ideiglenesen a kovetkez6t:

3 Lebesgue 1904.

www.interkonyv.hu

4 Lebesgue 1904, Vitali 1905b.
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168 18. * Altalanositott Newton—Leibniz formula

0 1

18.1. dbra. A Cantor-fliggvény

18.2. Allitas. (Fubini®) Ha a monoton névekvé fiiggvényekbdl allo - G,
sor m.m. konvergal valamely I intervallumon, akkor

(Z Gn)/ => G, mm. I-ben. (18.1)

A 18.1 allitas bizonyitasa.
(a) Tetszblegesen adott ¢ > 0-hoz a 17.16 allitas (d) része alapjan va-
laszthat6 olyan ¢ lépcs6s fliggvény, amelyre

b
/ f = ol do < 2/2.

RoOgzitsink egy olyan A szamot, hogy |p| < A m.m.

5 Fubini 1915.
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18.1. * Abszollt folytonossag 169

Tekintslink véges sok, paronként diszjunkt, 6 := /2 A-nal kisebb ¢ssz-
hosszUsagu (ay, by) intervallumot [a, b]-ben. Akkor

by,
S IFb) - Flan) = 37| [ 1o
bk bk
< [ -vldo s [Clelds
) k k
S/ |f =l de+AY (b — ar)

£
—+ Ad
< 5 +
=¢&.
Tehat F' abszolt folytonos.
(b) A nem-negativ

fy :=max{f,0} és f_:=max{—f 0}
fuggvények integralhatok, és f = f. — f_. A hatarozatlan integraljaik
korlatos, monoton novekv® fuiggvények, igy ezek F kiilonbsége korlatos
valtozasu.

(c) Az allitas nyilvanvald, ha f lépcsds fuggvény. Ha f € (1, akkor
valasszunk egy m.m. f-hez tartd, monoton novekveé ( f,,) lépcsés fuggvény-
sorozatot. Ezek F), hatarozatlan integréljaira F|, = f,, m.m. az el6z6 meg-
jegyzésunk szerint, tovabba F,, — F' az integral definicioja alapjan.

A18.2allitast Gy, := F,, 41 — F,, szereposztéassal alkalmazva F), — F| —
F' — F{ m.m., vagyis f, — F’ m.m. Méasrészt f,, — f m.m., tehat F' = f
m.m.

Az altalanos eset abbol kdvetkezik, hogy minden integralhat6 fliggvény
két C1-beli figgvény kiilonbsége. O

A 18.2 allitas bizonyitasa. Minthogy minden intervallum megszamlal-
hato sok kompakt intervallum egyesitése, feltehetd, hogy I = [a, b] kompakt.
Tovabba G-t G, — G, (a)-re cserélve az is feltehetd, hogy a G,, fuggvények
nem-negativak.

(a) Megmutatjuk, hogy a >~ G/, sor m.m. konvergens. Legyen S, =
Gi+ -+ Gy, akkor

Syp — S [a, b]-ban mindenditt, (18.2)
ahol S :=>" G,.
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170 18. * Altalanositott Newton—Leibniz formula

Minthogy az S,, és S fliggvények monoton novekvok, alkalmas nulla-
halmaztol eltekintve az S,, és S flggvények [a, b] minden pontjaban diffe-
rencialhatbak. A > G’ (x) sor, vagyis az (.S),)(x) sorozat minden ilyen z
pontban konvergens. Val6ban, GG,, monoton novekvd lévén

Sp(z+ h) — Sy(x) - Sp+1(z+h) — Spy1(x) - S(x+h)— S(x)
h - h - h
minden olyan h-ra, amelyre = + h € [a, b], &s innen
S1(x) < Spya(2) < §'(x) < 00

minden n-re.

(b) A (18.1) relécio6 igazolaséhoz elég ezek utan olyan ny < ny < ...
indexsorozatot talalnunk, amelyre

S'(x) — S, (x) — 0. (18.3)

Valasszunk olyan n; szamokat, hogy S(b) — S, (b) < 2% minden k-ra; ez
(18.2) lehetséges. Akkor a

P CIOREMO)
sor konvergens. Minthogy
0 < S(z) — Sp,(x) < S(b) — S, (b)
minden a < z < b-re, innen kdvetkezik, hogy a

Z(S - Snk)

sor az egész [a, b] intervallumon konvergens.
Az utbbbi sor ugyanolyan alakd, mint Y G,,. Alkalmazva ra a mér bi-
zonyitott (a)-beli tulajdonsagot, a

> (S =8,)

sor m.m. konvergens. De akkor az altalanos tagja m.m. nullahoz tart, tehat

(18.3) teljesdl. O
Fubini tételének (jabb alkalmazasahoz vezessiik be egy halmaz pontbeli
stirliségeét:

Definicio. Azt mondjuk, hogy a mérhetd A halmaz d slr(iségli az x €

R pontban, ha barmely z-et tartalmaz6, nem-degeneralt (I,,) intervallum-
sorozatra

p(AN 1)

T d ha =0 (18.4)
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18.2. * Primitiv fliggvény 171

Vilagos, hogy 0 < d < 1; példaul egy halmaz minden belsd pontjaban 1
slir(isegl. Ennél azonban lényegesen tobb is igaz:

18.3. Allitas. (Lebesgue®) Tetsz6leges mérheté A halmaz m.m. pontja-
ban 1 slirséga.

Bizonyitas. Lokalis tulajdonsagrol 1évén szo, feltehet6, hogy A korlatos.
Akkor y 4 integralhat6, és az F' hatarozatlan integraljara 7/ = y4 m.m. a
18.1 allitas szerint (167. 0.).

Az F'(x) = xa(x) egyenlBség azt jelenti, hogy (18.4) teljesiil, ha =
végpontja az I,, intervallumoknak. Az altalanos eset a minden ¢, s > 0-ra
érvényes
Flx+t)—F(zx—s) t Flea+t)—F(x) s F(x)—F(x—s)

t+s T i+ t s s
azonossaghol kovetkezik, ha figyelembe vessziik, hogy
t S
= 1. (]
t+s + t+s

18.2. * Primitiv fuggvény

A 18.1 allitas alapjan természetes a kdvetkezd

Definicio. F' : [a,b] — R primitiv fliggvénye f : [a,b] — R-nek, ha F
abszol(t folytonos, korlatos valtozasQ, és F/ = f m.m.

Fennall a Newton—Leibniz formula messzemend altalanositasa:

18.4. Tétel. (Lebesgue-Vitali’) Legyen f : [a,b] — R.
(a) Pontosan akkor létezik f-nek primitiv fliggvénye, ha integralhat6.
(b) Ha F primitiv fliggvénye f-nek, akkor

b
/ fdz = F(b) — Fla).

6 Lebesgue 1904, 123-124. 0. A mértékelmélet felhasznalasaval kdzvetlen bizonyitast
is adott Zajicek 1979.

7 Lebesgue 1904, Vitali 1905. Tétellik jelentésen tovabbfejlesztette Darboux 1875 (111-
112. 0.) és Dini 1878 (sec. 197) korabbi eredményeit. Még teljesebb eredményre jutott
kés6bb Denjoy 1912 (két kdzlemény), 1916; lasd példaul Natanszon 1974, Bartle 2001.
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172 18. * Altalanositott Newton—Leibniz formula

A bizonyitast el6készitésére egészitsiik ki Lebesgue differencialhatosagi
tételét (129. 0.):

18.5. Allitas.
(@) Ha F': [a,b] — R korlatos valtozas(, akkor F” integralhato.
(b) Ha F : [a, b] — R monoton névekvé, akkor®

/b F' dz < F(b) — F(a).

Példak. Az abszolit folytonossag hianyaban a fenti egyenl8tlenség he-
lyett altalaban nem irhat6 egyenléség.

e A legegyszer(ibb példa a nem-folytonos el&jel fliggvény:

1
/ sgn’ dz =0 < 2 =sgn(1) — sgn(—1).
-1

o Azel6z6 szakaszban bevezetett F' : [0, 1] — [0, 1] Cantor-fliggvény
példaja sokkal meglep6bb. Emlékeztetiink arra, hogy I folyto-
nos, monoton névekvd és szuperjektiv. Tovabba F/(z) = 0 m.m.,
hiszen konstrukcioja folytan F/ = 0 C' komplementuman. Tehat

/1F’d:c:0<1:F(1)—F(O).
0

o L éteznek folytonos és szigorian monoton ndvekvd fliggvények is,
amelyek derivaltja m.m. nulla.*®

Bizonyitas. Jordan tétele alapjan (138. 0.) feltehetd, hogy F' monoton
novekvd. Az értelmezési tartomanyato6l balra és jobbra konstansként kiter-
jesztve az is feltehetd, hogy [a, b] = R. Végiil a 16.7 és 16.8 allitasok miatt
(132. 0.) feltehetd, hogy F' folytonos.

A

Dy(z) :=n(F(x+n"Y - F(z)), n=12,...
képlet nem-negativ, folytonos fliggvényeket definial R-en. E fiiggvények in-
tegréljai korlatosak barmely [— NV, N] kompakt intervallumon, mert F' foly-
tonossaga miatt

N N+4n~—1! —N+n~1
/ Dndx:n/ Fdx—n/ Fdx — F(N)— F(—N),
-N N -N

8 Lebesgue 1904.
9 Lebesgue 1904. F grafjat az 6rdog Ieépcséjének is hivjak; lasd a 18.1 abrat, 168. o.
10 4sq példaul Székefalvi-Nagy 1965.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

18.2. * Primitiv fliggvény 173

han — oco. Minthogy Lebesgue tétele (129. 0.) alapjan D,, — F’ m.m.
[~ N, NJ]-en, F’ integralhatd [— N, N]-en a Fatou-lemma szerint (153. 0.), és

N
/ F'dx < F(N)— F(—N).
—N
Mivel ' monoton ndvekvd, innen
/F’X[_NM dr < F(oo) — F(—o0), N=1,2,...

Veégul F'x_n.n; # F' m.m., Ggyhogy Beppo Levi tételét alkalmazva F”
integralhato, és

/OO F' dx < F(o0) — F(—00).

—00

O

A 18.4 tétel (a) részének a bizonyitasa. Ha f integralhat6, akkor a ha-
tarozatlan integralja f primitiv fliggvénye a 18.1 allitas alapjan. Megforditva,
ha f-nek F primitiv fliggvénye, akkor f = F’ m.m., és igy f integralhat6
az el6z6 allitas miatt. O

A bizonyitas folytatasahoz sziikségiink van egy segédtételre:

18.6. Lemma. Legyen H : I — R monoton ndvekvd és abszollt folyto-
nos. Ha H' = 0 m.m., akkor H konstans.

Bizonyitas. Elég azzal az esettel foglalkoznunk, amikor I = [a, b] kom-
pakt. Azon x € [a,b] pontok, amelyekben H nem differencialhato, vagy
ahol a derivaltja nullatél kiillénboz8, egy E nullahalmazt alkotnak. Mutassuk
meg, hogy a H(E) képhalmaz is nullahalmaz. Rogzitsink egy tetszéleges
e > 0-t, majd valasszunk egy § > 0 szdmot az abszolut folytonossag
definiciojanak megfelelden. Fedjlik be E-t §-nal kisebb 6sszhosszlsagl félig
nyilt I, = [ax, b)) intervallumokkal. Ha mindegyik Ij-t felcseréljik

Ik\(Il y---u Ik—l)

komponenseivel, akkor feltehetjik, hogy az I halmazok péaronként disz-
junktak. Akkor a [H (ay), H (by)]intervallumok befedik H (E)-t, és az 6ssz-
hosszlsaguk legfeljebb e, mert a

> (H(bk) — Hay))

sor minden részletdsszege kisebb e-nal. Tehat H (E) nullahalmaz.
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Mutassuk most meg, hogy a komplementer F' := [a, b]\ E' halmaz képe
is nullahalmaz. Rogzitsiink egy tetsz6leges € > 0 szamot. Minthogy H' = 0
F-en, minden x € F-hez van olyan x < y < b, hogy

H(y) — H(x)
y—x
lgy = jobbrol lathatatlan a g(t) := et — H(t) fuggvényre nézve. Alkal-
mazva a ,,felkeld Nap” lemmat (135. 0.), F' befedhetd megszamlalhatd sok
paronként diszjunkt, nyilt (ag, by, ) intervallummal, amelyekre g(ay) < g(bx),
vagyis

<e.

H(by) — H(ay) < (b, — ak).
Ezek szerint H(F') befedhetd a legfeljebb (b — a) 0sszhosszisagu
[H (ak), H (bx)]

intervallumokkal. Minthogy e tetsz6legesen kicsinek valaszthat6, innen ko-
vetkezik, hogy H (F') nullahalmaz.

Az eddigiek alapjan a H(I) = H(FE) U H(F) intervallum nullahalmaz,
igy szukségképpen egyetlen pontbol all. Méas szoval H konstans. O

A 18.4 tétel (b) részének a bizonyitasa. Meg kell mutatnunk, hogy ha
F : [a,b] — R abszolut folytonos és korlatos valtozasu, akkor

/bF’dx:F(b)—F(a).

a

Tegylk fel el6szor, hogy F' monoton ndvekvé. Akkor a 18.5 allitas miatt
d
/ F'dx < F(d)— F(c) minden a <c<d<bre.
Jeloljuk F’ hatarozatlan integraljat G-vel, akkor

d
/ F'dz = G(d) — G(c) minden a<c<d<bre.

C
Befejezésil elég megmutatnunk, hogy a H := F' — G fuiggvény konstans.
Abszolt folytonos fliggvények kiilénbsége l1évén H is abszolt folyto-
nos. Tovabba H monoton novekvs, mert az el6z6 két relacio alapjan

G(d) — G(c) < F(d) — F(c) minden a <c<d<b-re.
A 18.6 lemma szerint tehat H konstans.

A tétel bizonyitasanak a befejezéséhez eléeg megmutatnunk, hogy min-
den abszolat folytonos és korlatos valtozast F : [a,b] — R fliggvény
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el6allithatd két abszollt folytonos, monoton novekvé és korlatos fliggvény
kiilonbségekeént.

A Jordan-tétel bizonyitasahoz hasonloan (138. o.) jeldljik g(x)-szel F
teljes valtozasat az [a, =] intervallumban. Mar tudjuk, hogy g és h := F — g
monoton ndvekvd és korlatos. EIég megmutatnunk, hogy ¢ abszoldt folyto-
nos.

Tetsz6legesen rogzitett e > 0-hoz valasszunk 6 > 0-t F" abszolt folyto-
nossaga alapjan. Ha {[ax, bx)} 9-nal kisebb dsszhosszlsagl diszjunkt inter-
vallumrendszer [a, b]-ben, akkor

S IF(by) — Flag)| < e.

Ha mindegyik [ay, by )-t felbontjuk véges sok, paronként diszjunkt [ag,, bxy,)
intervallum egyesitésére, akkor az intervallumok 6sszhossza nem valtozik,
tovabbra is 6-nal kisebb marad, tehat

> |F(brn) — Flagn)| < e.

Az 0sszeqg felsd hatara az 6sszes ilyen felbontasra nézve > |g(bx) — g(ax)|-
val egyenld. Tehat

> lgbr) — glar)| < e,

és igy ¢ abszol(t folytonos. O

Megjegyzés. (Lebesgue-felbontas'!) Legyen F' : [a,b] — R korlatos
valtozasu fiiggvény, és jeloljik F’ hatarozatlan integraljat G-vel. Akkor
H := F — G is korlatos valtozasu, és H' = 0 m.m. Az ilyen fiiggvényeket
szingularisaknak nevezziik. Tehat minden korlatos valtozast F' : [a,b] — R

figgvény felirhatd két olyan korlatos valtozasi fliggvény kiilonbségekeént,
amelyek egyike abszol(t folytonos, a masik pedig szingularis.

18.3. * Parcialis és helyettesitéses integralas

18.7. Allitas. Ha F és G az [a, b]-ben integralhatd f és g fuggvények
primitiv figgvényei, akkor fG és Fg is integralhatd [a, b]-ben, és

b b
/ fG dx + / Fgdz = F(b)G(b) — F(a)G(a) =: [FG]".

a

11 | ebesgue 1910, 232-249. o.
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Bizonyitas. F' és G kompakt intervallumon folytonos fliggvények, tehat
majoralhatok valamely M konstanssal. A 17.16 allitas (157. 0.) (b) és
(e) része miatt fG és Fg is integralhatd. Tovabba az [a, b] minden [«, ]
részintervallumara érvényes

[F(B)G(F) = F()G(o)| = [(F () = F(a))G(B) = F()(G(B) — G())]
< M|F(B) = F(a)| + M|G(5) - G(a)]

egyenl6tlenséghdl kdvetkezik, hogy F'G abszolit folytonos és korlatos val-
tozas(. Minthogy

(FG)Y = F' G+ FG' = fG+Fg mm,
a 18.4 tétel alapjan (171. 0.)

b b b
/deer/ ng:c:/ fG+ Fgdx = [FG]. O

18.8. Allitas. (de la Vallée-Poussin'?) Legyen z : [, B] — R monoton
novekvd és abszol(t folytonos fliggvény. Ha f integréalhatd [z («), 2:(3)]-ben,
akkor (f o x)a’ integrélhatc') [, ]-ban, és

/ x)dx = / f(x (18.5)
(a)
Bizonyitas.

(a) Az allitas nyilvanvald, ha f IépcsBsfiiggvény.
(b) Mutassuk meg, hogy ha E nullahalmaz [z(«), z(3)]-ban, akkor
D:={tela,B] : z(t) e E &s 2'(t) >0}

nullahalmaz [, §]-ban. Legyen ugyanis {;} olyan, véges 0sszhossz(sagu
nyilt intervallumrendszer, amelyik £ minden pontjat végtelen sokszor lefedi.

Akkor a
> xn (@) (¢
k=1

fliggvények m.m. monoton ndvekvd fliggvénysorozatot alkotnak, és az in-
tegréljaik feltlrdl korlatosak, mert (a) felhasznalasaval

0</ ZXIk ) dt = Z/ xr, (z dx§Z|Ik|<oo.

k=1

 2genaval de la Vallée-Poussin 1915, 467. o.
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Beppo Levi tétele alapjan a fliggvénysorozat m.m. konvergal. Minthogy e
sorozat minden ¢ € D pontban végtelenhez tart, D sziikségképpen nullahal-
maz.

(c) Legyen most f € C1, és valasszunk egy m.m. f-hez tartd, monoton
novekvé (¢,,) l1épcsds flggvénysorozatot. Jeldljuk E-vel azon kivételes x
pontok halmazat, amelyekben ¢, () 4 f(z), és legyen D a hozzatartoz0,
el6bb definialt nullahalmaz.

Mivel 2/(t) > 0m.m., a

@n<$(t))$/(t), n= 1727"-
mérhet6 fliggvények sorozata m.m. monoton ndvekvé. Tovabba

on(z(t)2'(t) — f(z(t)2'(t) [a, B]-ban m.m.,
mert a Kivételes pontok vagy D-hez tartoznak, vagy pedig azon pontok hal-
mazahoz, ahol z nem differencialhato, és mindkét halmaz nullahalmaz. Vé-
giil az integraljaik sorozata korlatos, mert (a) miatt

B z(B) z(B)

/ on(z(t)2'(t) dt = / on () do — / f(z) dx.
@ z(a) z(a)

Beppo Levi tételét alkalmazva ( f o )z’ integralhato, és a (18.5) egyenl&ség

teljestl. O

Megjegyzés. A (18.5) formula érvényben marad, ha f integrélja létezik
és végtelen. A pozitiv és negativ részek vizsgalataval elegendd ezt nem-
negativ, mérhetd fliggvényekre igazolni. Valasszunk egy m.m. f-hez tarto,
monoton ndvekvd integréalhato (¢,,) fliggvénysorozatot, és ismételjiik meg a
fenti (c) Iépést egyetlen modositassal: Beppo Levi tétele helyett alkalmazzuk
az altalanositott Beppo Levi tételt, vagyis a 17.17 allitas (e) részét (160. o.).
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19. fejezet
Integral mértékterekben

Véleményem szerint a matematikusoknak, mint olyanoknak, nem kell
filozofiai kérdésekkel foglalkozniuk; ezt a véleményt egyébként szamos filo-
z6fus is osztja.

H. Lebesgue

A 17. fejezetben a Lebesgue-integralt R-en értelmezett fliggvényekre
értelmeztiik. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az elmélet joval altala-
nosabb keretek kozott is érvényben marad, raadasul a korabbi bizonyitasok
szinte szorol-szora megismételhet6k.> Az itt ismertetett eredmények tartal-
mazzak a tobbvaltozos fliggvények integralelméletét, és lehetéséget nydjta-
nak a valoszin(iségszamitas szilard megalapozasahoz is.?

19.1. Mértékek

Ebben a szakaszban altalanositjuk a hosszlsag, terilet és térfogat fo-
galmat. Emlékeztetink arra, hogy egy paronként diszjunkt halmazokbol
allo (A,,) halmazsorozatot réviden diszjunkt halmazsorozatnak nevezink. A
diszjunktsag hangstlyozasara UA,, helyett gyakran U* A,,-t irunk.

1 Radon 1913, Fréchet 1915. Mi ebben a kdnyben csak valos értékd fuiggvényekkel
foglalkozunk, bar Bochner 1933 az elméletet Banach-tér érték(i fliggvényekre is kiter-
jesztette, és ennek fontos alkalmazésai vannak példaul a parcialis differencialegyenletek
elméletébén. Lasd példaul Dunford—Schwartz 1957, Edwards 1965, Yosida 1980, Lions—
Magenes 1968-1970.

2 Kolmogorov 1933.
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Jeloljiik 2% -szel az X halmaz hatvanyhalmazat, vagyis X 0sszes rész-
halmazainak a rendszerét. E szokasos jeldlést az indokolja, hogy ha X -nek
n eleme van, akkor a hatvanyhalmaza 2" elem.

s

Definicio. Adott X halmazbeli félgyrin® olyan P c 2% halmazrend-
szert értiink, amely teljesiti a kdvetkez§ feltételeket:

e )eP;

e haA,BeP,akkor AN B € P;

e ha A, B € P, akkor létezik olyan P-beli véges diszjunkt C1,. ..,
C), sorozat, hogy

A\B = Cy U* -+ U* Ch.

Megjegyzés. Rekurzidval megmutathatd, hogy A1 N---N A, € P min-
den P-beli véges A4,..., A, sorozatra is.

Példak.
Minden o-gy(rQ félgy(ri is.
Az R-beli intervallumok félgydirit alkotnak.
Adott & > 0 egészre az X halmaz legfeljebb & pontbol allo rész-
halmazai félgyr(t alkotnak.
(Lesziikités) Ha P X -beli félgydird, és Y C X, akkor

Py ={PeP : PCY}

e

Y -beli félgydird.
o (Direkt szorzat) Ha P X-beli félgydir( és Q Y -beli félgy(rd, akkor

PxQ:={PxQ: PcP, QcQ}

o

X x Y-beli félgydird.

s

Definiciok. A P félgy(irin értelmezett nem-negativ 1. : P — R halmaz-
fliggvényt mértéknek* nevezziik, ha p.(0)) = 0, és ha ;1 o-additiv a kdvetkez6
értelemben: ha (A,) C P diszjunkt halmazsorozat és A := U*A4,, € P,
akkor®

3 Halmos 1950 némileg specialisabb struktirat nevezett félgydrlinek, 6t kdvetéen azon-
ban hamarosan elterjedt az itt bevezetésre kertilé fogalom.

4 Borel 1898.

5 Minthogy w(0) = 0, a (19.1) egyenlség a diszjunkt véges sorozatokra is teljestl. A
csak végesen additiv halmazfiiggvényeket Borel el6tt mar Harnack 1881, Cantor 1884 (229-
236.0.), Stolz 1884, Peano 1887 (154-158. 0.) és Jordan 1892 (76-79. 0.) is tanulmanyoztak.
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p(A) = n(An). (19.0)

Ebben az esetben az (X, P, ) harmast mértéktérnek nevezzik.

Példak.
e Al17.18allitas alapjan (171. 0.) az intervallumok hosszlsaga mérték.
e (SzAmossag-meérték) Adott X halmaz A részhalmazainak az elem-
szamat p( A)-val jeldlve P := 2% -en értelmezett mértéket kapunk.
o (Dirac-mérték) Rogzitett x € X pont esetén a

1 haze A
0.(A) := ’
) {0 haz ¢ A

képlet mértéket értelmez P := 2X-en.

o (Lesz(ikités) Ha . a P félgy(riin adott mérték és Y € P, akkor
p-nek a Py--ra valo leszikitése is mérték.

o (Direkt szorzat) Adott ;1 : P — R és v : Q — R mértékek esetén a

(1 xv)(Px Q)= puP)r(Q)
képlet mértéket definial P x Q-n. B
o (Mérték véges része) Tetszbleges o : R — R mértéknek a

P:={AeR : o(A) < x}
félgydr(re vett leszlikitése véges értékii mérték.

Vezessiik be a kovetkez6, a felgy(riiknél konnyebben kezelhetd struktirat
is:
Definicio. Adott X halmazbeli gyiriin olyan R C 2% halmazrendszert
értlink, amely teljesiti a kovetkez6 feltételeket:
e )R,
e ha A, B € R,akkor A\B € R;
e ha A, B € R diszjunkt halmazok, akkor A U* B € R.

Megjegyzés. Ha R gydir(, akkoraz AUB = (A\ B)U* B egyenl8séghdl
kovetkezik, hogy A, B € R, akkor AU B € R, tehat a diszjunktsag feltétele
nem szlikséges. Ebbdl indukcibval kdvetkezik, hogy A := A1U---UA, € R
minden R-beli véges A4,..., A sorozatra is.

AzNA, = A\U(A\A,) egyenl6ség alapjan innen adodik, hogy tetsz6-
leges R-beli véges A1,..., Ay sorozatra A1 N ---N A € R s teljesiil. Ez
azt is mutatja, hogy minden gydir( félgydirdi is.
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Példak.
e Minden o-gy(r( gy(rd is. Specialisan minden halmaz hatvanyhal-
maza gydrd.

e Adott X halmaz véges részhalmazai gyur(t alkotnak.
e Adott X halmaz véges részhalmazai és ezek komplementumai gy-
riit alkotnak.

Barmely A C 2% halmazrendszerhez létezik 6t tartalmazo legkisebb
gy(ir(: vegyik egyszeriien az A-t tartalmaz6 0sszes gydrl koz0s részét. Ezt
a gy(rQt az A altal generalt gylr{inek hivjuk

A félgydirGk altal generalt gy(rik egyszerden el6allithatok:

19.1. Lemma. A P félgy(rd altal generélt gy(ir( az dsszes

R=PU"---U"P,, P,....P,eP n=12,... (19.2)
alak( véges diszjunkt egyesitésekb6l all.

Bizonyitas. Mivel minden P-t tartalmazo6 gy(r( sziikségképpen tartal-
mazza a (19.2) halmazokat, elegendd megmutatni, hogy az utébbiak R rend-
szere mar gydrd. Ezt tobb lépésben igazoljuk.

(a) El6szoris ) € R, mert() € P.

(b) Ha Ry,..., R,, € R paronként diszjunkt halmazok valamely m-
re, akkor R := Ry U* --- U* Ry, is R-hez tartozik: ha ugyanis mindegyik
R;-t (19.2)-hdz hasonlban felbontjuk, akkor R-nek is ilyen alak( felbontéasat
nyerjik.

(c)Ha P’, P € P, akkor P'\P € R a félgylir(i és R definici6ja miatt.

(dyHa R € Rés P € P, akkor R\P € R. Ugyanis R (19.2) tipusu
felbontasat tekintve, (b) és (c) felhasznalasaval az

R\P = (P \P)U*---U" (P,\P) € R
egyenléséget kapjuk.

(e) Ha R', R € R, akkor R'\ R € R. Tekintsiik ugyanis R (19.2) tipus(
felbontasat, és alkalmazzuk n-szer egymas utan a (d) tulajdonsagot:

R\R=(...(R\P)\P)... )\P, € R. O
Most mar bebizonyithatjuk az igért kiterjesztési tételt:

19.2. Allitas. Minden félgy(irtin értelmezett mérték egyértelmiien kiter-
jeszthetd a félgy(irQ altal generalt gy(irlin értelmezett mértékké.
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Bizonyitas. Legyen 1 : P — R az adott mérték és R a P altal generalt
gylrd. Ha létezik R-re kiterjesztett mérték, akkor azt tovabbra is p-vel
jelolve, sziikségképpen

w(R) = p(Pr) + -+ + p(Pn)
minden (19.2) alakd felbontasra. Mivel a jobboldali halmazok P-beliek, ez
mutatja a kiterjesztés egyértelmiiségét. A létezéshez mutassuk meg el6szor,
hogy a fenti egyenl8ség korrektil definialja p.( R)-et, vagyis ha
R=PU*---U* P,
egy tetsz6leges masik (19.2) alaki felbontas, akkor
p(PL) + o p(Pa) = p(PY) + -+ + pu(Py).
Ez azonnal adodik 1 : P — R additivitasabol, mert mindkét 6sszeg a

n k

> uwPinF)

j=1i=1
kifejezéssel egyenld. A Kiterjesztett halmazfliggvény nyilvanval6éan nem-
negativ, igy csak a o-additivitas igazolasa maradt hatra. Meg kell tehat mu-
tatnunk, hogy ha R = U2 R;, olyan diszjunkt unio, hogy R, R;, € R,
akkor p(R) = 3 pu(Ry,).

Mindegyik Ry-t (19.2) alaki felbontasaval helyettesitve és felhasznalva

wu(Ry) definiciojat feltehetjiik, hogy R, € P minden k-ra. Tekintsik most
R-nek is egy (19.2) alak felbontasat. Akkor

e}

Pi=J (PN Ry)
k=1
minden egyes j-re. Mivel itt P;, P; N Ry, € P, és p o-additiv P-n,

p(Py) = u(P; N Ry).

k=1
Osszegezve j = 1,. .., n-re a keresett egyenléséget kapjuk:
=> (P = (PN Ry)
j=1 j=1k=1
=S (umnR0) =S um)
k=1 j=1 k=1
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A Kiterjesztési tétel segitségével igazoljuk a mértékek tovabbi fontos tu-
lajdonsagait:

19.3. Allitas. Minden (félgyir(in értelmezett) 1. : P — R mérték eleget

tesz a kovetkezd feltételeknek:

(@) (monotonitas) ha A, B € P és A C B, akkor u(A) < u(B);

(b) (o-szubadditivitas) ha (A,) C P megszamlalhato befedése A € P-nek,
akkor p(A) < 3 u(Ay);

(c) (folytonossag) ha (A,,) C P monoton ndvekvé halmazsorozat és A :=
UA, € P, akkor u(Ay) — p(A);

(d) (folytonossag) ha (A,) C P olyan monoton fogyd halmazsorozat, a-
melyre (A1) < oo &s A :=NA,, € P, akkor p(A,) — u(A).

Példa. Az R-beli A,, := [n, c0) halmazok mutatjék, hogy a p(A1) < oo
feltétel nem hagyhato el (d)-ben.

Bizonyitas. Az el6z6 allitas alapjan feltehetjiik, hogy P gydrd.
(@) A mértékek nem-negativitasa és additivitasa folytan
u(B) = p(A) + u(B\A) > u(A).
(b) Legyen
By :=ANA; & Bpii:=ANA)\(A1U---UA,), n=1,2,...,

akkor A = U*B,,. Tovabba B,, € P (ugyanis P gylr(), és B, C A,.
Kovetkezésképpen (a) felhasznalasaval a kivant egyenlséget kapjuk:

=> u(Bn) <D (A

(c) Legyen Ay = 0, akkor az A\ Ax_1 halmazok a P gy(ir(ihoz tartoz-
nak. Minthogy

U (A\Ar-1) &8 Ap = | (A\Ako)
k=1 k=1

minden n-re,

3

w(AR) = (ANAE1) = > p(A\Ak—1) = p(A).
k=1

(d) A u(A,,) mértékek végessége miatt mindegyik A,,-t A,,\ A-ra cserél-
ve feltehetd, hogy A = (. Az A\ Ax+1 halmazok a P gylriihoz tartoznak.
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Minthogy
U (Ap\Ag11),
a o-additivitas miatt

D (AR A1) = p(Ar).

k=1
A (A1) < oo feltevés alapjan a sor konvergens, tgyhogy n — oo esetén

> (AN Ag41) = 0

k=n

Befejezésil vegyuk észre, hogy a fenti 0sszeg 1.(A,,)-nel egyenld, hiszen
U (A\Aks1) = A, O
k=n

19.2. Véges mértékhez rendelt integral

Definicio. Végesnek neveziink egy mértéket, ha csak véges értékeket
vesz fel.

Példa.

e A Korlatos intervallumok hosszlsaga véges (de nem korlatos) mér-
téek.
o Mérték véges része véges mérték.

Legyen P adott X halmazbeli félgydird, és p : P — R véges mérték.

Definicio. A P-beli halmazok karakterisztikus fiiggvényeinek a

n
= E CkX Py
k=1

linearis kombinacioit l1épcsds fliggvényeknek nevezziik; integraljukat az

/@ dp =" cppu(Pr)

k=1
képlettel értelmezziik.
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19.2. Véges mértékhez rendelt integral 185

A 17.1 allitas (142. 0.) érvényben marad: a mérték additivitasa folytan
az integral értéke nem fligg a Iépcss fliggvény reprezentacidjanak specialis
valasztasatol.

Definicio. Az A halmaz nullahalmaz, ha minden € > 0-hoz létezik
olyan (P;) C P sorozat, hogy A C UA, és > u(P;) < e. Ekvivalens
modon A nullahalmaz, ha létezik olyan (P) C P sorozat, hogy > u(Py) <
0o, s minden x € A pont végtelen sok Pj-nak eleme.

A 16.3 allitas (128. 0.) a kdvetkezd alakot 6lti:

19.4. Allitas.
(a) Az Ures halmaz nullahalmaz.
(b) Nullahalmaz részhalmazai is nullahalmazok.
(c) Megszamlalhato6 sok nullahalmaz egyesitése is nullahalmaz.
(d) P € P pontosan akkor nullahalmaz, ha p(P) = 0.

Bizonyitas.
(@), (b) és (c) Megismételhet6 a 16.3 allitas bizonyitasa.

(d) Ha u(P) = 0, akkor P definicio szerint nullahalmaz. Megforditva,
ha P € P nullahalmaz, akkor tetsz6leges ¢ > 0-hoz létezik olyan (P) C P
sorozat, hogy P C UPy €s Y u(Px) < e. A mérték szubadditivitasa alapjan
innen p(P) < e minden e > 0-ra, ésigy p(P) = 0. O

A 17. fejezetet Ggy irtuk meg, hogy minden ott kimondott tétel, allitas,
kdvetkezmény és lemma valtoztatas nélkil érvényben marad. A bizonyitasok
kozil is csak kett6 szorul modositasra:

e a 17.2 lemma igazolasahoz (142. 0.) felhasznaltuk az interval-
lumok topolégiai tulajdonsagait;

e a17.16 allitas (f) részének a bizonyitasahoz (157. 0.) felhasznaltunk
egy integralhatd, mindenitt pozitiv figgvényt. A jelen szakasz vé-
gén megmutatjuk, hogy bizonyos mértékekre nincs ilyen fliggvény.

Az alabbi, alternativ bizonyitasok mindig érvényesek:

A 17.2 lemma bizonyitasa. Terjesszik ki p-t a P altal generalt R gy-
rire a 19.2 allitas alapjan.

Legyen Y C X olyan nullahalmaz, hogy ¢,,(z) — Omindenz € X\Y-
ra, majd tetsz6legesen adott ¢ > 0-hoz valasszunk olyan P-beli (H;) hal-
mazsorozatot, hogy Y C UH; és > wu(H;) < e. Akkor az S, :=
HyU---U H, formula olyan R-beli halmazsorozatot definial, hogy

SlCSQC...,
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és 1(Sy) < e minden n-re.
Vezessik be az R-beli

Ko:={zeX : gi(x) >0} & K,:={zxecX : pu(z)>e}
halmazokat (n = 1,2, ...); jegyezziik meg, hogy
KoDKiDKyD ...
Ha 1 maximumat M -mel jeloljuk, akkor
on <M Ky-en p,<e Ky\Kpen & ¢,=0 X\Kyp-on.
Kovetkezésképpen

0 [ ondis < en(o\Ky) + MulKy)

= 5/~L(KO\Kn) + MN(Kn N Sn) + MM(Kn\Sn>
< 5M(KO) + Me + MN(Kn\Sn)

A (K,\S,) halmazsorozat monoton fogy6, mert (K,,) monoton fogyo
és (S,) monoton ndvekvd. E halmazsorozat metszete lres. Ugyanis ha x €
NK,, akkor ¢, (x) 4 0, Ggyhogy = € Y'; de ekkor elég nagy n-re x € S,,,
tehat x ¢ K\ Sy.

Mivel

p(K1\S1) < pu(Ko) < oo,
a 19.3 allitas (d) része miatt ;1 (K,\S,) — 0. lgy az el6z6 becslésbél elég
nagy n-re a keresett

0< /s@nd,u< ((Ko) + M +1)e
egyenl6tlenséget kapjuk. O

A 17.16 allités (f) részének a bizonyitasa. Ha létezik olyan P-beli (Py)
halmazsorozat, hogy mindegyik f,, eltlinik UPy-n Kivil, akkor megismétel-
hetjlik a korabbi bizonyitést a

o X Py
M= 2 T ()

figgvény hasznalataval, és a g,, és g fliggvényeket UP.-n Kivil nullaként
definialva.
A kovetkezd lemma biztositja ilyen (P ) sorozat létezését. O

19.5. Lemma. Tetsz6leges mérhetd f fuggvényhez létezik olyan P-beli
diszjunkt ( P;) halmazsorozat, hogy U* Py-n kivil f = 0.
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Bizonyitas. Legyen (,,) olyan lépcsds figgvénysorozat, amelyre ,, —
f m.m. A nullahalmazok definicioja alapjan van olyan P-beli (Ag;) hal-
mazsorozat, hogy UAg;-n Kivill ¢, — f. Tovabba a lépcsés fliggvények
definicioja alapjan minden n-hez van olyan P-beli véges (A,,;) halmazso-
rozat, hogy UAg;-n Kivil ¢, = 0. Rendezzik mindezen A,,; halmazokat
egyetlen (Py) sorozatba, akkor UPg-n kivil f = 0.

Az P\ Py, (P3\P2)\ Py, ...kulonbségek mindegyikét P-ben felbontva
azt is feltehetjuk, hogy a (Py) sorozat diszjunkt. O

*Példa. Tekintsiik egy nem-megszamlalhatd X halmaz véges részhal-
mazainak a P gy(rdjét, és jeldljuk p(A)-val a P-beli A halmazok elem-
szamat. A most igazolt lemmabol kdvetkezik, hogy erre a mértékre nézve
nincsenek mérhetd és mindenitt pozitiv fliggvények.

Befejezésil vizsgaljuk meg, hogy mely mértékek kaphatok meg véges
mértékbdl kiindulva az integralelmélet eljarasaval.

Definicio. A Q félgy(rln értelmezett 1« mérték o-véges, ha barmely Q-
beli halmaz befedhetd megszamlalhato sok véges mértékii halmazzal.

,,,,,

véges esetben barmely O-beli halmaz el6all megszamlalhat6 sok diszjunkt
véges mértéki halmaz egyesitéseként is.
Példak.

e Minden véges mérték o-véges is.

e Adott R félgydrln értelmezett o mérték esetén a megszamlalhatd
sok véges mértékil halmazzal befedhetd R-beli halmazok is félgyd-
r(it alkotnak. A o mérték e felgy(rlre vett lesz(ikitését o o-véges
részének hivjuk. Példaul nem megszamlalhat6 X alaphalmazon a
szamossagmeérték nem o-véges; o-véges része az X megszamlal-
hat6 részhalmazainak a o-gy(r(jén van definialva.

A kovetkezd allitas elsd része magaban foglalja a 17.18 allitast (162. 0.):

19.6. *Allitas.
(a) TetszOleges véges 1 : P — R mértékbdl kiindulva az integralelmélet
soran nyert ;. : M — R mérték o-véges és teljes.
(b) Megforditva, barmely o-véges, teljes mérték megegyezik a véges részébol
kiindulva kapott 1 : M — R mértékkel.
(c) Altalanosabban barmely o-véges mérték a véges részéb6l kiindulva ka-
pott ;o : M — R mérték lesziikitése.
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Bizonyitas.
() a 17.18 allitas (162. 0.) és az el6z8 lemma kdvetkezménye.

(b) és (c) a mérték konstrukcidjabol kovetkezik. O

Az allitas (b) és (c) része lehetbvé teszi, hogy tetsz6legesen adott o-
véges mérték szerinti integralrol beszélhessiink, azon a mérték véges részeé-
hez hozzarendelt integralfogalmat értve.

19.3. Szorzatterek: Fubini és Tonelli tételei

A Kklasszikus analizisben® a kett8s integralok kiszamitasa visszavezethe-
t6 az egyvaltozos esetre a

| sewdeay= [ ([ fo)dy) i
:/Y(/Xf(x,y) dr) dy (19.3)

formula alkalmazasaval. Megmutatjuk, hogy ez az eljaras érvényben marad
a Lebesgue-integralra is.

Tekintsunk két véges iu : P — R és v : Q@ — R mértéket, ahol P X-
beli, Q pedig Y-beli felgylrQ. Akkor i x v : P x Q — R véges mérték az
X x Y-beli P x Q félgydrin. A jelolések egyszerUsitésére a kovetkez6kben

az
/X fay) dady, /X o) dz e /Y h(y) dy

frasmodot alkalmazzuk

/fd(uxu), /gdu és /hdzx

helyett. A nullahalmazok és a m.m. kifejezések értelemszer(ien X-ben a p,
Y-bana v, X x Y-ban pedig a ;1 x v mértékre vonatkoznak.
A kovetkez6 tétel messzemenden altalanositja a klasszikus eredményeket:

19.7. Tétel. (Fubini’) Ha f integralhatd X x Y'-ben, akkor a (19.3)-beli
szukcessziv integralok is léteznek, és a harom kifejezés egyenld.

6 Euler 1770, Dirichlet 1839, Stolz 1886 (93-94. 0.).
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Megjegyzések.

e A tétel indukcioval mértékek tetsz6leges (véges) direkt szorzatara
is altalanosithato.

e A jelen szakasz végén példat mutatunk arra, hogy a szukcessziv
integralok létezése nem vonja maga utan azok egyenl8ségét, és igy
f integralhat6sagat sem.

A bizonyitas el6készitésére vilagitsuk meg a harom tér nullahalmazainak
a kapcsolatat:
19.8. Lemma. Ha E nullahalmaz X x Y-ben, akkor E
{yeY : (z,y) € E}
,,5zekcibi” majdnem minden = € X -re nullahalmazok Y -ban.
Bizonyitas. Rogzitsink olyan P x Q -beli R,, = P,, x Q,, téglalapokat,
hogy

o0

> (1 x v)(Ry) < o0,

n=1
és F minden pontjat végtelen sok téglalap lefedi.
A lépcsésfiiggvények integraljanak a definicioja alapjan

) E) = [ e dady = [ ([ xn(o) dy) do

X XY
(a kozds értékik 1 (P,)v(Qy)), tgyhogy feltételiink szerint a

Z/ /anwy)dy)dw

sor konvergens. Beppo Levi tétele alapjan a

;/}/XRn(x,y) d

fuggvénysor mm. x € X-re konvergens. Ha xg ilyen pont, akkor Beppo
Levi tételének Gjabb alkalmazasa mutatja, hogy a

7 Lebesgue 1902 (korlatos fliggvényekre), Fubini 1907. Fubini bizonyitasa hibas volt,
Hobson 1910 és de la Vallée-Poussin 1910 adtak el6szor helyes bizonyitast; lasd Hawkins
2001.
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190 19. Integral mértékterekben

(e e}
n=1

flggvénysor m.m. y € Y'-ra konvergens. Ha y ilyen pont, akkor (zo, yo) ¢
E, mert E pontjaiban > xr, = oc. O

A 19.7 tétel bizonyitasa. Szimmetriaokokbol elegendé az

/X><Yf($’y) d dy:/)((/yf(x,y) dy) dx (19.4)

egyenléséget igazolni. Meg kell mutatnunk, hogy

e az [, f(x,y) dy integral m.m. = € X-re értelmezve van;
e azz — [, f(x,y) dy fiiggvény integralhatd X -en;
e a(19.4)-beli két kifejezés egyenl6.

Az el6z8d lemma bizonyitasa soran mar meggy6zédtiink e tulajdonsagok-
rol abban az esetben, amikor f egy ,,téglalap” karakterisztikus fliggvénye.
Linearis kombinaciokat képezve e tulajdonsagok minden Iépcsés fliggvényre
is érvényben maradnak. Mivel minden integralhatd fiiggvény két C;-beli
fuggvény kilonbsége, elegend6 ezek utan a harom tulajdonségot C-beli
fliggvényekre igazolni.

Legyen tehat f € C1, és legyen (¢,,) olyan monoton novekvé lépcss
fuggvénysorozat, hogy alkalmas £ C X x Y nullahalmazzal

en(z,y) / f(z,y) minden  (z,y) € (X X Y)\E-re, (19.5)
ésigy

/ on(z,y) dov dy — f(z,y) dx dy.
XxY XxY

Mivel (19.4) teljesul f helyett ¢,,-re, az utolsd dsszefliggés atirhatd az

/X </y #n(@,9) dy) dr — /Xxy fz,y) dz dy (19.6)

alakban. Beppo Levi tételét alkalmazva innen kovetkezik, hogy az

/ on(z,y) dy (19.7)
Y

integralok monoton novekvd sorozata m.m. x € X-re konvergens, és igy
korlatos.

Rogzitsink egy olyan x € X pontot, ahol fennall a konvergencia, és
amelyre az

{yeY : (z,y) € E}
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szekcio nullahalmaz. (Az el6z8 lemma miatt m.m. = € X ilyen.) Akkor
(19.5) alapjan

onl(x,y) / flz,y) mm. yeYra

Ggyhogy a (19.7)-beli integralok korlatossaga miatt ismét alkalmazhato Beppo
Levi tétele: az

y— flz,y)
fuggvény integralhatd Y -ban, és

/Yson(af,y) dy//yf(x,y)d

Emlékeztetiink arra, hogy ez a konvergencia mm. =z € X-re teljesl.

Minthogy tovabba az
/(/ on(z,y) dy) dx
X MY

integralok sorozata (19.6) és f integralhatosaga alapjan korlatos, Beppo Levi
tételét harmadszor alkalmazva nyerjik, hogy az

T — / f(z,y) dy
Y
fliggvény integralhatd X -ben, és

/X</ on(,y) dy dl‘ﬂ/ /fdy d:c (19.8)

A (19.4) egyenléség (19.6)-b6l és (19.8)-bol kovetkezik. O

Fubini tétele érvényben marad altalanositott (végtelen értékeket is meg-
engedd) integralokra is:

19.9. Tétel. (Tonelli®) Ha létezik az f fliggvény integralja X x Y-ban,
akkor a (19.3)-beli szukcessziv integralok is léteznek, és a harom kifejezés
egyenld.

Megjegyzések.

e Akarcsak Fubini tétele, Tonellié is kiterjesztheté indukcioval tet-
szbleges véges szam( mérték direkt szorzatara.

e Emlékeztetlink arra, hogy minden nem-negativ, mérhet6 fliggvény-
nek létezik az integrélja.

8 Tonelli 1909.
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Bizonyitas. Az f fliggvény pozitiv és negativ részét tekintve, legalabb
az egyikiikre alkalmazhatd Fubini tétele. Elegend6 tehat nem-negativ, mér-
hetd f fuggvényekkel foglalkoznunk.

Alkalmazva a 19.5 lemmat rogzitsiik véges mérték( A,, halmazok olyan
monoton ndvekvo sorozatét, hogy UA,,-en kivil f = 0, és vezessik be a

©n = XA, min{ f,n}
fuggvényeket. E fuggvények integralhatok X x Y'-on a 17.16 allitas (e) része

szerint (157. 0.), &s a konstrukcio folytan ¢,,  f m.m. Valaszthatunk tehat
olyan E nullahalmazt X x Y'-ban, hogy

on(z,y) / flz,y) minden (z,y) € (X x Y)\E-re.

Figyeljiik meg, hogy formalisan ez a relaci6 azonos (19.5)-tel. Ezért
megismételhetjiik az el6z6 bizonyitast két apro6 valtoztatassal:

e Beppo Levi tétele helyett az altalanositott Beppo Levi tételt, vagyis
a 17.17 allitas (e) részét alkalmazzuk (160. 0.);

e a (19.4) egyenlBség érvényessége f helyett ,,-re most a Fubini
tételbdl kovetkezik.

O

Példak. Jeldljik p-vel a szamossag-mértéket R véges részhalmazain,
tovabba legyen R tetsz6leges véges A részhalmazarav(A) = 0ésv(R\A) =
1. A kovetkez6 példak mutatjak, hogy f mérhet6ségének a feltétele nem
hagyhatd el. °

e A
D :={(z,x) : z € R}
halmaz f karakterisztikus fiiggvénye a 19.5 lemma alapjan nem
mérhet6, igy integralja sem létezik. A (19.3)-beli két szukcessziv

integral rendre 0-val és 1-gyel egyenld.
e A

D:={(xz,x) : z€R} & FE:={(z,z+1) : z€R}

halmazok karakterisztikus fuggvényeinek f killonbsége sem mér-
het6. Ennek ellenére a (19.3)-beli szukcessziv integralok léteznek,
és mindketten nullaval egyenlek.

9 Cauchy 1827 (394. 0.), Thomae 1878 és du Bois-Reymond 1883 korabbi ellenpéldai a
Riemann-integralhat6 fiiggvények osztalyanak sz(ikdsségén alapultak.
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19.4. * Lebesgue-felbontas

A 18.2. szakasz végén lattuk, hogy minden korlatos valtozasi F fliggvény
elGallithatd ' = G + H alakban, ahol G abszollt folytonos, H pedig szin-
gularis. Altalanositsuk ezt az eredményt:

Definiciok. Legyen pu, v és o harom mérték M-en.
e Azt mondjuk, hogy v abszol(t folytonos j:-re nézve, jelben v < p,
ha
u(A) =0=v(A)=0.
e Azt mondjuk, hogy u és o szingularisak, jelben o L pu, ha van
olyan X = M U* S felbontas, hogy A € M esetén
AcS = pu(4) =0,
AcCcM = oA =0.
Mas szbval p és o a diszjunkt M és S halmazokra vannak kon-
centralva.

Véges v mértékre ekvivalens definicio adhat6 a szokasos £ — § jeloléssel:

19.10. *Lemma. Ha v a pu-re nézve abszolt folytonos, véges mérték,
akkor minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy u(A) < 0 esetén v(A) < e.

Bizonyitas. Tegyik fel indirekt, hogy valamely € > 0-hoz létezik olyan
(A,) sorozat, hogy p(A,) < 27™ és v(A,) > e minden n-re. Akkor a
By, = Ay UA,, 1 U. .. halmazok olyan monoton fogy6 sorozatot alkotnak,

hogy

p(Bm) < > 27 =2""" & u(Bp) > v(An) €

minden m-re. Minthogy a p(By) és v(B;) mértékek végesek, innen m —
oo esetén a

w(NBp,) =0 és v(NB,)>c¢
osszefliggések adodnak, ellentmondva a v < p relacionak. O

19.11. Tétel. (Lebesgue-felbontas'®) Legyen j és o két mérték az M o-
gydirin. Ha ¢ o-véges, akkor léteznek olyan egyértelmii v &s o mértékek,

hogy
vy, olu & p=v+o.
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Bizonyitas.
A létezés bizonyitasa véges (tehat korlatos) ¢ mértékekre. Az

a:=sup{p(4) : Ae M et u(A) =0}

felsé hatar felvétetik, és igy ¢ korlatossaga folytan véges szam. Legyen
ugyanis (A,,) olyan sorozat, hogy 1(A,) = 0 minden n-re, &s p(A4,,) — «a.
Akkor S :=UA,, € M-re u(S) =08és p(A) = a.

A

o(A):=¢p(ANS) és v(A):=p(A\Y)

képletek olyan o és v mértékeket definialnak M-en, amelyek 6sszege .
Tovabba tetszbleges A € M-re

o(A\S) = p((A\S) N 5) = ¢(0) =0,

Ugyhogy az M := X\ S valasztassal o L p.
Ha p(A) = 0, akkor (AU S) = 0, tehat (AU S) < a = ¢(S) a és
S értelmezése miatt. Kovetkezésképpen

v(A) = p(A\S) = (AU S) — p(5) < 0.
Ez mutatja, hogy v < p.

A létezés bizonyitasa az altalanos esetben. Rogzitsiink olyan M-beli
diszjunkt (P,) halmazsorozatot, hogy ¢(P,) < oo minden n-re, é&s ¢ = 0
a P := U*P, halmazon Kivil. Alkalmazva az el6z8 lépést minden egyes
P,-en, olyan S,, C P, halmazokat kapunk, hogy 1(S,,) = 0, tovabba

ACP, & uA)=0 = ¢(A\S,) =0.
Legyen S = U*S,, €s
0(A) = p(ANS), v(A):=p(A\S)
minden A € M-re. Akkor ¢ = v + o, tovabba o L u, mert
w(S) =Y p(Sn) =0, & o(A\S) =) =0

minden A € M-re.

10| ehesque 1910, 232-249. 0.
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Veégll v < p, mertha A € M és p(A) = 0, akkor
v(A) = p(A\S)
= @((A\P)\S) + D @((AN P)\S)
= @(A\P) + Y o((AN Py)\Sh)
= 0.

Az utolso Iépésben p( A\ P) = 0 P valasztasa miatt, &s o((ANP,)\S,) =0
S,, valasztasa miatt.

Egyértelm(iség. Meg kell mutatnunk, hogy ha v/ és ¢’ is olyan mértékek
M-en, hogy
V<, o Llp és o=1+0,
akkora o := V' — v = o — o’ el6jeles mérték azonosan nulla.
Tekintslik a megfeleld X = M u* S = M’ U* S’ felbontasokat. Tetsz6-
leges Q € M esetén
wQ@N(SUS)) < u(S) + u(s) =0,
Ugyhogy v/ és v abszol(t folytonossaga miatt o(Q N (SU S’)) = 0.
Masrészt Q N (M N M') ¢ M n M’ folytan
o(@N(MnM))=d(@Qn(MnM)) =0,
ésigy o(Q N (M N M')) = 0. Kdvetkezésképpen
o(Q) = o(@N(MNM))+0o(QN(SUS)) = 0. O

*Példa. A o-végesség feltétele nem hagyhat6 el. Tekintsiik példaul a
nem-megszamlalhaté X alaphalmaz megszamlalhatd A részhalmazaib6l és
azok komplementumaibol allo M o-gydir(it, és legyen p(A) = 0, u(X\A) =
1. Konnyen ellenérizhetd, hogy j-re nézve az M-en értelmezett ¢ szamos-
sagmeértéknek nincs Lebesgue-felbontasa.

19.5. El6jeles mértékek. Hahn- és Jordan-felbontas

Tekintsiik az X -beli P félgydriin adott ;. véges mértékhez tartoz6 integ-
ralelméletet, és jeloljik M-mel a mérhetd halmazok o-gy(rdjét. Célszer(

bevezetni az
/Afdu:—/fXAdu

jelolést.
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Altalanositsuk a hatarozatlan integral fogalmat:

19.12. Allitas. Ha létezik a mérhetd f fiiggvény integralja, akkor a
v(A) = / fdu
A

képlet o-additiv v : M — R halmazfiiggvényt definial, és v(()) = 0.

Bizonyitas. Az f fliggvény pozitiv és negativ részét képezve feltehetd,
hogy f nem-negativ m.m. Akkor az allitas kovetkezik a 17.17 allitas (f)
részébdl (160. o0.). O

A fenti példa indokolja a mértékek kovetkezd altalanositasanak a beve-
zetését:

Definicio. El6jeles mértéken olyan, félgy(riin értelmezett o-additiv
halmazfliggvényt értiink, amelyre 1(()) = 0.

Példak.

e Minden mérték el8jeles mérték is.

o Két meérték kiilonbsége, amelyek koziil legalabb az egyik véges,
el6jeles mérték.

e (Szmoljanov!?!) Tekintsiik a nem-megszamléalhatd X halmazon a
kovetkez6 gydir(t:

R:={ACX : A vagy X\A véges}.

p(A) = [A[,  p(X\A) = —|4]

képletek, ahol |A| a véges A halmaz elemszamat jel6li, el6jeles
mértéket definialnak R-en.

Az elGjeles mértékek vizsgalata igen altalanos feltételek mellett vissza-
vezethetd a mértékekeére:

11 | 4sd Gurevich-Silov 1966, 180. o.
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19.1. abra. Hahn-felbontas

19.13. Tétel. Legyen p el6jeles mérték az M o-gy(rln.
(a) (Hahn-felbontas'?) Létezik olyan X = P U* N felbontas, hogy
tetszOleges A € M-re ANP,ANN € M,
w(ANP)>0 és pu(AnNN)<O0.
(Lasd a 19.1 abrat.)
(b) (Jordan-felbontas'®) A
pt(A) :=sup{u(B) : Be M,B C A}
és
p—(A):=—inf{u(B) : Be M,B C A}
képletek olyan mértékeket értelmeznek M-en, amelyekre pp = py — p—.

Definicid. A |u| := py + p— mértéket 1 teljes valtozasanak hivjuk.

Megjegyzések.

e Abizonyitas azt is mutatni fogja, hogy . felulr6l vagy alulrol korla-
tos, ésigy a i, u— mértékek kozil legalabb az egyik korlatos. To-
vabba az els6 esethen P € M, a masodik esetben pedig N € M.

e A tételben M o-gy(ri volta Iényeges: példaul a Szmoljanov-féle
el6jeles mértéknek nincs Hahn-felbontasa. Egy ilyen felbontasra
ugyanis sziikségképpen N = (-nak kellene teljesiilnie, de akkor

12 f4ahn 1921, 404. o.
13 Jordan 1881.
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w1 nem vehetne fel negativ értékeket. A Jordan-féle felbontas sem
érvényes ebben az esetben, mert egyszer(en lathato, hogy 4 (X) =
p—(X) = oo, tehat 4 (X) — p—(X) nincs értelmezve.

e \egyiik észre, hogy o-gylrln értelmezett véges el6jeles mérték
sziikségképpen korlatos is, hiszen ha példaul alkalmas halmazso-
rozatra p(Ay) > 2™ minden n-re, akkor p(UA,,) = oc.

A kovetkezd segédtétel el6késziti a tétel bizonyitasat.

Definici6. Legyen p el6jeles mérték M-en. Az A € M halmazt nega-
tivnak hivjuk, ha x(B) < 0 A minden M-hez tartoz6 részhalmazéra.

19.14. Lemma. Legyen 1 : M — R el6jeles mérték az M o-gydirn.
(a) Ha A, B C M és B C A, akkor

wA) <oo= u(B) <oo &s u(A)>—oco= u(B) > —oc0.
(b) 1 nem veheti fel mindkét végtelen értéket.

(c) Ha A € M és u(A) < 0, akkor létezik olyan negativ A’ részhalmaza
A-nak, amelyre p(A’) < u(A).

Bizonyitas.
(a) Ez azonnal kovetkezik az u(A) = p(B) + u(A\B) egyenléségbdl,
amelyben az 0sszeg definici6 szerint értelmezve van.

(b) Ha két halmazra p(B) = oo és u(C) = —oo volna, akkor (B U C)
nem lehetne értelmezve (a) miatt.

(c) Legyen k; a legkisebb természetes szam, amelyhez talalhatd A-nak
p(Ayr) > 1/k; tulajdonsagl részhalmaza. Ha nincs ilyen &, akkor az A" :=
A valasztas megfelel. Egyébként

1(A) = p(Ar) + p(A\Ar),

ésinnen pu(A\A;) < u(A).

Legyen most k5 a legkisebb természetes szam, amelyhez talalhatd A\ A; -
nek p(Ag) > 1/ko tulajdonsagu részhalmaza. Ha nincs ilyen ko, akkor az
A" = A\ A, valasztas megfelel. Az eljarést folytatva vagy el8bb-utdbb egy
megfeleld

A= A\(A U UA,)
halmazhoz jutunk, vagy pedig A részhalmazainak olyan M-beli, diszjunkt

(A,) sorozatat kapjuk, hogy alkalmas k,, természetes szamokkal p(A,) >
1/k,, minden n-re.
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Vegylik észre, hogy az utbbbi esetben

3 < S A = (U A < oo,

hiszen U*A4,, € M és U*A4,, C A folytan u(A) < oo az el6z6 lemma (a)
része miatt. Innen kovetkezik, hogy k, — oc.
Legyen A’ := A\ U* A,,, akkor A’ € M és

pu(A) = p(A') + p(UrAy)

az additivitas miatt. Kdvetkezésképpen p(A") < p(A).

Megmutatjuk végil, hogy ha B € M és B ¢ A’, akkor u(B) < 0.
Mivel k,, — oo, k, > 2 és u(B) < 1/(k, — 1) minden elég nagy n-re.
Innen n — oo esetén a keresett 1.(B) < 0 egyenl6tlenséget kapjuk. O

A 19.13 tétel bizonyitasa.
(@) A19.14 lemma (b) része alapjan feltehetd, hogy p nem veszi fel
példaul a —oo értéket. Legyen

a = inf p(A),

ahol A végigfutja M negativ halmazait; minthogy az tres halmaz negativ
halmaz, a < 0.

Tekintsiik negativ halmazok olyan (A,,) sorozatat, amelyre p(A,) — a.
Akkor N := UA, € M is negativ halmaz, és u(N) = a. Minthogy p
nem veszi fel a —oo értéket, innen kovetkezik, hogy a > —oo, tehat a véges
szam.

Legyen P = X\N, akkor X = PU* N. Ha A € M, akkor N € M
miatt

ANNeM & ANP=A\(ANN)e M.
Tovabba IV negativitasa miatt (ANN) < 0. Hatravanméga u(ANP) > 0
egyenl6tlenség igazolasa.

Az ellentétes (AN P) < 0 esetben az el6z6 lemma alapjan volna AN P-
nek u(A") < u(ANP) tulajdonsagi negativ A’ részhalmaza. Akkor N u* A’
is negativ volna, azonban akkor a

p(NU"A') = p(N) + p(A) =a+pA) <a
egyenlétlenség ellentmondana a definicidjanak.

(b) Tegyuk fel Gjra, hogy p nem veszi fel példaul a —oo értéket, és te-
kintsik az imént kapott X = P U* N felbontast. Konnyen ellendrizhetd,

hogy
py(A) =p(ANP) & p(A)=—-p(ANN)
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minden A € M-re. Ebbdl kovetkezik, hogy ., és p— mérték, és hogy
= py — p—. Vegil a u_ mérték korlatos, hiszen

pi—(A) = —p(ANN) < —p(N) = —a < 00

minden A € M-re. O

19.6. Radon-Nikodym tétel

Az el6z06 szakasz elejéen megmutattuk, hogy a hatarozatlan integralok
el6jeles mértékek. Felmeril a kérdés, hogy mely el6jeles mértékek szarmaz-
tathatok ilyen modon. A jelen szakaszban altalanositjuk a Lebesgue-Vitali-
féle Newton-Leibniz formulat (171. 0.).

Rogzitslink az egész szakaszra valamely X -beli P félgy(ir(in értelmezett
véges p mértéket, és tekintsiik a hozzatartoz6 integralelméletet. Jeldljik a
mérhet6 halmazok M o-gy(irQjére Kiterjesztett mértéket is p-vel.

Definiciok. Legyen v el6jeles mérték M-en.

e Azt mondjuk, hogy v abszol(t folytonos p-re nézve, jelben v < p,
ha
wA)=0=rv(A4) =0.

e Azt mondjuk, hogy v mérhet6 tartoja p-re nézve, ha van olyan
M € M halmaz, hogy v(A) = 0 minden M -t6l diszjunkt A € M
halmazra.

Megjegyzés. A Hahn-felbontés felhasznalasaval konnyen lathat6, hogy
mindkét definicidban v(A) = 0 helyetta |v|(A) = 0 konkl(zi0 is érvényes.

A kovetkezd alapvetd tételben azonositunk két mérhet6 fliggvényt, ha
m.m. egyenl6k egyméassal.**

14 Ha az alabbi tételnek csak a véges mértékekre vonatkozo részét kivanjuk bizonyitani,
akkor a kovetkezd lemma (b) része elhagyhato, és elég a tétel bizonyitasanak hat l1épése koziil
csak az els6 harmat tekinteni.
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19.15. Tétel. (Radon-Nikodym'®) A
v(A) ::/fdu, Ae M (19.9)
A

formula bijekciot Iétesit a p-re nézve mérhetd és integrallal rendelkez6 f
fliggvények, valamint a u-re nézve abszollt folytonos és mérhetd tartoji
el6jeles v mértékek kozott. Emellett

e f>0mm. <= v mérték;
e fintegralhatd <= v véges (és akkor korlatos).

Definicio. A tételbeli f fliggvényt v p-re vonatkoz6 Radon-Nikodym
derivaltjanak hivjuk, és dv/du-vel jel6ljuk.

Példa. A fenti elnevezés magyarazatara jegyezziik meg, hogy ha F :
[a,b] — R abszollt folytonos fliggvény az [a, b] kompakt intervallumon a
18. fejezet értelmében, akkor a

v(I):=F(d)— F(c), I=]cd)
képlet olyan elGjeles mértéket definial az [a, b)-beli félig nyilt intervallumok
félgyd(rdjén, hogy
v(l) = /F' dp
mindezen intervallumokra a 18.4 tétel éIrteImében (171.0.).

Megjegyzés. A kovetkez6 bizonyitas nem konstruktiv. Specialis esetek-
ben konstruktiv bizonyitas is adhat6.®

Sziikségunk lesz az alabbi segédtételre:

19.16. Lemma. Tegyik fel, hogy a . mérték véges (tehat korlatos), és
legyen v a p-re nézve abszol(t folytonos mérték.

(a) Ha v nem azonosan nulla, akkor létezik olyan A € M halmaz és
e > 0 szam, hogy u(A) > 0, és

ep(ANB) <v(ANB) minden B e M-re.

(b) Létezik véges v-mértékii halmazoknak olyan diszjunkt ( F},) sorozata,
hogy barmely F' := UF,,-t6l diszjunkt, mérhet6 A halmazra a ;(A) = 0 és
v(A) = oo egyenl8ségek kozil legalabb az egyik teljestl.

15 Radon 1913 (1342-1351. 0.), Nikodym 1930 (167-179. 0.).

16 4sd példaul Rudin 1986. Ugyanitt megtalalhat6 Neumann 1940 (124-130. o.) alter-
nativ, a mer&leges vetitésen alapul6 szép bizonyitasa is.
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Bizonyitas.
() Tekintsiik minden n természetes szamra az v — n~ 'y elGjeles mér-
teknek valamely X = P, U* N,, Hahn-felbontasat, és legyen

P =UP,, N =nNN,.

Mivel v — n~!y felilr6l korlatos, P, € M minden n-re. Elég belatni, hogy
valamely n-re u(P,) > 0, hiszen akkor az A := P, és ¢ := 1/n valasztas
megfelel.

Tetsz6leges N-beli mérhetd B halmaz esetén v(B) = 0, hiszen N C N,
folytan

1
0 < v(B) < —n(B)
minden n-re. Mivel v nem azonosan nulla, innen v(P) > 0, de akkor v
abszol(t folytonossaga miatt p(P) > 0 is teljestl. A o-szubadditivitas miatt
0<pu(P) <> u(P),
ugyhogy u(P,,) > 0 legalabb egy n-re.

(b) Jeldljiik A-val azon mérhetd halmazok o-gydirdjét, amelyek befed-
het6k megszamlalhato sok véges v-mértékii halmazzal.” Az

a:=sup{u(B) : Be A}

felsd hatér felvétetik valamely F* halmazon, mert ha (B,,) C A és u(B,,) —
a, akkor F' := UB,, € Aés u(B,) < u(F) minden n-re, ahonnan u(F) =
a. Vegylk észre azt is, hogy . korlatossaga miatt o véges szam.

Meg kell mutatnunk, hogy ha valamely F-t6l diszjunkt, mérhet6 A hal-
mazra v(A) < oo, akkor (A) = 0. Minthogy F' U* A € A,

a > p(F Ut A) = p(F) + p(A) = a+ p(A);
o végessége miatt ebbdl a p(A) = 0 egyenl@ség kovetkezik. O

A 19.15 tétel bizonyitasa. A kovetkezdkben az ,,integralhatd”, ,,m.m.”,
abszol(t folytonos”, ,,mérhetd tart6j(” jelz6k mindig a ;. mértékre vonatkoz-
nak, és a rovidség kedvéért elhagyjuk a ,,u-re nézve” kifejezést.

Els6 1épés. Ha f mérhetd, m.m. nem-negativ fiiggvény, akkor a 19.12
allitas alapjan (196. 0.) a (19.9) képlet mértéket definial. Ez a v mérték p-
re nézve abszol(t folytonos, mert ;1(A) = 0 esetén fx4 = 0 m.m., és igy
v(A) = 0. Tovabba v mérhet6 tartoju is, hiszen f eltlinik valamely mérhet6
halmazon kivil a 19.5 lemma miatt (186. 0.), és ezen a halmazon kiviil v

17 sz0kas ezeket a halmazokat v-re nézve mérhetGknek vagy o-végeseknek is nevezni.
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is eltinik. A definiciobol az is vilagos, hogy integralhatd f-re a v mérték
korlatos.

Az altalanos eset a fentiekbdl kovetkezik f pozitiv és negativ részeinek
a szétvalasztasaval.

Masodik lépés. Megmutatjuk f egyértelm(ségét. Ha a ¢ fuggvény is
analog tulajdonsagokkal rendelkezik, akkor a h kiilonbségikre [, h dy =
0 minden A € M esetén. Valasszunk m.m. h-hoz tartd (y,) lépcsds
fuggvénysorozatot. Akkor [ ¢,k du = 0 minden n-re, és ¢,,h — h* m.m.
A Fatou-lemmat (153. 0.) alkalmazva innen [ h? du = 0, tehat h = 0 m.m.
a 17.9 kdvetkezmény (c) része alapjan (150. o0.).

Harmadik lépés. Legyenek 1 és v véges mértékek, és tegyiik fel, hogy
v abszollt folytonos. Jel6ljiik F-fel mindazon integralhatd és m.m. nem-
negativ f fiiggvények halmazét, amelyekre

/AfdMSV(A)

minden A € M esetén. Minthogy v véges és igy korlatos, az

Q= sup / fdu
feF
képlet nem-negativ (mert 0 € F), véges szamot definial.

A felsd hatér felvétetik. Legyen ugyanis (f,,) € F olyan sorozat, hogy

/fnd,u_>0%

akkor g,, := max{fi,..., fn} € F minden n-re. Ugyanis minden A € M
halmaznak van olyan A; U* --- U* A,, particibja, hogy g, = f; mindegyik
Aj-n, és ekkor

Agnduzjz:;/quj duS;V(Aj)ZV(A)-

Beppo Levi tétele alapjan a g,, fliggvények egy integralhatd és m.m. nem-

negativ f fliggvényhez tartanak m.m. Alkalmazva a Fatou-lemmata (x ag»)

figgvénysorozatra, az [, gn dp < v(A) egyenl6tlenségekbdl kovetkezik,

hogy f € F. Végul a m.m. érvényes f,, < g, < f egyenl&tlenségekbdl és

az [ fn du — « relaciobol a keresett [ f du = o egyenl6ség adodik.
Befejezésil megmutatjuk, hogy a

v(A) =v(A) — /Af dp, AeM
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képlettel definialt véges mérték azonosan nulla. Ellenkezd esetben az el6z6
lemma (a) része alapjan volna olyan A € M halmaz és £ > 0 szdm, hogy
u(A) >0, és
ep(ANB) <v(ANB)— fdp
ANB
minden B € M-re. Minthogy f € F miatt

0<v(B\A) - B\Af dp,

a két egyenl6séget dsszeadva azt kapjuk, hogy

en(AN B) <v(B) —/ fdu,
B
vagyis
/Bf T exa dp < v(B)

minden B € M-re. igy f +exa € F, ez azonban lehetetlen, mert

/f+5XAd,U:/fd,u+€,u(A):a—i—Eu(A)>a.

Negyedik lépés. Legyen . véges mérték, v pedig abszolat folytonos,
mérhetd tartdji mérték. Ha (F,) az el6z6 lemma (b) része altal biztositott
halmazsorozat, akkor barmely F,,-re alkalmazhatd az el6z6 lépés a . és
v mértékek F,-re vett leszlkitéseire. Jeldljik f,-nel a megfelel6 Radon-
Nikodym derivaltat. Ertelmezziik az f fliggvényt az f := f, képlettel az
F, halmazokon, és az f := oo képlettel a UF,, halmaz £ komplemen-
tuman. Vilagos, hogy f mérhetd, és m.m. nem-negativ. Igazoljuk a (19.9)
egyenl@séget.

Mivel minden A € M az An E és AN F,, halmazok diszjunkt unioja,
és mivel f,, értelmezése folytan

v(ANF,) = / fn dp

ANF,
minden n-re, elég megmutatnunk, hogy

v(ANE) = / oo dy;
ANE

ezeket 0sszeadva ugyanis (19.9) kovetkezni fog.
Hav(ANE) = oo, akkor v abszolut folytonossaga miatt (AN E) > 0,
ésigy [,z 00 diu = oo. Egyébként u(ANE) = 0 az E halmaz értelmezése
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miatt; innen nyilvan fAmE oo dp = 0, mésrészt v(A N E) = 0 az abszol(t
folytonossag miatt.

Otodik lepés. Legyen y tetsz6leges, v pedig abszol(t folytonos és mér-
hetd M tartdju mértéek. Legyen M = U*M,, ahol u(M,) < oo min-
den n-re. Alkalmazva az €l6z8 lépést minden M,,-re, az f, fliggvényeket
kapjuk. Ertelmezziik az f fiiggvényt az f := f,, képlettel az M,, halma-
zokon, és az f := 0 képlettel az M halmaz komplementuman. Vilagos,
hogy f mérhet6, é&s m.m. nem-negativ. Végul minden A € M-re fennéll a
kovetkezd egyenlbség, amely (19.9)-et bizonyitja:

V(A) =v(ANM) =) v(AnM,)
=X f 0 = [

Hatodik Iépés. Ratérve az altalanos esetre, Jordan tétele (197. 0.) alapjan
v két olyan v, és v_ mérték kiilonbsége, amelyeknek legalabb az egyike
korlatos. Tovabba a konstrukciojuk miatt ;. mérhet6 tartdjan Kivil ezek is
eltlinnek. Az edigiek alapjan léteznek tehat olyan mérhetd és m.m. nem-
negativ f4 fiiggvények, amelyek koziil legalabb az egyik integralhat6, és
amelyek teljesitik a (19.9) egyenl8séget f és v helyett f1-szal és v -szal. A
két egyenl8ség kiillonbségét véve (19.9) adodik. O

A Radon-Nikodym tétel segitségével messzemenden altalanosithatd a
helyettesitéses integralas szabalya.'® Ha adva van egy masik v mérték is
M-en, akkor tekintsiik a v véges részéhez tartoz6 integralelméletet is. Az
integral konstrukcibja folytan a v-re nézve mérhet6 halmazok A rendszere
része M-nek.

19.17. Allitas. Legyen v a u-re nézve abszol(t folytonos és mérhetd tar-
toj0 mérték, és jeloljuk a rovidség kedvéért f-fel a dv/du Radon-Nikodym
derivaltat. Ha az [ ¢ dv integral létezik, akkor az [ gf dy integral is létezik,
és

/ gf dp = / g dv. (19.10)

18 A kovetkezd allitas kiterjeszti Euler 1769 (303. 0.), Lagrange 1773 (624. 0.) és Jacobi
1841 (436. 0.) klasszikus eredményeit.
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Bizonyitas.

(@ Ha v(P) = 0, akkor f = 0 P-n u-m.m., Ggyhogy u(P) = 0.
Ugyanis f-et P pontjaiban 0-val helyettesitve az (j fliggvény is teljesiti a
Radon-Nikodym derivaltra kirott feltételeket, marpedig a Radon—Nikodym
derivalt p-nullahalmazt6l eltekintve egyértelmdi.

(b) Tegyuik fel egyel6re, hogy a ;. mérték véges (tehat korlatos). Ha g va-
lamely M-beli halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor (19.10) a Radon—
Nikodym tételbeli (19.9) egyenl@ségre redukalodik. Véges v-mértéki hal-
mazok karakterisztikus fiiggvényeinek a linearis kombinacioit véve adodik,
hogy (19.10) v-lépcs6s fliggvényekre is fennall. (A . mérték végessége mi-
att ezek p-lépcsések is.)

Ha v-lépcsés fliggvények (g,,) sorozatéra g, " g v-m.m., ahol g v-
integrélhato, akkor (g, f) v-mérhet6 fliggvények olyan sorozata, hogy g, f
gf v-m.m. Az (a) pont szerint ez a relacid u-m.m. is érvényes, (gyhogy
Beppo Levi tétele alapjan g eleget tesz (19.10)-nek.

Minthogy minden v-integralhato fliggvény két fenti tipust fiiggvény kii-
I6nbsége, innen adodik, hogy (19.10) minden v-integralhato fliggvényre tel-
jestil.

(c) Véges 1 mértékek esetén a bizonyitas befejezéséhez elegendd meg-
mutatnunk, hogy (19.10) fennall minden olyan ¢ fliggvényre is, amely v-
m.m. nem-negativ, &s amelynek létezik a v-integralja. A g, := min{g,n}
fliggvények v-integralhatbak, tehat az el6z6 1épés alapjan

/gnfdﬂ—/QTL dv

minden n-re. Tovabba g,, /" g v-m.m., ahonnan (a) miatt g, f " ¢gf pu-m.m.
Alkalmazva az altalanositott Beppo Levi tételt innen (19.10) adodik.

(d) Ha p nem véges, akkor valasszunk olyan diszjunkt (P,) C M hal-
mazsorozatot, hogy v(F,) < oo minden n-re, és v, f eltlnnek U*P,,-en
kivil. Alkalmazva mindegyik P,, halmazon az el6z6 lépésbeli eredményt, a
keresett egyenl8séget kapjuk:

/Qfd,u—Z/Xpngfdu—Z/Xpngdu—/gndu. O

A Radon—Nikodym tétel méasik alkalmazasként tanulmanyozzuk a mér-
tekek kiterjesztésének egyértelmiiségét. A kovetkez6 eredmény Iényegesen
altalanositja a 19.2 allitast (181. 0.):

19.18. *Allitas. Ha valamely v : M — R mérték megegyezik p-vel
P-n, akkor valbjaban ;. = v az egész M-en is.
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Bizonyitas. Tetsz6legesen adott M € M-re tekintsik p és v lesziikitését
{MNA : Ae M}-re. A leszlkitett mértékeket tovabbra is ugyanugy
jeldlve v abszolit folytonos és mérhet6 tartdju p-re nézve. (Az utdbbi tu-
lajdonsag a 19.5 lemmabdl kovetkezik, 186. 0.). A megfelelé f := du/dv
Radon-Nikodym derivalt egyértelm(isége miatt eléeg megmutatnunk, hogy

/gfduz/gdu

minden {M N A : A € M}-beli halmaz g karakterisztikus fliggvényeére.
Ennél tdbbet igazolunk: az egyenléség minden olyan mérhetd fliggvényre
teljestl, amelyre a jobboldali integral értelmezve van.

Az egyenl8ség a Radon-Nikodym tételbdl kdvetkezik, ha g valamely
P-beli P halmaz karakterisztikus fuggvénye, mert v(P) = u(P). Innen
kovetkezik az egyenléség minden (u-re nézve) lépcsés fliggvényre, majd a
Beppo Levi tétel alapjan minden Cy-beli g fliggvényre, végil pedig kilonb-
ségképzéssel minden p-integralhatd fliggvényre is. Az altalanos eset ezek
utan az altalanositott Beppo Levi tétel alkalmazasaval, majd Gjabb kiilonb-
ségképzéssel adodik. O

19.7. * Mértékek Kiterjesztése o-algebrakra

Az eddig felépitett integralelmélet zavar6 vonasa, hogy a konstans fiigg-
vények, illetve az alaphalmaz nem mindig mérhet6ek, és igy az integraljuk,
illetve a mértékiik sincs mindig értelmezve. Ezen azonban kdnnyen segithe-
tink:

Definicio. Az f fuggvény lokalisan mérhetd, ha fx p minden P € P-re
mérhetd.

Megjegyzések.

e Ha f lokalisan mérhet6, akkor az fg szorzat minden mérhetd ¢
fliggvényre mérhet6. Lépcsbs g fliggvényekre ez azonnal kovet-
kezik a definiciobol. Az altalanos esetben rogzitsiink m.m. g-hez
tartd (i, ) Iépcsés fliggvénysorozatot. Akkor az f¢,, fliggvények
mérhetbek, és fp, — fg m.m., tehat fg is mérhetd.

e A mérhet8ség maga utan vonja a lokalis mérhetdséget.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



208 19. Integral mértékterekben

e A konstans fiiggvények mindig lokalisan mérhet6ek. Ha mérhet&ek
is, akkor a mérhet8ség és a lokalis mérhet8ség fogalma egybeesik.
Ez a helyzet példaul a 17. fejezetben tanulmanyozott X = R e-
setben, altalanosabban R -ben, valamint a valoszinliségszamitasi
alkalmazéasokban.

A 17.16 allitas (157. 0.) bizonyitasanak egyszer(i adaptalasaval adodik a

19.19. Allitas.

(a) A konstans fliggvények lokalisan mérhet6ek.

(b) Ha f lokalisan mérhet6, és f = g m.m., akkor g is lokalisan mérhetd.

(c) Ha F : RY — R folytonos, és fi,..., fn Véges értékd, lokalisan
mérhetd fuggvények, akkor a h := F(f1,..., fn) Osszetett fuggvény is
lokalisan mérhetd. Specialisan, ha f, g véges érték( és lokalisan mérhet6
fuggvények, akkor |f|, f + g, f — g, fg, max{f, g} és min{f, g} is
ilyenek.

(d) Ha f lokalisan mérhetd fuggvény és f # 0 m.m., akkor 1/ f is lokalisan
mérhetd.

(e) Ha f lokalisan mérhetd, ¢ integralhato, és |f| < g m.m., akkor f is
integralhato.

(f) Ha lokalisan mérhetd fliggvények ( f,,) sorozatara f,, — f m.m., akkor
f is lokalisan mérhetd.

Tovabb altalanositjuk az integralt is:

Definicio. Legyen f lokalisan mérhetd fliggvény.
e Ha f nem-negativ m.m. és nem integréalhato, akkor legyen [ f dx
= OQ.

e Ha f, és f_ kozil legalabb az egyik integralhat6, akkor legyen
/fd:c:/f+d:r—/f_dac.
Megjegyzések.

e Ha f, és f_ egyike sem integralhatd, akkor a jobboldali 0sszeg
nincs értelmezve.

e Ha f integréalhatd, akkor f, és f_ is az, és az integrél linearitasa
folytan visszakapjuk a korabbi definiciot.

e Az ,integralhat6” jelz6t tovabbra is fenntartjuk arra az esetre, ami-
kor az integral véges.

© Typotex Kiado
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Az integralasi szabalyokra vonatkoz6 17.17 allitas (160. 0.) sz0 szerint
érvényben marad, a bizonyitasbhan is csak a (d) részben kell » mérhet&sége
helyett annak lokalis mérhet&ségére hivatkozni.

Az integral utan altalanositsuk a mértéket is:

Definicio. Az A halmaz lokalisan mérhetd, ha a karakterisztikus fligg-
vénye lokalisan mérhet6.

Megjegyzés. Az X alaphalmaz mindig lokalisan mérhet6. A 19.5 lemma
alapjan (186. 0.) X pontosan akkor mérhet6, ha befedhet6 megszamlalhatd
sok P-beli (tehét véges mérték() halmazzal.

A lokalisan mérhet6 halmazok struktlrajanak a leirasahoz vezessiik be a
kovetkezd fogalmat:

Definici6. X-beli o-algebran olyan X-beli o-gyfir(it értiink, amely tar-
talmazza X -et. Ekvivalens modon X -beli halmazok M rendszere o-algebra,
ha teljesiti a kovetkez6 feltételeket:

e ) eM;
e ha A € M, akkor X\ A € M;
e ha (A,,) diszjunkt M-beli halmazsorozat, akkor U* A,, € M.
Példaul {0, X'} és 2% X-beli o-algebrék.
Kodnnyen igazolhat6 a 17.18 allitas (162. 0.) alabbi valtozata:
19.20. Allits.
(@) A lokalisan mérhet halmazok o-algebrat alkotnak.
(b) Ha f lokalisan mérhet6 fliggvény, akkor az

{f>ch, {f<eh, {Fzeh, {F<e}

halmazok lokalisan mérhetéek minden ¢ € R-ra. Megforditva, ha a
négyféle halmaz egyike minden ¢ € R-re lokalisan mérhetd, akkor f is
lokalisan mérhetd.

Az eddigiek alapjan a
p(A) == / XA dp

képlet lehet6ve teszi a p mérték Kiterjesztését a lokalisan mérhet6 halmazok
M o-algebrajara. Ervényes a 19.6 allitas (187. 0.) kdvetkezd valtozata:
19.21. Allitas.

(a) TetszOleges véges i : P — IR mértékbdl kiindulva a fenti modon nyert
i M — R mérték teljes.

© Typotex Kiado
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(b) Megforditva, barmely teljes mértek megegyezik a véges részebdl kiin-
dulva kapott 1 : M — R mértékkel.

©) Altalanosabban barmely mérték a véges részébdl kiindulva kapott 1 :
M — R mérték lesziikitése.

Megjegyzés. Az allitas alapjan a félreértés veszélye nélkiil beszélhetiink
egy tetszéleges mértéktér szerinti integralrol, azon a mérték véges részéhez
rendelt integralelméletet értve.

Bizonyitas.
(a) egyszerien adodik a 19.6 allitasbol, ha megjegyezziik, hogy p(A) =
oo minden A € M\ M halmazra.

(b) és(c). Legyenpp: P — Rag: R — R mérték véges része, és
i : M — R a fenti modon Kiterjesztett mérték. Elegendd megmutatnunk,
hogy R C M, és o(A) = u(A) minden A € R-re.

Ha A € Rés P e P,akkor AN P € R, hiszen P C R; tovabba ¢
monotonitasa és P értelmezése miatt

0(ANP) < p(P)=p(P) < cc.
Innen P defin'lci()ja miatt A NP € P, tehat speciélisan ANP e M. Fi-

......

Hatra van A € R esetén a p(A) = g( ) egyenloseg igazolasa. Ez
nyilvanvalo, ha mindkét oldal végtelen. Ha o(A) < oo, akkor A € P, tehat

n(A) = o(A).

Ha u(A) < oo, akkor x 4 integralhato, és igy mérhet6. A 19.5 lemma
alapjan (186. 0.) van olyan diszjunkt (P,) C P sorozat, hogy A C U*P,.
Mivel A € R, P,-t AN P,-nel helyettesitve az is feltehetd, hogy A = U*P,

Akkor
o(A)=> o(Py) =Y P, =

mert P-n o = p. O

Mindazonaltal a kovetkez6 megjegyzések mutatjak, hogy a o-algebra
és a lokalis mérhet6ség nem olyan hasznos fogalmak, mint a o-gy(ir{i és a
mérhet6ség:

Megjegyzések.

e Azt varhatnank, hogy a Radon-Nikodym tételbeli (19.9) képlet
kolcsonosen egyértelm( megfeleltetést létesit a lokalisan mérhetd
f fuggvények és az abszolt folytonos el6jeles mértékek kozott. A
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valasz azonban nemleges: minden lokalisan mérhet6 fliggvény e-
I16jeles mértéket definial ilymodon, de nem minden el6jeles mérték
ilyen alak(.*®

Tonelli tétele a szukcessziv integralasrol nem marad érvényben a
most altalanositott integralra: a 191. oldali ellenpéldakban szerepl6
f fuggvények lokalisan mérhetdek.

A mértékek egyértelm Kiterjesztésérdl szo16 19.18 allitas (206. 0.)
nem marad érvényben az M o-algebrara. 2° Tekintsiik ugyanis
a nem-megszamlalhatd X alaphalmaz véges részhalmazainak a P
félgydirjén az azonosan nulla ; mértéket. Akkor M a megszam-
lalhatd részhalmazokbol all, M pedig a megszamlalhato halma-
zokbol és azok komplementumaibdl. Tovabba az integralelmélet
alapjan kapott i : M — R mérték is azonosan nulla. Azonban
végtelen sok mas kiterjesztést is kaphatunk: legyen tetszélegesen
rogzitett pozitiv o szamra v(A) = 0 és v(X\ A) = a minden meg-
szamlalhatd A C X halmazra.

19 4sd példaul Halmos 1950, 122. o.
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20 E7t a példat Czach LaszIlo kozblte a szerzével.
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6. rész

FUggvényterek
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Mindennek ellen lehet allni, csak a kisértésnek nem.
0. Wilde

A funkcionalanalizis a folytonos fuiggvények C'(I) terének mélyebb vizs-
galataval kezd6dott, ahol I korlatos és zart intervallum. A | fliggvényterek”
gondolata mar Riemann doktori disszertaciojaban (1851) felmerilt. Dini
(1878) megmutatta, hogy monoton fliggvénysorozatokra a pontonkénti kon-
vergencia maga utan vonja az egyenletes konvergenciat. Ascoli (1883) elég-
séges feltételt adott C'(I)-beli halmazok kompaktsagara. Ezen alapult Peano
tétele (1886), miszerintaz «’ = f(t, x) alaki differencialegyenletek minden
folytonos f esetén megoldhatok: a Lipschitz-feltétel csak az egyértelmiség-
hez sziikséges. Arzela (1889) megmutatta, hogy Ascoli feltétele sziikséges
is a kompaktsaghoz.

Weierstrass (1885) bebizonyitotta a polinomok slrliségét C'(I)-ben. Le
Roux (1895) és \Wolterra (1896-1897) integralegyenletek széles osztalyara
igazoltak egzisztencia- és unicitastételeket. Fredholm (1900) felfedezte, hogy
az integralegyenletek altalanos elmélete Iényegesen egyszer(ibb, mint ahogy
korabban képzelték. Riesz (1910) elegans jellemzést adott C'(I) duélis terére.

Cantor halmazelméleti munkassaganak a hatasa alatt Borel (1894), Baire
(1899) és Lebesgue (1901-1902) kiszélesitették a tanulmanyozandd fliggvé-
nyek osztalyait. Hadamard iranyitasaval készitett doktori értekezésében Fré-
chet (1906) bevezette a metrikus tereket, valamint a kompaktsag, teljesség és
a szeparabilitas fogalmat. Riesz (1907) és Fischer (1907) bebizonyitottak a
Lebesgue-integralon alapuld fliggvényterek teljességét, Riesz (1907, 1910)
és Fréchet (1907) jellemezték e terek dualisait, és a tudomanyag robbanas-
szer(i fejlédésnek indult.

A torténeti aspektusokat mélyebben elemzik a kdvetkezd munkak: [32],
[42], [54], [87], [97], [168], [280], [315], [340], [364].

A konyvnek ez a befejez6 része szintézisul is szolgal: mig az el6z6
négy rész nagyjabol egymastol fliggetlen, és csak az els6 rész (topologia)
eredményeit hasznalja szisztematikusan, addig most gyakran alkalmazzuk
mind az 6t korabbi rész eredményeit.

Az eldz6 részektdl eltéréen nem alltunk ellen a kisértésnek, hogy ugyan-
azt az eredményt idénként tobbféleképpen is igazoljuk: vagy azért, mert nem
tudtunk valasztani tobb szép és elegans bizonyitas kozott, vagy pedig azeért,
hogy valamely fontos kérdés kiilonb6z8 szogekbdl torténd megvilagitasa
réveén el8segitsiik a ttmakdr mélyebb megértését.
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20. fejezet
Folytonos figgvények terei

A matematika szempontjabol szazadunkat akar a Fliggvénytan szazada-
nak is nevezhetnénk. ..

V. Volterra, 1900
Ebben a fejezetben K betlivel mindig kompakt Hausdorff-teret jeldlink.

Emlékeztetiink arra®, hogy az f : K — R folytonos fiiggvények C(K) tere
Banach-tér a

|7l = max |£(2)

normara nézve, és hogy a megfeleld konvergencia a K -n vett egyenletes kon-
vergencia. Csak néhany alaperedmény ismertetésére szoritkozunk. 2
A C(K) terek csak érdektelen, degeneralt esetekben reflexivek. Adjunk
két példat:
Példak.
e Tekintsik az X := C(I), I := [0, 1] térben az

:{fEC(I) : f(0)=0 és / f(t) dt—l
zart, affin lineéaris alteret. Ennek az altérnek nincs minimalis normaj

eleme, Ugyhogy a dist (0, M) tavolsag nem vétetik fel. A nyilvan-
valo, minden f € M-re érvényes

1=/ 0 dt < 1l 201)

1 Topologia, 1. kotet, 4., 8., 42.,51., 61., 70. o.
2 Bévebb ismeretanyag talalhat6 Gillman-Jerison 1960 és Semadeni 1971 munkaiban.
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216

ntl . . ;

20.1. abra. f, grafja

becslésbdl ugyanis egyrészt dist (0, M) > 1. Mésrészt az

ha0 <t <2/(n+1), -,
n=12 ...

(n+1)%t/(2n)
ha2/(n+1)<t <1,

n(t) =
falt) {(n +1)/n
képlet (lasd a 20.1 &brat) olyan M-beli ( f,,) fliggvénysorozatot de-

finial, amelyre || f,.||co = (n 4+ 1)/n — 1, tehat dist (0, M) = 1.
Azonban a tavolsag nem vétetik fel, mert a (20.1)-beli egyen-
0

I6tlenség minden f € M-re szigor( f folytonossaga és az f(0) =
0 feltétel miatt. A 14.25 allitas alapjan (75. 0.) a C'(I) tér nem lehet

tehat reflexiv.
e Tekintsik X := C(I)-ben, ahol I = [-1,1],a

1
o(f) = / (sen t) £ () dt

-1

linearis funkcionalt. A nyilvanval6

1
o(f)] < / OELIN (20.2)

becslés mutatja, hogy  folytonos, és ||¢|| < 2

© Komornik Vilmos
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20.2. dbra. g, grafja

Masrészt a

-1 ha-1<t<-1/n,
gn(t) :=qnt  ha—1/n<t<1/n,
1 hal/n<t<1

képlet (lasd a 20.2 abréat) olyan egységnormaju (g, ) sorozatot defi-
nial, amelyre ©(g,,) — 2. Tehat ||| = 2.

De a norma nem vétetik fel, mert ha f/ € X nem azonosan
nulla, akkor |p(f)| < 2|/ f|le. Ugyanis csak akkor allhatna fel
egyenl8ség (20.2)-ben, ha (sgn t) f(¢) konstans volna [—1, 1]-ben,
ez pedig csak az azonosan nulla figgvényre teljesiil.

Alkalmazva ismét a 14.25 allitast C'(1) nem lehet tehat reflexiv.

A nem-reflexivitasra késébb direkt bizonyitast is adunk (252. 0.).

A reflexivitas hianyanak ellenére e terek gyakran el6fordulnak az alkal-
mazasokban, Ggyhogy indokolt a jelen fejezetet a tanulmanyozasukra szen-
telni.
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-1 -08 —06 —04 020 02 04 06 08 1
t

20.3. dbra. ¢ grafja R = 1 esetén

20.1. Weierstrass approximacios tételei

Korabban® mar igazoltuk a kovetkezd fontos tételt:

20.1. Tétel. (Weierstrass®) Legyen f : [a,b] — R korlatos és zart inter-
vallumon értelmezett, folytonos fliggvény. Létezik olyan (p,,) algebrai poli-
nomsorozat, amelyik egyenletesen tart f-hez [a, b]-ben.

A tételbdl az is kovetkezik, hogy C([a,b]) szeparabilis: a racionalis
egyutthatos polinomok [a, b]-re vett lesz(ikitései megszamlalhato, srd al-

teret alkotnak.
Fontossagara valo tekintettel ismertetjiik a tétel Landautdl ° szarmazo

bizonyitasat is. Vezessik beaz R = b — a és

R?—t? halt| <R,
q(t) :=
0 ha|t| > R

jeloléseket (lasd a 20.3 abrat). Igazoljuk el8szor a kdvetkezé segédtételt:

3 ElIs6 kotet, 8.9 tétel, 184. o.
4 \Weierstrass 1885, 5. 0.
5 Landau 1908.
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20.2. Lemma. Tetsz6legesen rogzitett & > 0-ran — oo esetén

f|t|>6 q(t)n dt -
oo a(t)mdi

Bizonyitds. A § > R eset nyilvanval6 Iévén feltehet6, hogy 6 < R.
Figyeljuk meg, hogy ¢ folytonos, paros, a (0, R) intervallumban pozitiv és
szigortian monoton fogy0, a (— R, R) intervallumon Kivil pedig nulla. Ebbdl
kovetkezik, hogy

/ ()" dt < (2R — 26)(8)" < 2Rq(5)"
t|>0

és
[ atwraes [ o ae> sy
—o00 [t|<5/2
ahonnan
" dt n
osf‘t'”sq() SE( 400) )"
S at) dt q(9/2)

Befejezésiil jegyezziik meg, hogy az utolso kifejezés n — oo esetén nullahoz
tart, mert 0 < ¢(9) < ¢(6/2). O

A 20.1 tétel bizonyitasa. Sziikség esetén affin fliggvény hozzaadasaval
feltehetd, hogy f(a) = f(b) = 0. Terjesszik ki f-et nullaként az egész
R-en értelmezett, folytonos fliggvényre. \egyiik észre, hogy f egyenletesen
folytonos, igyhogy 6 \, 0 esetén®

w(f,8) = sup {|f(z) = f(t)] : |z —t| < 5} —0.

Bevezetven =1,2,...-rea
Cn = / gt)dt & Qn(t) =c, qt)"
jelolést,
Qn >0 R-en, (20.3)
2(t)=0 ha [t >R, (20.4)
/ Qn(t) dt = 1. (20.5)

6 w(f,d)-t f egyenletes folytonossagi modulusanak hivjuk.
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-1 -08 -06 -04 020 02 04 06 08 1
t
20.4. dbra. 1, Q2 és Q3 grafja R = 1 esetén
Tovabba az el6z6 lemma miatt minden rogzitett 6 > 0-ra
Qn(t)dt —0 ha n— oo; (20.6)
[t|>d
lasd a 20.4 abrat.
Legyen

:/oo FO)On(x — 1) dt, zcR.

Alkalmazva (20.3)-at és (20.5)-6t minden val6s z-re fennall a kdvetkezd
becslés:

@)= a0 = | [ (7@) ~ @) @ulo — ) (20.7)
< [ M@ - 10— a
xr) — nlx—1)d
) HOQut ) a

< w(f.6) +2/|f |0 / @) ds
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Tetszblegesen rogzitett e > 0-hoz valasszunk olyan ¢ > 0-t, hogy w(f,d) <
/2, majd (20.6) alkalmazasaval valasszunk olyan N-et, hogy

2] f1lo Qn(s)ds <e/2 minden n > N-re.
|s|>d

Akkor (20.7) alapjan |f(x) — pn(x)| < € minden z € R-re ésn > N-re.

Befejezésil mutassuk meg, hogy p,-nek [a, b]-re vett lesz{ikitése poli-
nom. Alkalmazva (20.4)-et és felhasznalva, hogy f eltlinik [a, b]-n Kivdl,
minden a < x < b-re érvényes a kdvetkezd egyenl6ség:

pn(z) = /oo f)Qn(z —1t)dt
R
_ / FOe (R — (x — )" dt
z—R
= /b ft)en H(R? — (z — t)*)™ at.

Minthogy alkalmas a;(t) polinomokkal

i H(R? — (z —t)? Zaj 7,

innen adodik, hogy

2n b
= bjad, ahol b; = / f(t)a;(t) dt. O
=0 “

Megjegyzés. A most ismertetett bizonyitas példat szolgaltat a konvol-
cioval valo regularizalasra. Ezt a technikéat gyakran alkalmazzak fliggvény-
terekbeli halmazok sfirliségének az igazolasara. ’

Weierstrass hasonl6 eredményt kapott periodikus fliggvényekre is. A
folytonos és 27-periodikus fliggvények Cs, rendszere zart lineéris altere a
B(R) Banach-térnek, igy maga is Banach-tér a ||| normara nézve.

20.3. Tétel. (Weierstrass®) Tetszéleges f € Ca-hez talalhat6 olyan (p,,)
trigonometrikus polinomsorozat, amely R-en egyenletesen f-hez tart.

7 Lasd a 21.3 szakasz hivatkozasait, 267. o.
8 \Weierstrass 1885.
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t

20.5. &bra. ¢ grafja R = 1-re

Megjegyzés. Emlékeztetiink arra, hogy trigonometrikus polinomokon
az

1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sindt, ...
fliggvények véges linearis kombinacioit értjik. A

2 cos kt cosmt = cos(k — m)t + cos(k + m)t,

2sin kt sinmt = cos(k — m)t — cos(k +m)t
és

2sin kt cosmt = sin(k — m)t + sin(k + m)t

azonossagok felhasznélasaval konnyen lathato, hogy két trigonometrikus poli-
nom szorzata is az.

A kovetkezd bizonyitas de la Vallée-Poussint8l szarmazik.®

Bizonyitas. Bevezetve a

() = 1+cost halt| <,
=0 ha [t > =

fuggvényt (lasd a 20.5 abrét), az el6z6 bizonyitas sz6 szerinti megismétlésével
adodik, hogy p, — f egyenletesen R-en. (Alkalmazzuk a 20.2 lemmat
R = 7-vel)

9 de la Vallée-Poussin 1908.
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Hatra van annak a megmutatasa, hogy p,, trigonometrikus polinom. Ez

pn(x) = /00 f)Qn(x —1t) dt
T+
=t / F()(1 + cos(x —t))™ dt

n

=t i F@)(1 4 cos(x —t))" dt

n

s
=c,! f(t)(1 + coszcost +sinzsint)” dt
—Tr

n
=ag + Zakcoskx + by sin kx
k=1

egyenléségekbdl lathatd, ahol ay és by, alkalmas valos szamok. A harmadik
egyenldség az integrandus 27-periodikussagabol, az utols6 pedig abbol ko-
vetkezik, hogy trigonometrikus polinomok szorzata is trigonometrikus poli-
nom. U

Megjegyzés. Weierstrass tételeire késébb még tovabbi bizonyitasokat is
adunk.°

20.2. * Stone—Weierstrass tétel

Stone messzemenden altalanositotta Weierstrass tételeit.

Definicid. A C(K) tér M lineéris alterét rész-algebranak hivjuk, ha
f,g € M esetén fg € M is teljesl.

10| 45d a 232. &s 234. oldalakat. Igen egyszer(i bizonyitast adott Lebesgue is 1898-
ban, amelyet tovabb egyszer(sitett 1922-ben. Jackson 1911, 1912 tanulmanyozta a kdzelités
hibajat a fliggvény regularitasanak a fuiggvényében. Miintz 1914, Szasz 1915-16, Clarkson—
Erd6s 1943 altalanositott polinomokat is vizsgaltak. Lasd még a kovetkezd konyveket:
Ahiezer 1951, Cheney 1982, Jackson 1930, Natanszon 1950, Rudin 1986.
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20.4. Tétel. (Stone-Weierstrass'!) Legyen K kompakt topologikus tér,
M pedig C(K) olyan rész-algebraja, amely tartalmazza a konstans
flilggvényeket, és szétvalasztja K pontjait: barmely két killonb6z6 x,y € K
ponthoz van olyan h € M fliggvény, hogy h(x) # h(y). Akkor M siri
C(K)-ban.

Peéldak.

e Legyen K kompakt intervallum R-ben. Az algebrai polinomok K -
ra vett lesz{ikitéseinek M halmaza teljesiti a 20.4 tétel feltételeit.
1gy specialis esetként visszakapjuk Weierstrass 20.1 tételét.

e Altalanosabban, ha K kompakt halmaz R” -ben, akkor az N -valto-
z0s algebrai polinomok C'(K)-beli részalgebréja is teljesiti a 20.4
tétel feltételeit.

e Legyen K az R2-beli egységkorvonal. A T(s) := (coss,sins)
fliggvény segitségével értelmezett f — foT megfeleltetés izomet-
rikus izomorfizmus a C'(K) és Ca, Banach-terek kdzott. Tovabba
a kétvaltozos algebrai polinomok a trigonometrikus polinomoknak
felelnek meg. Igy visszakapjuk Weierstrass 20.3 tételét.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a vektorhal6 fogalmat (142. 0.).

A 20.4 tétel bizonyitasa.
Els6 lépés. Haa f,, — f és g, — g C(K)-ban, akkor f,g, — fgis
teljesul, mert
19 = fugnlloo < If = fallollglloe + [[frllocllg — gnlloc — 0.

Kovetkezésképpen az M részalgebra M lezéréasa is részalgebraja C(K)-
nak.

Masodik lépés. Az M zart részalgebra vektorhalo is. TetszGlegesen
rogzitett b € M-re legyen ugyanis T > ||k ||«. A 20.1 tétel szerint talalhatok
olyan p,, polinomok, hogy p,(x) — |z| egyenletesen [T, T]-ben. Akkor
pnoh € M, ésp, oh — |h| egyenletesen K-n, (gyhogy |h| € M.

A kovetkezd allitas befejezi a tétel bizonyitasat. O

20.5. Allitas. (Kakutani-Krein'?) Legyen K kompakt topologikus tér,
M pedig C'(K)-beli vektorhalo. Tegylk fel, hogy 1 € M, és hogy M

11 Stone 1937, 1947/48.
12 Kakutani 1941 (1004-1005. 0.), Krein—Krein 1940.
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szétvalasztja K pontjait: barmely két killénbdz6 =, y € K ponthoz van olyan
h € M flggvény, hogy h(x) # h(y). Akkor M siirli C(K)-ban.

Bizonyitas. Tetszlegesen rogzitett f € C(K) fuggvényhez ése > 0
szamhoz olyan g € M fliggvényt keresiink, amelyre || f — ¢/|oo < €.

Els§ lépés. Minden rogzitett z € K ponthoz létezik olyan f, € M
fliggvény, hogy

fo>[—e K-nés fo(z)=f(z)

Ugyanis a feltevéseink szerint minden y € K ponthoz talalhato olyan f,, €
M fuggvény, amely megegyezik f-fel az x és y pontokban. Akkor az

Uy ={z€K : fo (2) > f(2) —€}, yeK

nyilt halmazok befedik a kompakt K halmazt, hiszen y € U, minden y-ra;
létezik tehat véges részfedés, mondjuk

K=U, U---uU,,.
Akkor az
Jo = maX{fLUyl?"'?fJ?yn}

fiiggvény rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal.
Masodik lépés. Létezik olyan g € M fliggvény, hogy
f—e<g<f+e K-n

innen || f — g|lo < e. Tekintsuk ugyanis az el6z8 lépésben kapott f, € M
fliggvényeket. A

Vei={ze K : fo(2) < f(z) +¢}, €K

nyilt halmazok befedik a kompakt K halmazt, hiszen x € V, minden x-re;
létezik tehat véges részfedés, mondjuk

K=V, U---uV, .
Akkor a

g = min{fmv cee 7f$m}
fiiggvény megfelel a kivanalmaknak. O

A kovetkezd érdekes alkalmazasra kés6bb sziikségiink lesz*:

13| asd a 20.27 lemma bizonyitasat, 251. o.
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20.6. Allitas. (Stone'®) Legyen K olyan kompakt részhalmaza az X to-
pologikus térnek, amelyet az X -en folytonos fliggvények szétvalasztanak:
barmely két kulonbdz6 x,y € K ponthoz van olyan h : X — R folyto-
nos fuggvény, hogy h(z) # h(y). Akkor minden f : K — R folytonos
fliggvény folytonosan kiterjeszthetd X -re.

Bizonyitas. A folytonos F' : X — R fliggvények K -ra vett lesz{ikitései
olyan C(K)-beli vektorhalot alkotnak, amelyik tartalmazza a konstans fiigg-
vényeket. Tovabba a szétvalasztési feltevésiink szerint M teljesiti a Kakuta-
ni-Krein tétel feltételeit is, és igy slirl C'(K')-ban. Hatra van M zértsaganak
az igazolasa.

Legyen (f,,) olyan M-beli sorozat, amely K-n egyenletesen valamely f
figgvényhez tart. Olyan folytonos F' : X — R filiggvényt kell talalnunk,
amely megegyezik f-fel K-n.

Sziikség esetén részsorozatra térve feltehetd, hogy

|fn+1 - fn’ S 27" K-n

minden n-re.!® A definicibja miatt az f, és f,.1 — f, figgvényeknek
léteznek X -en folytonos F és G, Kiterjesztéseik. Azt is feltehetjik raadasul,
hogy

|Gn| <27 K-n
minden n-re: szilkség esetén cseréljik ki G,,-et a
max{—2"", min{2™", G, }}

fuggvényre. Akkor az

o0
Fl + Z Gn
n=1
X-enegyenletesen valamely F' : X — R fliggvényhez tart. Innen kdvetkezik,
hogy F folytonos, és F' = f K-n. O

14 Stone 1947/48. Ez a tétel nem kovetkezik Uriszonébol, amelyet as elsd kotet 21.
oldali labjegyzetében emlitettiink.

15 Mar alkalmaztuk ezt a technikat a Riesz-lemma bizonyitasakor, 154. o.
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20.3. Kompakt halmazok. Arzela—Ascoli tétel

Ebben a szakaszban jellemezzilk C'(K') kompakt halmazait. Minthogy
kompakt metrikus térben a kompakt halmazok megegyeznek a teljesen korla-
tos és zart halmazokkal, elegendd a teljesen korlatos halmazokat jellemezni.

Definiciok. Tekintsiik az 7 C C(K) fuggvényrendszert.

e F pontonként korlatos ha az {f(t) : f € F} szdmhalmazok
minden ¢ € K-ra korlatosak.

e F egyformén folytonos, ha minden e > 0-hoz és t € K-hoz létezik
t-nek olyan V' kornyezete, hogy |f(s) — f(t)| < e minden s € V
és f € F esetén.

20.7. Allitas. (Arzela-Ascoli'®) Az F ¢ C(K) fiiggvényrendszer pon-
tosan akkor teljesen korlatos, ha pontonként korlatos és egyforman folyto-
nos.

Bizonyitas. Ha F teljesen korlatos, akkor a metrikaban korlatos is, vagy-
is K-n egyenletesen korlatos. De akkor pontonként is korlatos. Tovabba
tetsz6leges > 0-hoz létezik véges sok olyan F-beli fi,..., f., figgvény,
hogy

F C Br(f1) U UBp(fm)-
Mutassuk meg, hogy F egyforman folytonos barmely rogzitett ¢ € K pont-
ban. Mindegyik f; folytonos ¢-ben, van tehat ¢-nek olyan V; kdrnyezete,
hogy
|fi(t) — fi(s)] <r mindens € V;-re.

Has e V:=Vin---NVy,,akkor |f(t) — f(s)| < 3r minden f € F-re,
ami az egyforman folytonossagot igazolja F. Valasszunk ugyanis olyan f;-t,
amelyre || f — fi|| < r; akkor

[f@) = f(&)] < [f(8) = i@+ 1fi(8) = fils) + [ fi(s) = f(s)| <7t 47

Megforditva, ha F egyforman folytonos, akkor K kompaktsaga miatt
minden rogzitett » > 0-hoz talalhat6 véges sok t1,..., t,, € K pont és ezek
Vi,..., Vi, kbrnyezetei gy, hogy K = V4 U - - - U V,,, tovabba

feF & teVi=|f(t)— flti)| <r.

16 Ascoli 1883 (545-549. o.: elégségesség K = [0, 1]-re), Arzela 1889 (szuikségesség),
1895 (egyszer(sitett targyalas), 1900, Fréchet 1906 (altalanos eset).
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Ha F pontonként korlatos is, akkor az

{(f(t1)7""f(tm)) : fEF}

halmaz korlatos R™-ben, és igy teljesen korlatos is. 17 Megadhat6 tehat
véges sok olyan f1,..., f, € F fuggvény, hogy

{(f(t1), - ftm)) = FEFYC U Be(fi(tr), -, fitm).

j=1

Megmutatjuk, hogy F C Bs,(f1)U---UBs,.(fn); igy r tetsz6leges volta
miatt F teljesen korlatos. TetszOlegesen rogzitett f € F-hez vélasszunk

olyan f;-t, hogy
(f(t1), ., [(tm)) € Be(fi(ta), .-, fi(tm)).
Ezutan barmely adott ¢ € K-hoz valasszunk olyan ¢;-t, hogy ¢ € V;. Akkor

)= F50)] < 10 = F@) |+ 17 (0) = F5(E) |+ (0 = fy (O] < rbr o,
ahonnan f € Bs,(f;). O

20.4. Fourier-sorok divergenciaja

Az f € Oy, filggvény Fourier-soran'® az

a | o :
> + Zakcoskx + by sin kx
k=1
fliggvénysort értjiik, ahol
1 (7 1 (7
a = — f(t)cosktdt és by :=— f(t)sin kt dt.
™ ) _x ™ J—x

A XIX. szazad legnagyobb matematikusai probaltak bizonyitani, hogy
minden f € Cs, flggvény Fourier-sora pontonként konvergél f-hez. Du
Bois-Reymond ellenpéldaja véget vetett ezeknek a probalkozasoknak:

20.8. Allitas. (Du Bois-Reymond®®) Vannak olyan f € Cs, fliggvények,
amelyek Fourier-sora nem konvergéal pontonként f-hez.

17 Mivel R™ véges dimenzios: lasd Topologia, 3.9 tétel, 75. o.
18 Daniel Bernoulli 1753, Fourier 1822.

B py Bois-Reymond 1873. O effektiv ellenpéldat konstrualt. Mi itt megelégsziink a
létezés nem-konstruktiv igazolasaval.
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Megjegyzés. Olyan f € Co, fliggvények is vannak, amelyek Fourier-
sora nem-megszamlalhato, siir(i halmazon divergal.?® Lasd még a 21.6 ko-
vetkezményt és az azt kdvetd megjegyzéseket is az LP normabeli konvergen-
ciarél a 262. oldalon.

El6szor két segédtételt igazolunk.

20.9. Lemma. (Dirichlet?!) Az f e Cs, fliggvény Fourier-sora

Q “ .
(Smf)(x) = 50 + ; ay, cos kx + by sin kx
részletdsszegeinek a zart alakja
1 s
(Smf)(@) = o= | Dm(x —1)f(t) dt,

2 J_,

ahol a D,,, € Cy, Dirichlet-magot a kdvetkezd képlet definialja ?2:
_ sin(2m +1)s
- sin s '

Dy, (2s) :
Lasd a 20.6-20.9 abrakat.

Bizonyitas. Minthogy

(Smf)(x) = % + Zak cos kx + by sin kx

k=1
_ i ﬂ<1+Qicoskxcoskt+sinkmsinkt>f(t) dt
21 J x k=1
1" S
= _W(1+2;cosk(x—t))f(t) dt,

elegendd igazolnunk az

sin(2m + 1)s
sin s

m
1+2 Zcos 2ks =
k=1

20 Szamos ilyen eredményt ismertet Edwards 1979-82, Katsnelson 1976 és Zygmund
1959.

21 Dirichlet 1829.
22 A jobboldalt sin s = 0 esetén a hatarértékével: 2m + 1-gyel helyettesitjik.
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20.7. adbra. D grafja
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VYTV

20.9. abra. Ds gréfja

azonossagot. Ez m = 0-ra nyilvanvald. Az altalanos eset innen indukcioval

adodik, felhasznalva a jolismert

2sinscos2(m + 1)s = sin(2m + 3)s — sin(2m + 1)s,

osszefiiggéseket.

Tekintsiik most a Cs,; Banach-téren a

om(f) =

képlettel értelmezett lineéris funkcionalokat.

www.interkonyv.hu
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(Sm.f)(0)

© Typotex Kiado

© Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

20.4. Fourier-sorok divergenciaja 231

20.10. Lemma. A ¢,, lineéris funkcionalok folytonosak, és ||¢y,| —
Q.

Bizonyitas. Minthogy
|ar], k] < 2[[f]loo

,,,,,

1
n&mms(%wiymmuzum+mmu;

kovetkezésképpen [|¢n | < 4m + 1 < cc.
Masrészt az

f(2s) := (sgnsin s)sin(2m + 1)s
képlet olyan egy normaja f € Cs, fliggvényt definial, amelyre

1 (7 1 [7/2?
pm(f) =5 Dm(—t)f(t) dt = - Dy (—25)f(2s) ds

i T J—7/2

_ l/w/ sin?(2m + 1)s g — z/w/Q sin?(2m 4 1)s ds
) x/2 |sin s| sin s

- z /7r/2 Sin2(2m+ 1)8 P / (2m+1)m/2 sin? s i
Y 0 S 0
2 m J s 2 2 T om. .

LIS 2 s
Tia/e-nr 8 TJo 4 Jm

11
7T j:lj

Kovetkezésképpen
I -1
“‘Pm‘|290m(f)>;25_>00 ]
j=1

Megjegyzés. lgazolhatok a pontosabb
4
lomll = =5 logm +0(1), m— oo
relaciok is.3

23 | asd példaul Edwards 1979-82 vagy Zygmund 1959.
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A 20.8 allitas bizonyitasa. tegyik fel indirekt, hogy ¢..(f) — f(0)
minden f € Cy,-re. Akkor a Banach—Steinhaus tételt (61. 0.) X = Co,; és
Y = R szereposztassal alkalmazva sup||¢y, || < oo adodik, ellentmondva az
el6z6 lemmanak. O

20.5. Fourier-sorok szummaciotja. Fejér tétele

Az otlet csak villanas az €] sotétjében. De e villanas mindennél tébbet ér.
H. Poincaré

Du Bois-Reymond ellenpéldaja nyilvanvalova tette a folytonos filigg-
vények Fourier-sorokkal valo el6allithatdsaganak nehézségeit. Minkowski
még azt a kérdést is felvetette, konvergalhat-e valamely folytonos fliggvény
Fourier-sora pontonként valamely més folytonos fiiggvényhez.?* A tobb év-
tizedes stagnalasnak Fejér Lipot latvanyos eredménye vetett véget:

20.11. Tétel. (Fejer?®) Tetsz6leges f € Co, eSetén a

1 n
= — S, =0,1,...
7’L+1 mfa n [

m=0

onf:

képlettel definialt o, f sorozat egyenletesen konvergal f-hez R-en.
Speciélisan S,, f () semmilyen = pontban sem konvergalhat mashoz, mint
f(x)-hez.

Igazoljunk el6szor egy segédtételt:
20.12. Lemma. Fennéllnak a

0uh)@) = 5= [ Fue— 05w dr

egyenl6ségek, ahol az F,, € Cs, Fejér-magot az

1 sin?(n+1)s

2

F,(2s) .=
n(25) n+1 sin” s

képlettel definialjuk. 26

24 p Taylor-sorokra Cauchy 1823 (230. 0.) ma mar klasszikus ellenpéldaja 6ta ismeretes
volt az analog jelenség.

25 Fejér 1900, 1904.

26 A jobboldalt sin s = 0 esetén a hatarértékével: n + 1-gyel helyettesitjiik.
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1.5+

0.5

3 ) —1 0o 1 2 3
s s

20.10. abra. Fy grafja 20.11. dbra. Fj grafja

20.12. dbra. F; gréfja 20.13. dbra. Fj3 gréfja

Hasonlitsuk dssze a 20.10-20.13 abrakat a 20.6-20.9 abrakkal a 230. oldalon:
a Fejér-magok pozitivitasa dontd fontossaggal bir.

Bizonyitas. A o, operatorok definicioja alapjan elegendé igazolnunk az

D ...+ D
g~ Do+t Du
n+1

vagyis a
sin?(n +1)s Zn sin(2m + 1)s
— 5 = B ——

sin”“ s sin s

m=0
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egyenlBségeket. Ezek kdzvetlen szamolassal adodnak:

n n
Z sinssin(2m + 1)s = % Z (cos2ms — cos(2m + 2)s)
m=0 m=0
1 —cos(2n+2)s
B 2
= sin®(n + 1)s. O

A 20.11 tétel bizonyitasa. A definiciobol kozvetleniil kapjuk minden n-
rea

opl =1, o,cos= e cos €s o,sin = e sin
Osszefiiggéseket. Kovetkezésképpen [|f — oy, flloc — 0 az f = 1, cos, sin
fliggvényekre.
Tovabba a Fejér-magok pozitivitasa miatt, ha f nem-negativ, akkor o, f
is nem-negativ. A tétel az alabbi 20.13 allitasbol adodik. O

Definicio. Az L : Oy, — Cy, linearis leképezés pozitiv, ha minden
nem-negativ f € Cy, fuggvényre L f is nem-negativ.

20.13. Allitas. (Korovkin®’) Ha C,-beli pozitiv linearis L,, leképezések
sorozatara

If = Lnfllso — 0 aharom f=1,cos,sin fliggvény esetén,
akkor valojaban || f — L, f|l«o — 0 minden f € Cor-re.

A kovetkezd szakaszban altalanosabb tételt igazolunk majd.

20.6. * Korovkin tételei. Bernstein-polinomok

Tanulményozzuk kdzelebbrdl a pozitiv linearis L : C(K) — C(K) le-
képezéseket, ahol K adott kompakt topologikus tér.

Definici6. Az L : C(K) — C(K) lineéris leképezés pozitiv, ha minden
nem-negativ f € C(K) fuggvényre L f is nem-negativ.

Megjegyzések. Legyen L pozitiv linearis leképezés.

e A linearitasa miatt L monoton is: ha f < g K-n, akkor Lf < Lg
K-n.

2T Korovkin 1953. Szamos alkalmazast is ismertet a kdnyvében: Korovkin 1960.
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20.6. * Korovkin tételei. Bernstein-polinomok 235

e A monotonitas miatta — || f||cc < f < || f]loo €gyenl6tlenségekbdl

—[Iflloc(L1) < Lf < [ flloo(L1),
vagyis || Lf|leo < (L1)||f|loo kOvetkezik. Kovetkezésképpen min-
den pozitiv linearis leképezés folytonos.

20.14. Allitas. (Freud?®) Legyen K kompakt topologikus tér, és legyenek
hi,..., hy, Olyan C'(K)-beli fuggvények, hogy barmely két kiilonbdzd =,y €
K ponthoz talalhat6 olyan j index, amelyre h;(z) # h;(y).

Tekintstk pozitiv linearis L,, : C(K) — C(K) leképezések olyan soro-
zatét, hogy || f — Lnf|lco — 0 a kdvetkezé m + 2 fuggvényre:

f=1,hi,..., hyy & f=h>+ - +h2. (20.8)

Akkor || f — Ly flloo — O minden f € C(K)-rais.

Példa. Ha K R™ kompakt részhalmaza, akkor a tétel feltételei teljesiilnek
a hj(x) := z; linearis vetitésekre.

Bizonyitas. Rogzitsik f € C(K)-tés e > 0-t tetszblegesen.

Els6 Iépés. Létezik olyan N természetes szam, hogy

[f(@) = f) < e+ N> |hi(x) — hy(y) (20.9)

j=1

minden x,y € K-ra. Felhasznalva ugyanis f folytonossagat és a szétva-
laszthatosagi feltételt, minden K-beli (z, y) pontparhoz talalhato olyan N ,,
természetes szam, hogy

[f(@) = FW)| <&+ Noy > _|hy(@) = h(y)*

j=1
Az

(@) € K x K+ [£) = F)] < e+ Nay _Ihi(a) = hi(y)}

Jj=1

nyilt halmazok befedik a kompakt K x K halmazt; véges részfedést valasztva
és IN-nel jelolve az ebben el6forduld legnagyobb N, , szamot, (20.9) tel-
jesul.

28 Freud 1963. Kimeritsen targyalja a ttmakdrt Altomare és Campiti 1994,
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Masodik Iépés. Tetszblegesen rogzitett x € K-ra (20.9)-b6l kovetkezik
aminden y € K-ra érvényes

1f(@)(La1)(y) — (Lnf)(y)] < e(Lnl)(y)
+ NZ h?(x)(Lnl)(y) — QNZ hi(x)(Lnhj)(y) + N Ly (Z h?) ()
i1 o -

egyenlbtlenség. Az y = z valasztassal és a haromszog-egyenl6tlenség al-
kalmazésaval innen a kdvetkezd becslést kapjuk:

|f - Lnf| < |f| : |1 - Ln1| +5(Ln1)

+ N B3(Lal) — 2N Y hy(Lahy) + NL, (Z hg).
=1 j=1

7j=1
Han — oo, akkor a jobboldal feltevésiink szerint egyenletesen -hoz tart, és
igy
1f = Lnflloo <22
minden elég nagy n-re. O

20.15. Kévetkezmény. (Bohman—Korovkin®®) Legyen I korlatos, zart
intervallum. Haaz L,, : C(I) — C(I) pozitiv linearis leképezésekre

If = Loflloo — 0 az f(z)=1,z,2°
fuggvények esetén, akkor valojaban || f — L,, f||«c — 0 minden f € C(I)-re.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z8 oldali példat K = I ésm = 1 sze-
reposztassal. O

A 20.13 allitas bizonyitasa. Alkalmazzuk az el6z6 oldali példat az R?-
beli K egységkorvonalra. Ha tehat L,, : C(K) — C(K) olyan pozitiv
lineéris leképezések, hogy || f— L, fllcc — 08z f(z) := 1, 21, 22 képletekkel
adott harom fiiggvényre (lasd a 20.14 abrat), akkor ugyanez a relacio valo-
jaban minden f € C(K)-ra fennall. Elég ehhez észrevenniink, hogy K va-
lasztasa miatt a negyedik tesztfiiggvény egybeesik az elsével: 2 + 23 = 1
K-n.

Korabban mar megjegyeztiik (224. 0.), hogy az f +— f o T leképezés,
ahol T'(s) := (cos s, sin s), izometrikus izomorfizmus a C'(K) és Cs, Ba-
nach-terek kozott. Tovabba e leképezés a nem-negativ fliggvényeket is egy-
masnak felelteti meg, és a K-n adott f(x) = 1,x,x9 flggvények képei

29 Bohman 1952, Korovkin 1953.
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]

20.14. abra. 23 +23 =1

rendre f(7T'(s)) = 1,cos s,sins. A K-ra kapott eredmény tehat ekvivalens
a 20.13 allitassal. O

Eddig mar két kiillonbozé bizonyitast is adtunk Weierstrass elsé appro-
ximacios tételére.® Most ismertetiink egy harmadik, valoszin(iségszamitasi
hatter( bizonyitast is. Tegyuk fel az egyszer(ibb irasmod kedvéért, hogy
I = [0, 1], és vezessiik be minden f € C([I)-re az (igynevezett Bernstein-
polinomokat:

(Bof)(z) := Zn: (Z)f(ﬁ)xk(l o)k zel, n=1,2,...

n
k=0

20.16. Allitas. (Bernstein®®) Tetsz6legesen adott f € C(I)-re a B, f
polinomok I-n egyenletesen f-hez konvergalnak.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a B,, lineéris leképezések pozitivak C'(I)-
ben. \Vegyuk azt is észre, hogy B,1 = 1 és B,id = id minden n-re a

30 Fejéré az Hermite-interpolacion alapult (els6 kotet, 8.11 tétel, 186. 0.), Landau-é
pedig a konvolicion (20.1 tétel, 218. 0.)
31 Bernstein 1912. Eredménye valaszt adott Borel 1905 (79-82. 0.) korabbi kérdésére.
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binomialis tétel miatt32;

és

()5
0
_ — (n—1 k n—k
—Z(k_1>:r (1—2x)
k=1
=z(r+1—z)" !
=z

A Bohman-Korovkin tétel alapjan (236. 0.) elegend6 még azt megmutat-
nunk, hogy B, (id?) egyenletesen konvergal id*-hez [0, 1]-ben. Ehhez je-

gyezziik meg el6szor, hogy
B,(id* —n~tid)(z) = kg (Z) Mxk(l —x)"k

n2
0
n—1s=(n—-2\ 4
=Y (3 )
k=2
-1
= n :L’Z
n
Kovetkezésképpen
-1 1
B,(id?) = “—2id% + ~id,
n n
ahonnan
1
|id? — By, (id?)|lee = —|/id? — id||ee — O. O
n

32z id szocskaval R identikus leképezését jeldljiik.
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20.7. * Harsiladze-Lozinszkij, Nyikolajev és Faber
tételei

Bizonyos Fourier-sorok divergenciaja szorosan kotodik az S,,, részlet-
dsszeg-operatorok vetités jellegéhez. Fennall ugyanis a kdvetkezd tétel, ahol
Tm-mel jeloljuk a legfeljebb m-edrend( trigonometrikus polinomok lineéris
alterét, vagyis az

1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sindt,..., cosmt, sinmt

fuggvények linearis kombinacibdinak a halmazat:

20.17. Tétel. (Harsiladze-Lozinszkij*®) Legyen adva minden m-re egy foly-
tonos linearis L,, : Cor — Co, Vvetités 7,,-re. Létezik olyan f € Cs,
fuggveny, hogy ||.f — L f[|sc # 0.

Minthogy ||.S,,|| — oo a20.10 lemma szerint (230. 0.), a tétel a Banach—
Steinhaus tételbdl (61. 0.) kdvetkezik az alabbi allitds miatt:

20.18. Allitas. (Lozinszkij**) Ha L, : Cor — Ca, folytonos linearis
vetités 7,,,-re, akkor || Ly, || > ||Sm]|-

Bizonyitas. Bevezetve minden valos s-re az egy normajl
(Tsf)(@) := f(z +s)
operatort, elég igazolnunk a kdvetkezd azonossagot®>:
1 s
($uf)@) = 5= [ @LTp)@)ds. w€ R, [€Cor. (200
Val6ban, minthogy
|(T—sLinTs f)(x)] < | T-s LT fll oo
SNT=slF - ([ Ll - NT=s] - [[f Nl oo
= [l Ll - [ f]loc

minden f-re, s-re és z-re, (20.10) jobboldala legfeljebb || L, || - || f||o0, ahon-
nan a keresett ||.S,,|| < || L. || becslés adodik.

33 Lozinszkij 1948.
34 Lozinszkij 1948.
35 Marcinkiewicz 1937, Lozinszkij 1944.
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Mivel a (20.10) azonossag f-ben linearis, elég azt az
fe(x) =coskx (k=0,1,...) & gi(x)=sinkz (k=1,2,...)

fuggvényekre igazolni, hiszen ezek Weierstrass masodik approximacios tétele
szerint (221. 0.) generaljak Co,-t. A

cos k(z + s) = cos ks cos kx — sin kssin kx

sin k(x + s) = sin ks cos kz + cos ks sin kx

azonossagokbol kovetkezik, hogy
Tsfr = (cosks)fr, — (sinks)gr és Tsgr = (sinks)fi, + (cosks)gy.

Kdvetkezésképpen, (20.10) jobboldalat ideiglenesen (R, f)(x)-szel jeldlve,

(R fr)(z) = L /7r (cosks) (L fr)(x — s) — (sinks)(Lmgr)(x — s) ds

2 |,

7

es

1 T
(Rmgk)(z) = p / (sinks) (L fr)(z — s) + (cos ks)(Lmgr) (x — s) ds.

Tetsz6legesen rogzitett x-re (L., fx)(x — s) €S (Lmgr)(x — s) legfel-
jebb m-edrend(i trigonometrikus polinomok s-ben. Ha k& > m, akkor ezek
ortogonalisak a cos ks és sin ks fliggvényekre, igyhogy

Rynfi=0=5Snfk € Rugr=0= S0

AZ Ry fr = Smfr €S Rimgr = Smgr egyenléségek k& < m esetén is tel-
jestilnek: ekkor L,, fx = fx S Lymgr = g, Ugyhogy
1 ™
(R fr)(z) = oy / coskscosk(xz — s) —sinkssin(x — s) ds
s

—T
T

= — coskx ds
2 J_,

= fr(x)
- mfk(x)
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1 K
(Rmgk)(z) = py / sinkscosk(x — s) + cos kssin(z — s) ds
T

—Tr
T

— sin kx ds
27r
= gr(z )

A 20.17 tételnek létezik algebrai valtozata is. Ennek igazolasahoz sziik-
séguink van a 20.18 allitas olyan valtozatara, ahol Ca.-t és 7,,,-t a paros fiigg-
vényekbél all6 Cs,. és 7, altereikkel helyettesitjik. Jel6ljuk S,,-mal S,,
lesz(ikitését Cy,-re, és jegyezzilk meg, hogy Sy, : Cox — Cor.

20.19. Allitas. Ha Ly : Con — Con folytonos lineéris vetités T,.-1e,
akkor )
[ Ll = [[Smll/2-

Bizonyitas. Ismét bevezetve az el6z6 bizonyitasbeli eltoléasi operatorokat,
elég igazolnunk a kovetkez6 azonossagot:

1 4 ~
(S f) () = %/ (ToL(Ts +T)f)(z) ds, z€R, fe Con.
Ebbdl ugyanis kovetkezni fog az

1Smfll < 21 Lo - (I £1
egyenl6tlenség. )

A keresett azonossag jobboldalét ideiglenesen (R, f)(x)-sel jelolve elég
igazolnunk az S, fx = R, f, egyenl6séget az fy,(z) = coskxz,k =0,1,...
fuggvenyekre, hiszen ezek linearis kombinacioi sirliek Cs.-ben. Valoban,
ha f € Co,, e > 0és holyan trigonometrikus polinom, amelyre || f — Ao <
e, akkor h paros része: hy(z) := (h(z) + h(—x))/2 az f; flggvények
linearis kombinacidja, és || f — hil/eo < €.

A jolismert

cosk(x — s) + cosk(x + s) = 2cos ks cos kx
trigonometrikus azonossaghol kdvetkezik, hogy
(T_s + Ts) fr, = (2cos ks) fi,
ésigy
. 1 [T
(R fr)(z) = oy / (2cos ks) (L fr)(z — s) ds.

—T
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Ha k > m, akkor tetsz6legesen rogzitett z-re (L, fx)(x — s) az s valtoz0 k-
nal alacsonyabb rendd trigonometrikus polinomja, és igy ortogonalis cos ks-
re. Ezért Ry, fr, = 0 = S, fx. Ha k < m, akkor L,, fr. = f%, tehat

™

(R f3)(2) = %/ 2coskscosk(x — s) ds

—T
™

=5 - cos kx + cos k(x — 2s) ds

= coskx
= fr(2),
tehat ismét fennall az R,,, fr = Si [ egyenl8ség. O

Jeloljuk P,,-mel a legfeljebb n-edfokl algebrai polinomok vektorterét.

20.20. Tétel. (Harsiladze—Lozinszkij*®) Legyen I korlatos, zart interval-
lum, és legyen minden m-re L, : C(I) — C(I) folytonos linearis vetités
Pm-re. Létezik olyan f € C(I), hogy ||f — L flleo 7 0.

Bizonyitas. Legyen I = [—1,1] az egyszer(bb irasmod kedvéért, és
tekintsiik az
f— focos
képlettel értelmezett T izometrikus izomorfizmust a C(I) és Cs, Banach-
terek kozott. Figyeljuk meg, hogy

feP, <« TfeT,.
Az el6z6 allitas szerint tehat
| Ll = I TLn T > (1Sl /2-
A Banach-Steinhaus tétel (61. 0.) miatt elég megjegyezniink, hogy ||.S,,.|| —

oo a 20.10 lemma bizonyitasa alapjan (230. 0.), abban ugyanis csak paros
tesztfliggvényeket hasznaltunk. O

Befejezésiil ismertessiink még két nevezetes negativ eredményt. Vala-
mely J intervallumon adott w stlyfliggvény esetén vezessiik be a szokasos
(p,) ortogonalis polinomsorozatot.3” A megfelel§ skalaris szorzatra nézve
normalva ortonormalt (P,,) polinomsorozathoz jutunk.

36 Lozinszkij 1948.
37 Lasd els kotet, 9. fejezet, 191. o.
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Adott I = [a, b] Korlatos, zart intervallum esetén érdekes kérdés, hogy
létezik-e olyan w sulyfiiggvény valamely 7-t magéaban foglald J intervallu-
mon, hogy

o tetszbleges f € C(J)-re a Y (f, P,)P, Fourier-sor egyenletesen
tart f-hez I-ben;
o tetszlleges f € C(J)-re L, f egyenletesen tart f-hez I-ben, ahol
L,, f-fel jeloljuk f-nek a p,, ortogonalis polinom gyokeihez mint
csomobpontokhoz tartoz6 Lagrange-féle interpolacios polinomjat.
Mindkeét esetben pozitiv valasz esetén természetes bizonyitast kapnank
Weierstrass approximacios tételére. Azonban a valasz nemleges:

20.21. Allités.

(a) (Nyikolajev®®) Barmely w-hez van olyan f € C(.J), hogy S (f, P.)P,
nem tart egyenletesen f-hez I-n.

(b) (Faber®®) Barmely w-hez talalhat6 olyan f € C(.J), hogy L,, f nem tart
egyenletesen f-hez I-n.

Bizonyitas.
(a) A folytonos linearis
Ly f = Z(f’ Pn)Pn
n=0

vetitések eleget tesznek a 20.20 tétel feltételeinek.

(b) Az itteni L,, operatorok is eleget tesznek a 20.20 tétel feltételeinek.
]

20.8. * Dualis tér. Riesz-féle reprezentacios tétel

Legyen K kompakt Hausdorff-tér. A mértékelmélet segitségével jelle-
mezheté C'(K') dualisa.

38 Nyikolajev [Nikolaev] 1948. A késGbbi 21.6 kévetkezménybdl (262. 0.) adodni fog,
hogy a w-hez tartoz6 skalaris szorzat altal definialt gyengébb norméaban mindig fennall a
konvergencia.

39 Faber 1914. A tételt mar kimondtuk az elsg kotetben: 8.10 tétel, 184. o.
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Definicio. Jeldljik B-vel az {f = 0} alak( halmazok &ltal generélt o-
gydriit (ez val6jaban o-algebra is), ahol f végigfut C'(K) elemein; B elemeit
Baire-halmazoknak hivjuk.*°

Megjegyzés. Hag € C(K) és ¢ € R, akkor a
{g=c}, {g<c}, {92¢c}, {g<c}, {g>c}
nivohalmazok is Baire-halmazok, mert
fg=ct={9—c=0},
{g<ct={lg—oF =0},
{f9=zct={(g—c) =0},
{9<ct=K\{g=>c}

{9 > ¢} = K\{g <c}.

Definicio. Baire-mértéken, illetve Baire-féle el6jeles mértéken -n ér-
telmezett véges mértéket, illetve el6jeles mértéket értlink.

A Baire-mértékek fontos regularitasi tulajdonsaggal rendelkeznek: jol
kozelithetdek zart és nyilt halmazokkal is:

20.22. Allitas. Legyen u Baire-mérték, A € B ése > 0. Létezik olyan
F zart és G nyilt halmaz B-ben, hogy

FCACG & u(G\F)<e. (20.11)

Bizonyitas. Jeldljuk ideiglenesen ’-vel azon Baire-halmazok rendsze-
rét, amelyeknek rendelkeznek a (20.11) tulajdonsaggal. A B’ = B egyenl6-
séghez elegendd megmutatnunk, hogy B’ olyan o-algebra, amely tartalmaz-
zaaz {f = 0} alakt halmazokat minden f € C'(K)-ra.

Ha A = {f = 0} valamely f € C(K)-ra, akkor az

F:=A, G,={fl<1l/n}, n=12,...

képletek olyan F' € 3 zart halmazt és GG,, € B nyilt halmazokat definialnak,
hogy F' C A C G, minden n-re.
Minthogy a (G,) halmazsorozat monoton fogyo, és

((Ga\F) = ({0 < |f| <1/n} =0,
n=1 n=1

40 Baire 1899.
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a 19.3 allitas (183. 0.) alapjan elég nagy n-re u(G,\F) < e.

Az f = 0 és f = 1 konstans fliggvények valasztasa mutatja, hogy
specialisan K és () 3’-hez tartoznak.

Ha A € B', akkor K\ A € B’. Haugyanis F és G eleget tesznek (20.11)-
nek, akkor K'\G zart, K\ F' nyilt, mindketten B-beliek,

K\GCK\AC K\F & p((K\F)\(K\G)) =p(G\F) <e.

Ha (A,,) diszjunkt B’-beli sorozat, akkor A := U*A,, € B’. Valasszunk
ugyanis tetsz6legesen adott € > 0-hoz olyan F,, € B nyilt és G,, € B zart
halmazokat, hogy

F,CA,CG, & uG,\F, <2 "e

mlnden n természetes szamra. Akkor G := US| G,, nyilt halmaz, az FV :=
UN_, F,, halmazok minden N természetes szamra zértak, valamennyien B-
beliek, FN ¢ A C G, és

H(G\FY) < (Zu Ga\Fn)) + D 1(Ga) < (1=27N)z+ 37 u(G)

n>N n>N

Minthogy

D Gn) <D (1(An) +27") = p(A) + & < o0,
n=1 n=1

innen kovetkezik, hogy elég nagy N-re u(G\FV) < ¢. O

A Baire-féle el6jeles mértékek M (K') halmaza normalt tér a ||u| :=
|| (K) képlettel definialt normara nézve*!, és a

G (/) = / f dp

képlet legfeljebb egy normaja j : M (K) — C(K) folytonos linearis leké-
pezést értelmez. Az egyetlen nem-trivialis tulajdonsag a normara vonatkoz6
haromszog-egyenl6tlenség. Ennek igazolasara tekintsiik a . és ' el6jeles
mértékekre vonatkoz6 K = P U* N és K = P/ U* N’ Hahn-felbontasokat.
Bevezetve az

A:=(PNP)YU"(NNN') & B:=(PNN)U" (NnP)

41 E normat 4 teljes valtozasanak hivjuk.
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halmazokat,
e+ Wl = |+ W) ()
= [(p+ 1) (A)] + |(k+ p)(B)]
< (w4 1) (A)] + (pl + 1K D(B)
= |ul(K) + |'|(K)
= [lell + 11K/1]-

A kovetkez6 alapvetd eredmény szerint minden C'(K)-n definialt foly-
tonos linearis funkcional megkaphat6 ilyen modon, és az el6jeles mértékek
M (K) normalt tere teljes.

—~~

20.23. Tétel. (Riesz*?) Ha K kompakt topologikus tér, akkor j izometrikus
izomorfizmus M (K) és C'(K)’ kdzott.

Megjegyzés. Nem sziikséges feltenni, hogy K szeparalt. Azonositva
ugyanis két pontot, ha h(x) = h(y) minden h € C(K)-ra, kdnnyen vissza-
vezethetjik a problémat arra az esetre, amikor barmely két killonb9z6 pont
szétvalaszthat6 folytonos fliggvénnyel. A tovabbiakban feltessziik ezt a tu-
lajdonsagot. (Csak a 20.27 lemma bizonyitasakor lesz ra sziikségiink, hogy
alkalmazhassuk a 20.6 allitast.

Tobb Iépésben jarunk el.

20.24. Allitas. (Dini*’) Ha a C'(K)-beli monoton fogyo ( f,,) fliggvény-
sorozat K minden pontjaban nullahoz tart, akkor a konvergencia egyenletes.

Bizonyitas. Rogzitsink egy tetszéleges ¢ > 0-t. Minden ¢t € K-hoz
van olyan n; index, hogy f,,(t) < e; f,, folytonossaga miatt az f,,, < ¢
egyenl6tlenség érvényben marad a ¢ pont alkalmas V; nyilt kdrnyezetében
is. A kompakt K halmaz befedhetd véges sok ilyen kdrnyezettel, mondjuk:

K=V, U---UV,,.

42 Riesz 1909a (K = [0,1]-re), Radon 1913 (K C R~-re, 1333. 0.), Banach 1937
és Saks 1938 (kompakt metrikus terekre), Markov 1938 (C(K)-ra bizonyos nem-kompakt
terek esetén), Kakutani 1941 (kompakt topologikus terekre). Lasd még Riesz szép bi-
zonyitasata K = [0, 1] esetre: Riesz és Sz6kefalvi-Nagy 1988, 50. §.

43 Dini 1878, §99. Lasd a 20.15 &bran az f,(t) = ¢, ¢, ¢* fiiggvények grafjat, és
legyen K = [0,1 — <.
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20.15. abra. Dini tétele

Akkor
[falloo <& minden n >max{ty,... tn}-re.

Ugyanis minden s € K pont hozzatartozik valamely V;,-hez, és akkor
0 < fu(s) < f,, (s) <e. O

20.25. Lemma. Ha ¢ : C(K) — R pozitiv linearis funkcional**, akkor
van olyan i € M(K), hogy ¢ = jpu.

Bizonyitas. Kindlert kdvetve® az

[f,9) ={(x,t) e K xR : f(z) <t<g(x)}, f,9eC(K), f<g

.intervallumok™® K x R-beli P félgydirit alkotnak, a

v([f,9) = (g —f)

képlet pedig véges, additiv halmazfiiggvényt definial P-n, amelyre v(()) =
0.

Megmutatjuk, hogy v o-additiv, tehat mérték is. Ha [f, g) = U*[fn, gn),
akkor

[f(x), g(2)) = U [fn(), gn(x))

“ Vagyis ¢(f) > 0 minden nem-negativ f-re.
45 Kindler 1983.
46 | asd a 20.16 abrat.
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20.16. &bra. Egy [f,g) ,intervallum”

minden = € K-ra, és igy

Z gn(x) = ful

mert a kdzonséges intervallumok hossza mérték. Legyen

I, ::g_f_ Z(g
m=1

akkor h,, \, 0 K-n, és Dini el6bbi tétele alapjan a konvergencia egyenletes.
Kovetkezésképpen ¢(h,,) — 0, vagyis
o0
I/([f, g)) = Z V([fna gn))
n=1

Alkalmazva a 17.18 allitast (162. 0.) terjesszik ki v-t a mérhet6 hal-
mazok M o-gy(ir(jén értelmezett mértékké. (Most M o-algebra is.) Ha
f € C(K) ésc > 0 valds szam, akkor az

{f =0} x[0,¢) = () [min{n|f],c},c)
n=1
halmaz M-hez tartozik. Minthogy B a legkisebb olyan o-algebra, amely
tartalmazza az {f = 0} halmazokat, innen kovetkezik, hogy B C M.
Kovetkezésképpen a
p(A) == v(A x [0,1))
képlet mértéket definial K-n, u € M(K) .
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Fogadjuk el egy pillanatra, hogy minden f € C(K) és ¢ > 0 esetén
v({f >1} x[0,¢)) =cv({f > 1} x[0,1)). (20.12)

Mivel a jobboldali kifejezés definici6 szerint cu({f > 1})-gyel egyenld, a v
és 1 mértékek additivitasa miatt tetsz6leges 0 < a < b szdmokra fennallnak
a

v({a < f <} x[0,0)) =cu({a < f <b})
egyenl&ségek is. Mutassuk meg ezek felhasznalaséval, hogy o(f) = [ f du
minden f € C(K)-ra. Az f flggvény pozitiv és negativ részét kilonva-
lasztva feltehetd, hogy f > 0. Akkor a [0, f) intervallum a

n

b=l <1< 5 < o)

1=

halmazok monoton ndvekvd sorozatanak az egyesitése, tehat

o(f) = 1[0, f)) = lim(B") = / f .

A (20.12) egyenl6ség igazolasahoz vezessiik be minden n természetes

szamra az
0 ha f(t) <1,
) =4nf(t)—n hal < f(t)<(n+1)/n,
1 ha (n+1)/n < f(t)

folytonos fluggvényeket. Akkor {f > 1} x [0,¢) a [0, cf,) intervallumon
monoton ndvekvd sorozatanak az egyesitése minden ¢ > 0-ra, ahonnan

v([0,cfn)) — v({f > 1} x [0,¢)).
Mivel
v([0,cfn)) = plefn) = cp(fn) = cv ([0, fn))

minden n-re, n — oo esetén innen (20.12) adodik. O

20.26. Lemma. Minden folytonos linearis ¢ € C(K)’ funkcional két
pozitiv linearis funkcional kiilénbsége.

Bizonyitas. Jeloljuk C(K).-szal a C'(K)-beli nem-negativ fliggvények
rendszerét, és f € C'(K). esetén legyen

U(f) = sup{p(f) « f € C(K)+ &s f' < fK-n}
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Akkor tetszbleges f,g € C(K) és ¢ > 0 esetén teljestlnek a kdvetkezd
feltételek:

e(f) < 9(f);

0 <9(f) < llll- 1Al < o0;

Y(ef) =cp(f) minden ¢ > 0-ra;
O(f +g)=0(f) +¥(9).

Csak az utols6 egyenl&ség nem nyilvanval6; igazolasahoz elegendé megmu-
tatnunk minden ¢ > 0-raa

W(f+9) Z2o(f) +4(g) —2¢ & O(f+9) <U(f) +d(g) +e

egyenl6tlenségeket.
Az els6hoz eléeg olyan 0 < f/ < fés 0 < ¢ < g fuggvényeket
valasztanunk, amelyekre

o(f)>U(f)—e & o(g) >lg) —e
ekkor ugyanis
Y(f+9) = o(f +9)=o(f") +eld) >(f) +¥(g) — 2.

A masodikhoz valasszunk olyan 0 < h’ < f + ¢ fliggvényt, hogy
@(h') > ¥(f +g) — €, és legyen

fi=min{f h'} et ¢ :=n-f.
Akkor
0<f'<f & 0<g <y
K-n, mert
g =h —min{f,h'} = —min{f — 1,0}
= max{h’ — f,0} < max{g,0} = g.
Kovetkezésképpen
(f +9) <e(l) +e=o(f) +o(d) +e <v(f) +d(g) +e

A kovetkez6 képlet, amelyben T és f~ az f fiiggvény pozitiv és negativ
részét jeldli, ¢ pozitiv lineéris kiterjesztését definialja C' (K )-ra:

U(f) =y(f") = ()

Csak az additivitas nem nyilvanval6. Bevezetve a nem-negativ
h=fT+g" = (f+o"=f+g —(f+9)~
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fliggvényt és felhasznalva +/ additivitasat a kovetkez6 egyenléségeket kap-

juk:
U(f+g9)=v((f+9)7) —o(f+9)7)
=9((f +9)") +¥(h) —((f +9)7) —¥(h)
=(fT+g") —v(f +97)
=(fF) +o(g") —o(f7) —(g)
=V (f) + ¥ (g).
Veégill jegyezzilk meg, hogy a p(f) < ¥ (f) egyenl6tlenségek kovetkezté-
ben ¥ — ¢ is pozitiv linearis funkcional C'(K)-n. O

Az eddigiek alapjan a j : M(K) — C(K)' lineéris leképezés szuper-
jektiv. A kdvetkezd lemmaval befejezziik a tétel bizonyitasat:

20.27. Lemma. A j leképezés izometria.

Bizonyitas. Mar tudjuk, hogy j folytonos és legfeljebb egy norméja.
Hatra van a ||ju| > ||| egyenl6tlenségek megmutatasa. Legyen K =
P U* N a pu-re vonatkozd Hahn-felbontés. A 20.22 allitas szerint (244. 0.)
tetsz6leges e > 0-hoz léteznek olyan P’ ¢ P és N’ C N diszjunkt zart
halmazok, hogy

[W(P\P)] <e & |u(N\N')| <e.

1 site P,
t) =
9(t) {—1 site N/

fuiggvény nyilvan folytonos P’ U* N’-n. Alkalmazva a 20.6 allitast (226. 0.)
g kiterjeszthet6 olyan f € C/(K) fiiggvénnyé, amelyre*’

f=1P-n, f=-1N-nés|f|]<1 K-n.

47 Metrizalhatd K esetén kozvetleniil is megadhatunk ilyen f-et az

dist (¢, N') — dist (¢, P")
dist (¢, N’) + dist (¢, P’)

f@t) =

képlettel.
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Akkor || f]| < 1,6s
pll = Gr)(f)

=/P/fdqu/N/fdu+/P\Plfdu+/N\N/fdu
> u(P') - (V') — 22

> u(P) — p(N) — e
= |lull — 4e.
Innen e — 0 mellett a keresett egyenl6tlenség adodik. O

Példa. A 20.23 tétel felhasznalasaval kdzvetlenil is bebizonyithatjuk,
hogy C([0,1]) nem reflexiv. Tetsz6leges . € M (K) mértékre vezessik be
az

m(t) :== p([0,t]), te]0,1]
fuggvényt, majd a
O(p) = Y m(t+) — m(t-)
0<t<1

szamot. Olyan @ folytonos lineéris funkcionalhoz jutunk M (K')-n, amelyik
semmilyen f € C(K) fuggvénnyel sem reprezentalhat6. Ha ugyanis volna
olyan f € C(K) fuggvény, hogy

1
<I>(u)=/0 £ dp

minden p € M (K)-ra, akkor a p := ¢, valasztassal, ahol ¢, a t-re kon-
centralt Dirac-mérték, m = xy; ;) folytan f(¢) = 1 adodna minden 0 < ¢ <

1-re. De ekkor p-nek a k6zonséges Lebesgue-mértéket valasztva fol fdu=
1 adoédna, holott most m azonosan nulla, és igy ®(u) = 0.

20.9. Gyenge konvergencia

Emlékeztetunk arra, hogy a C(K)-beli erés konvergencia a K-n vett
egyenletes konvergencia. Most jellemezziik a gyenge konvergenciat*:

48 A C'(K)-beli gyengén kompakt halmazok jellemzését illetéen lasd példaul Dunford—
Schwartz 1957.
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20.28. Allitas. Ha f,, f € C(K), akkor a kovetkez§ feltételek ekvi-
valensek:
@ fn— 1
(b) az (f,) sorozat egyenletesen korlatos, és f,, pontonként konvergal f-hez
K-n.

Bizonyitas. Ha f,, gyengén tart f-hez C'(K)-ban, akkor a 14.17 allitas
(62. 0.) miatt normaban korlatos, vagyis egyenletesen korlatos. Ezenkivill
barmely rogzitett ¢ € K esetén a o(f) := f(t) képlet egy normji ¢ €
C(K)' lineéris funkcionalt definial.*® Kovetkezésképpen o(f,) — o(f),
tehat f,,(t) — f(t) mindent € K-ra.

Legyen most ( f,,) olyan egyenletesen korlatos C'( K )-beli sorozat, hogy
valamely f € C(K)-ra f,(t) — f(t) minden ¢t € K-ra. A gyenge kon-
vergenciahoz a 20.23 reprezentacios tétel (246. 0.) alapjan elég megmutatni,

hogy
[wdi— [ 1

minden p € M (K)-ra. Ez pedig azonnal kdvetkezik a Lebesgue-féle kon-
vergenciatételbél (151. 0.). O

Példa. Az allitas lehetdvé teszi C'([0, 1]) nem-reflexivitasanak még egy
egyszer( bizonyitasat: az f,(t) := t™ képlet olyan C([0, 1])-beli egyenlete-
sen korlatos ( f,,) fuggvénysorozatot értelmez, amely pontonként konvergal

a nem-folytonos
0 ha 0<t<1,
t) = -
I {1 ha t=1

fuggvényhez. (Lasd az 20.15 &brét, 247. 0.) Kovetkezésképpen az ( f,,) soro-
zatnak nincs gyengén konvergens részsorozata, hiszen egyetlen részsorozata
sem konvergalhat pontonként valamely folytonos fiiggvényhez.

OEza o0+ Dirac-mértékhez rendelt linearis funkcional.
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21. fejezet
Integralhat6 fliggvények terei

A szépség a f6 kritérium: ezen a vilagon nincs allando helye a cstnya
matematikanak.
G. Hardy

A Lebesgue-integral lehet6vé teszi az alkalmazasokban fontos szere-
pet jatszo fliggvényterek bevezetését. Ebben a fejezetben legyen (X, M, i)
adott mértéktér, ahol M-mel jeloljik a mérhet6 fliggvények o-gy(irljét, és
u-vel az M-re Kiterjesztett o-véges, teljes mértéket. Ha X = I intervallum,
akkor ellenkez6 megjegyzés hianyaban a kdzénséges Lebesgue-mértéket te-
kintjik 7-n.

Szokas szerint azonositunk két fliggvényt, ha m.m. egyenl6ek egymassal.

21.1. Az LPterek, 1 <p < o0

Definiciok. Vezessiik be minden X-en mérhet6 f fliggvényre? az

1= ([ 1P an) ™, 1<p <o

[flloo := inf{M >0 : |f| <M pp}

1 Csak valos érteki fuggvényekkel foglalkozunk. Lasd példaul Dunford—Schwartz
1957, Edwards 1965 és Yosida 1980 kdnyveit a Banach-tér érték{, Bochner-integralhatd
fliggvények tereit illet6en.

2 Riesz 1909. Altalanosabb tereket is bevezetett Orlicz 1932, 1936; lasd Krasnoselskii—
Rutickii 1962.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

21.1. Az LP terek, 1 < p < 255

kifejezéseket. (Konnyen ellendrizhetd, hogy az infimum val6jaban minimum
is.) Jeldljuk tovabba LP(X, M, u)-vel, vagy roviden LP-vel azon mérhet6 f
fliggvények halmazat, amelyekre || f||, < co. Nem tesziink kuilonbséget két
mérhet6 fuggvény kdzott, ha m.m. egyenléek. Hamarosan igazoljuk, hogy
ekkor a fenti kifejezések normak.

Megjegyzések.
e Az || f|l2 norma az

(f,9) :z/ng dp

skalaris szorzattal is értelmezhetd.
o Az | f|l jelolést az®

[ flloe = Lim [ f[[,
p—00

relacio indokolja, amely ©(X) < oo esetén minden f € L°°-re
fennall.

e Ha X atermészetes szamok halmaza a szamossagmértékkel ellatva,
akkor specialis esetként a Funkcionalanalizis részben rendszeresen
tanulményozott ¢ tereket kapjuk.

Altalanositsuk el6szor a 14.1 allitast (43. 0.).

21.1. Allitas. Legyenek 1 < p, ¢ < oo konjugalt kitevok: p—'+¢~! = 1.
(a) (Holder-egyenl6tlenség*) Ha f € LP és g € L4, akkor fg € L' és

Ifglle < 1F1p - llglq-

(b) (Minkowski-egyenl6tlenség®) Ha f, g € LP, akkor f + g € LP és
1f +glly < IF1lp + llgllp-

(c) (Riesz—Fischer®) L? Banach-tér. L2 Hilbert-tér.

(d) (Striiség) A mérheté halmazok karakterisztikus fuggvényei generaljak
L°°-t. Véges p esetén a véges mértéki halmazok karakterisztikus fuggve-
nyei generaljak LP-t.

3 Fischer 1910, lasd Riesz 1910 (két cikk).
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Bizonyitas.
(@) és (b) Kompakt téren folytonos fiiggvényekre az egyenl6tlenségek
mar ismeretesek’; az azokra adott bizonyitas itt is érvényben marad.

(c) Az 1 < p < oo esetben adaptéljuk a 17.12 tételben (154. 0.) a
p = 1 esetre adott bizonyitast. Legyen (f,,) Cauchy-sorozat LP-ben. lde-
iglenesen elfogadva az alabbi 21.2 lemmat, létezik olyan ( f,,, ) részsorozat,
hogy alkalmas f € LP fiiggvényre f,, — f m.m.

Tetsz6legesen adott £ > 0-hoz van olyan N, hogy

/|fm_fn|p dp < e

minden m,n > N-re. Az n = ny valasztassal £k — oo esetén a Fatou-
lemmat alkalmazva az

/\fm—f|pdu§€

egyenl6tlenséget kapjuk minden m > N-re.

Ha (f,) L°°-beli Cauchy-sorozat, akkor létezik olyan A C X nullahal-
maz, hogy az f, flggvények K := X\ A-ra vett g,, leszlikitései korlatosak,
és Cauchy-sorozatot alkotnak B(K')-ban. Minthogy ez a tér teljes, van olyan
korlatos ¢ fliggvény, hogy g, — ¢ egyenletesen K-n. Terjesszik ki g-t
tetsz6leges modon A-ra, akkor olyan korlatos, mérhetd f fliggvényt kapunk,
hogy f,, — f L°°-ben.

(d) Tetsz6legesen adott g € L és e > 0 esetén a
h(t):=ke ha ke<g(t)<(k+1l)e, keZ

képlet mérhet6 halmazok karakterisztikus fliggvényeinek olyan véges linearis
kombinaciojat definialja, amelyre ||g — Al < €.

Az 1 < p < oo esetre a Kivantnal erdsebb tulajdonségot igazolunk
késbbb, a 21.3 lemmaban. O

21.2. Lemma. (Riesz®) Legyen (f,) Cauchy-sorozat LP-ben, 1 < p <
oo. Létezik olyan (f,, ) részsorozat, hogy alkalmas f, g € L” fliggvényekre
| frn.| < g mm. minden k-ra, és f,, — f m.m.

4 Riesz 1910, 1928.

5 Riesz 1910, 1928.

6 Riesz 1907 (harom cikk) és Fischer 1907 L2-r6l, Riesz 1909 és 1910 (két cikk) LP-rol.
7 Topolbgia, 3.3 allitas, 67. o.

8 Riesz 1909.
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Megjegyzés. A lemma p = oo esetén is fennall, de ekkor nyilvanval6an
erdsebb konkl(zio is érvényes: létezik olyan f € L°° fuiggvény, hogy alkal-
mas nullahalmazon Kiviil f,, egyenletesen f-hez tart.

Példa. (Fréchet’) Az 1 < p < oo esethen sziikséges a részsorozat sze-
repeltetése. Példaul az

1 had <t<il
(1) = 2k =" =9k k—0,1,...,i=0,1,...,2" -1
farai(t) {0 egyébkent,

képlettel értelmezett fliggvénysorozat LP (0, 1)-ben nullahoz tart minden 1 <
p < oo-re, deaz (f,,(t)) szamsorozat semelyik rogzitett ¢-re sem konvergens.

Bizonyitas. Minthogy a p = 1 esetet mar igazoltuk a 17.13 lemmaban
(154. 0.), feltehetjuk, hogy 1 < p < oo. Valasszunk olyan ( f,,, ) részsoroza-
tot, amelyre

I fn = farllp <27% minden n>nyra, k=1,2,...

A 19.5 lemma alapjan (186. 0.) léteznek olyan véges mértéki A,,, halmazok,
hogy A := UA,,-en Kivil mindegyik f,, azonosan nulla.

Tetsz6legesen rogzitett m-re alkalmazzuk a Holder-egyenl6tlenséget, és
jeldljik ¢-val p konjugalt kitevéjét:

S /A s = Fol A < S 1 Am)T W os — Fallp < p(Am)T < 0.
k=1 m k=1

Alkalmazva a 17.9 kdvetkezményt (150. 0.) az

il D Nfogs = Ful 8 For + > (fusr — fui)
k=1 k=1

sorok A,,-enalkalmas g és f fiiggvényekhez konvergalnak m.m. A megfeleld
sk, [n, részletosszegeket tekintve, és észrevéve, hogy a haromszog-egyen-
I6tlenség miatt |f,,,| < s m.m., innen |f, | < ¢ m.m. minden k-ra,
Jne — fmm, és|f| < gmm.

Terjesszik ki f-et és g-t nullaként A komplementumara; akkor az utdbbi
osszefuiggések az egész téren fennallnak. Minthogy ||sk|l, < || fu,llp + 1 @z
(fn,,) részsorozat valasztasa miatt, a Fatou-lemma alapjan (153. 0.) g € L”,
innen pedig f € L?, hiszen |f| < g m.m. O

Tanulmanyozzuk a Iépcs6s fliggvények siir(iségét az LP terekben:

9 Fréchet 1919-20.
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21.3. Lemma.

(@) Legyen f € LP,1 < p < co. Létezik olyan () 1épcsés fliggvénysorozat
és olyan h € LP fiiggvény, hogy

lon| < h  m.m. minden n-re,&s ¢, — f mm. (21.2)
(b) Ha 1 < p < oo, akkor a lépcsds fliggvények slrliek LP-ben.
*Megjegyzés. A lépcs6s figgvények nem siirliek L°°-ben altalaban, de

stirCiek a gyengébb o(L>°, L') lokélisan konvex topologiara nézve, amelyet
a

, gEL1

py(f) = ‘/fg dp

felnormacsalad definial .1 Tekintsiik ugyanis tetsz6legesen adott f € L>-re
a lemma (a) részében szerepld (,,) sorozatot. Akkor ||(vn — f)glli — 0
minden g € L'-re a Lebesgue-féle konvergenciatétel miatt (151. 0.).

Bizonyitas. Tegyuk fel elészor, hogy 1 < p < oo. Az f fliggvény
pozitiv és negativ részét kulonvalasztva feltehet6, hogy f > 0 m.m. Alkal-
mazva a 17.15 allitas (d) részét (156. 0.) fP-re, létezik olyan (v,,) 1épcsés
fliggvénysorozat és olyan g € L' fiiggvény, hogy

|| < g minden n-re, &s 1, — fP
m.m. A v, figgvényt |4, |-re cserélve az is feltehetd, hogy v, > 0 m.m.
AKkor h := g1/P &s o, := 1L/ eleget tesznek (21.1)-nek. Minthogy
[on = I < (lpul + | f])P < 2PhP = 2Pg € L
minden n-re, alkalmazva a Lebesgue-féle konvergenciatételt |, — f|P-re a
wn — f relaciot kapjuk LP-ben.

Hatra van még (a) igazolasa a p = oo esetben. Rogzitsiik véges mértékdi
A,, halmazok olyan novekvd sorozatat, hogy f = 0 az UA,, egyesitésen
kivil.t Mivel fx 4, € L' minden n-re, rogzithet6 olyan f,, 1épcsés fiiggvény,
hogy
x4, — faxanlli < 1/n.
Sziikség esetén f,,-et a

max{—|| f oo, min{|| f|loc, frn}}

10 Részletesebben tanulmanyozzuk majd ezt a topologiat a 21.7. szakaszban, 282. o.
1 Minthogy L°° elemei a definicionk értelmében mérhet6ek, és nemcsak lokalisan
mérhetdek, alkalmazhat6 a 19.5 lemma (186). o.
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fuggvénnyel helyettesitve az is feltehetd, hogy | f.| < ||f]lcc M.m. minden
n-re. Minthogy a h := ||f|lo Konstans fliggvény L°°-hez tartozik, elég
(fn)-nek m.m. f-hez konvergal6 részsorozatat talalnunk.

Minthogy || fxa, — faxa,ll1 — 0, alkalmazva a Riesz-lemmat létezik
(fn)-nek olyan (fl) részsorozata, hogy f! — f m.m. A;-en.

Minthogy || fxa, — fixa,ll1 — 0, alkalmazva ismét a Riesz-lemmat
letezik (f})-nek olyan (f2) részsorozata, hogy f2 — f m.m. As-n. Re-
kurzibval folytatva, majd alkalmazva a Cantor-féle atlos modszert végiilis
(fn)-nek olyan (yy,) részsorozatat kapjuk, amely m.m. f-hez konvergal. O

Igazoljuk most a Hilbert-Schmidt tétel (32. 0.) L2-beli valtozatat. A
19.3. szakaszhoz hasonldan (188. 0.) tekintsiink egy 1 x . Szorzatmértéket
X x X-en.

21.4. Allitas. (Hilbert-Schmidt'?) Ha a € L2(X x X)), akkor az

(Af)(t) = / a(t,s)f(s)ds, teX
X
képlet teljesen folytonos operatort definial L?(X)-ben.

Bizonyitas. Felhasznalva a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget és alkal-
mazva a Tonelli-tételt (191. 0.) minden f € L?(X)-re fennall a kovetkez6
becslés:

/’/ (t:5)1(5) s dt</ /\ats\zds /|f () ds) dt

= llall3 - I1£113-

1gy A legfeljebb l|al|2 normaja, folytonos operator L2(X)-ben.

A kompaktsag igazolasahoz rogzitsiink a 21.3 lemma alapjan olyan (a.,)
lépcsds fuggvénysorozatot, hogy a,, — a L?*(X x X)-ben. Megismételve
az el6zd becslést a helyett a,,-re &s a — a,,-re azt kapjuk, hogy az

(A )(t) == /Xan(t,s)f(s) ds, teX

operatorok folytonosak L?(X)-ben, és
A= An|l < [la —anl2 — 0.

Befejezésiil elég megmutatnunk hogy az A,, operatorok véges rangtak. Ek-
kor ugyanis kompaktak is, &s az A hatarértékiik is kompakt a 14.29 allitas
szerint (80. 0.).

12 Hilbert 1906, Schmidt 1907.
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A véges ranglsaghoz jegyezzilk meg, hogy a szorzatmérték definicija
alapjan minden X x X-en értelmezett Iépcs6s fliggvény

(t,s) = xs(t) - xK(s)

alaka fliggvények véges lineéaris kombinacioja, ahol J, K € M véges mérté-
kd halmazok. Marpedig az ilyen fliggvényekhez tartoz6 operatorok képterét
az egyetlen x i fliggvény generalja. O

A szakasz hatralévé részében néhany fontos specialis esetet tanulmanyo-
zunk. Legyen I nyilt intervallum, w : I — R pedig a szokasos Lebesgue-
mértékre vonatkozo6lag mérhetd, m.m. nem-negativ fliggvény. Tegyik fel,
hogy w integralhaté I minden kompakt részintervalluman'?, és jeléljik P-
vel azon korlatos intervallumok félgydir(ijét, amelyeknek a lezarasa is I-ben
van. A u(J) := [, w dt képlet véges mértéket definial P-n. Tekintsiik a
hozzatartozo integralelméletet, és jeldljik L%,-vel a megfelel6 LP tereket. A
w = 1 esetben visszakapjuk a szokéasos LP(I) tereket.

Jeloljik C.(I)-vel azon folytonos g : I — R fuiggvényeknek a vek-
torterét, amelyek eltlinnek I valamely kompakt részintervalluman Kivil, vagy-
is azonosan nullaval egyenlék I végpontjainak alkalmas kérnyezetében.*

21.5. Allitas. Legyen 1 < p < oc.
(@) Az L%, tér szeparabilis.
(b) C.(I) stir( altere LE,-nek.

(c) Ha I korlatos és w integralhatd 7-n, akkor az algebrai polinomok siir(iek
L% -ben.

(d) Ha |I] < 27 és w integralhat6 I-n, akkor a trigonometrikus polinomok
s(irCiek L%,-ben.

Bizonyitas. Jeldljik L, normajat ||-||,-vel.

(@) A 21.3 lemma alapjan a P-beli intervallumok karakterisztikus fligg-
vényei generaljak L%,-t. Ha ezek koziil csak a racionalis végpont( intervallu-
mokat tekintjik, akkor olyan megszamlalhato fliggvényrendszerhez jutunk,
amely tovabbra is generalja L%, -t.

13 Aztis mondjuk ilyenkor, hogy w lokalisan integralhato.
14 A kompakt részintervallum g-t6l fligghet.
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21.1. dbra. g, grafja

(b) A 21.3 lemma alapjan elég minden nem-ures, korlatos J = (a,b)
intervallumhoz olyan C.(.J)-beli (g,,) fiiggvénysorozatot talalni, amely L%,-
ben x j-hez tart. Definialjuk minden n > 2/(b — a) egészre g,-et a

0 hat <a,

n(t—a) haa<t<a+nt
gn(t) =<1 haa+nt<t<b—nt

n(b—t) hab—n"!<t<b,

0 hat <b

képlettel; lasd a 21.1 abrat. Akkor

b
s = ully = [ 1= a0 dt =0
a Lebesgue-féle konvergenciatétel miatt, mert minden n-re
0<|1—gpfw<w
m.m.

(c) TetszGlegesen adott f € L%, és e > 0 esetén (b) alapjan valasszunk
olyan g € C.(I) fuggvenyt, amelyre || f — g||, < £/2. Ezutan alkalmazva
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Weierstrass els6 approximacios tételét (218. o.) valasszunk olyan (p,,) poli-
nomsorozatot, hogy ||g — pnllcc — 0. Minthogy

9
1f = pallp < WS = 9llp +1lg = Pally < 5 + 119 = Palloc - L],

elég nagy n-re || f — pnllp < e.

(d) Tetszblegesen adott f € L%, és e > 0 esetén (b) alapjan valasszunk
ismétolyan g € C.([) fuggvenyt, amelyre || f — g||, < /2. Minthogy || <
2w, g kiterjeszthet6 R-en értelmezett 27-periodikus, folytonos fliggvénnyé.
Alkalmazva Weierstrass masodik approximacios tételét (221. 0.) valasszunk
olyan (hy,) trigonometrikus polinomsorozatot, hogy ||g — hnllcc — 0. Meg-
ismételve a (c)-beli okoskodast elég nagy n-re || f — hy ||, < € adodik. O

*Megjegyzések. Tekintsiik a w = 1 specialis esetet.

e A (b) tulajdonsag szerint az LP(I) terek C.(I) teljessé tételének
tekinthetdk a ||-||,, normara nézve.

e A fenti négy tulajdonsag egyike sem teljesil altalaban L°°(1)-re.
Ugyanis (b), (c) és (d) mindegyike maga utan vonna (a)-t, marpedig
L*°(I) nem szeparabilis. Ez konnyen lathato az ¢>° tér nem-szepa-
rabilitasara adott korabbi bizonyitasunk adaptéciojaval (57. 0.).

e Masrészt mind a négy tulajdonséag érvényben marad, ha L°°(I)-
en a o(L>, L') gyenge topologiat tekintjik. (Lasd a fenti 21.3
lemmat kdvetd megjegyzést.)

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy szamos korabban bevezetett or-
togonalis fliggvényrendszer teljes; emlékeztetiink ennek a fontossagara a
megfelel8 Fourier-sorok konvergenciajanak a szempontjabol.*®

Tekintstik az (f, g) := [ fgw dt skalaris szorzattal ellatott L2, Hilbert-
teret. Ha at — tFw(t) fiiggvények minden nem-negativ k egészre in-
tegralhatok, akkor az algebrai polinomok mind L2 -hez tartoznak. © Al-
kalmazva a Gram-Schmidt ortogonalizaciot ' az 1, id, id?, ... fliggvényso-
rozatra, majd normalizélva a kapott p;, polinomokat olyan ortonormalt ( P,)
polinomsorozatot kapunk L2 -ben, hogy deg pr = k minden k-ra.

21.6. Kovetkezmény.

(a) Ha I korlatos és w integralhatd I-n, akkor (P;) ortonormalt bazis L2 -
ben.

15 | asd a 13.7 allitést, 19. o.

1672 helyzet példaul, ha I korlatos és w integralhat6 I-n.
17 Els6 kotet, 9.1 allitas, 192. o.
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(b) Ha I 27 hossz(sagu intervallum, akkor a trigonometrikus rendszer:
1 sin kt cos kt
eO:E et 62]6,1:7, €2k = \/7—_‘_ )
ortonormalt bazis L?(I)-ben.
(€ A

k=1,2,...

V2/msinkz, k=1,2,...

fiiggvények ortonormalt bazist alkotnak L2 (0, 7)-ben.
(d) Az
1/v/m és y/2/mcoskx, k=1,2,...

fiiggvények ortonormalt bazist alkotnak L2 (0, )-ben.

Bizonyitas. A (b), (c), (d)-beli fliggvények ortonormalitasa kozvetlen
szamolassal ellendrizhet6.

(@) és (b) kdvetkezik az el6z6 allitas (c), (d) részeib6l és a 13.8 allitashol
(22.0.).

(c) Elég megmutatnunk, hogy ha h € L?(0, 7) ortogonalis a sin kt fiigg-
vényekre minden & = 1,2,... esetén, akkor h = 0 m.m. A h fliggvényt
paratlan fiiggvényként (—, )-re kiterjesztve olyan H € L?(—m, ) fiigg-
vényhez jutunk, amely ortogonalis a teljes trigonometrikus rendszerre. Ekkor
(b) miatt H = 0 m.m. (—m, 7)-n, ésigy h = 0 m.m. (0, 7)-n.

(d) Elég megmutatnunk, hogy ha h € L?(0, ) ortogonalis a cos kt fiigg-
vényekre minden k£ = 0,1,... esetén, akkor h = 0 m.m. A h fliggvényt
paros fiiggvényként (—,)-re Kiterjesztve olyan H € L?(—m, ) fiigg-
vényhez jutunk, amely ortogonalis a teljes trigonometrikus rendszerre. Ekkor
(b) miatt H = 0 m.m. (—m, 7)-n, ésigy h = 0 m.m. (0, 7)-n. O

*Megjegyzések.

e Az adott potfeltevések hianyaban a (py ) ortogonalis polinomsorozat
nem feltétleniil teljes.’® A gyakorlatban fontos Laguerre- és Her-
mite-polinomok azonban teljesek, bar nem teljesitik az el6z6 allitas
feltételeit.'®

18 Nevezetes ellenpéldat mutatott erre Stieltjes 1894.
19 Sztyeklov [Steklov] 1916. Lasd Neumann Janos bizonyitasat is Courant—Hilbert 1931
vagy Szeg6 1975 kdnyvében, 81-82. illetve 104-106. o.
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e Minthogy az L2-beli konvergencia nem vonja maga utan a m.m.
konvergenciat altalaban, a Fourier-sorok konvergenciajarol szol6
13.8 allitashol nem kovetkezik am.m. konvergencia. Mindazonaltal
Carleson bebizonyitotta, hogy ha I 27 hossz(sagu intervallum, ak-
kor barmely f € L2(I) fiiggvény trigonometrikus Fourier-sora
m.m. konvergal f-hez. %

e Alkalmazva Haar ekvikonvergenciatételét hasonlo eredmény érvé-
nyes a Legendre-polinomok szerinti sorfejtésekre is.?

21.2. * Kompakt halmazok

Ebben a szakaszban jellemezziik az LP-beli kompakt halmazokat az R-

beli szokasos Lebesgue-mérték esetén. Akarcsak az el6zd fejezetben (20.7
allitas, 227. 0.), elég a teljesen korlatos halmazokat jellemezniink.

21.7. Allitas. (Riesz M.?%) Legyen 1 < p < oo. Az LP(R)-beli F halmaz
pontosan akkor teljesen korlatos, ha eleget tesz a kdvetkezd két feltételnek:

sup/ lf(t)Pdt -0 ha R— o0
feF Ji>r

Sup/ F(t) — F(t+ )P dt—0 ha h— 0.
feFJ—

Vezessik be a kényelem kedvéért az eltolt f5(t) := f(¢t+ h) fliggvénye-
ket, és irjuk at a feltételeinket a kovetkez6 formaba:

sup || fllzer\[~r,r) — 0 ha R — oo (21.2)
feF
és

sup ||f — fullp = 0 ha h—0. (21.3)
feF

20 Carleson 1966. Ezzel igazolta Luzin [Lusin] 1913 régi sejtését. Carleson tételét Hunt
1967 &ltalanositotta az L esetre, ahol p > 1.

21 Haar 1918. Ilyen jellegl ekvikonvergenciatételt mar Liouville is igazolt 1837-ben.
Az eredmény érvényben marad minden klasszikus ortogonalis polinomsorozatra is: lasd Joo—
Komornik 1983, Komornik 1984, 1986.

%2 Riesz M. 1933.
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A sziikségesség bizonyitasa. Els6 lépés. Ha f € LP és1 < p < oo,
akkor

| fllLrr\[-R,r) — 0 ha R — oo

If = fullp =0 ha h—0.
Ugyanis a

P halt| <n,
oy {FOP el <
0 ha|t| > n
fggvények integralhatok, |g,| < |f|P és g, — 0 m.m., tehat a Lebesgue-
féle konvergenciatétel alapjan

o< [ Jsords [ gmd—o
[t|>R —00

ha R — oo. (Itt [R]-szel R egész részét jel6ljik.) Ez bizonyitja az elsd
relaciot.

A masodik relacié nyilvanval6, ha f valamely korlatos intervallum ka-
rakterisztikus figgvénye. A haromszdg-egyenl6tlenség alapjan tetszéleges
Iépcsds fuggvényre is érvényben marad. Veégll tetszéleges f € LP ése > 0
esetén valasszunk olyan g lépcsés fliggvényt, amelyre || f — g||, < €. Akkor
|| fn — gnllp < € is fennall minden h-ra. Ha h elég kozel van nullahoz, akkor
llg — gnll, < €, tehat

1f = fully < 1f = gllp + lg = gnllp + llgn — fallp < 3e.

Mésodik 1épés. Ha F teljesen korlatos, akkor minden rogzitett ¢ >
0-hoz befedhet6 véges sok e sugart gdmbbel; jeloljik ezek kdzéppontjait

fi,- .y fm-mel.
Az elsd 1épés miatt létezik olyan R > 0 és 6 > 0, hogy

| fillLrr\[~R,R) < €

Ifi = finllp <e ha |h[ <4
t=1,...,m-re.

Minden f € F hozzatartozik egy ilyen B.( f;) gdmbhoz, igyhogy

I fllerr\[—r,R] S If = fillLor\(=r,R) + I fill Lo\ (=R, R) < 26,
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7

es

1f = fullp < W = fillp + 11 i = + I fin = fullp < 3e,
ha |h| < 0. O

Az elégségesség bizonyitasa. Els6 lépés. Sztyeklov? regularizalasi el-
jarasat hasznalva visszavezetjiik a problémat a folytonos fiiggvények esetére.
Legyen tehat

1 r
:;/ f(t+s)ds, felLP, r>0.
0

Igazoljuk el6szor az alabbi becsléseket:

1Sr flloo < 7P| £llp3 (21.4)
1(Se £)(X) = (S f)(E+h)| < 7P\ f = full (21.5)
minden t € R-re;
”f - Srf”p < sup Hf - fh”p- (21-6)
0<h<r

Az els6 becslés a Holder-egyenlétlenség alkalmazasaval adodik:

(S £)(0)] < 7! / 4 9)] ds < YPY Fllioesny < 720 £l

minden ¢ € R-re. A (21.5) becslést megkapjuk, ha (21.4)-et f helyett f — f;,-
ra alkalmazzuk. Végdil

(¢ =$nOl= [ [ 10 = 5t +9) d
<r- 1/7’/|f t+s)|pds) v

minden ¢-re, és igy

/Z'U_Srf)(t)pdtﬁr/ /!f f(t+ )" ds dt

—1// 1f(t) = f(t+s)P dt ds

< sup [|f = fallp-
0<h<r
Ez igazolja (21.6)-ot.

23 sztyeklov [Steklov] 1911.
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Masodik lépés. Elég tetszblegesen rogzitett ¢ > 0-ra befednlink F-et
véges sok, legfeljebb 3¢ sugar( gombbel.
Felhasznalva (21.2)-t legyen R > 0 olyan szam, hogy

I fllzrr\ R, <€ minden f € F-re.
Azutan (21.3) és (21.6) alapjan legyen » > 0 olyan kis szam, hogy
If —S.fll, <e minden f e F-re.

A (21.4) &s (21.5) tulajdonségok szerintaz { S, f : f € F} flggvényrendszer
egyenletesen korlatos és egyszerre folytonos. Alkalmazvaa[—2R, 2R] inter-
vallumon az Arzela—Ascoli tételt (227. 0.) 1éteznek tehét olyan [—2R, 2R]-
en folytonos g, . . ., g, fuggvények, hogy minden f € F fuggvény eleget
tesz alkalmas i indexre az

S, f — gil < (2R)""Pe  [-2R,2R]-en (21.7)

feltételnek. A g; fuggvényeket nullaként R-re kiterjesztve LP-beli fi,..., fi,
fliggvényeket kapunk. Elég megmutatnunk, hogy | f — fill, < 3¢ minden
f € F-re, ahol az 7 index ugyanaz, mint (21.7)-ben.
Ennek igazolasara hasznaljuk fel a haromszdg-egyenlétlenséget, R, r
definiciojat, végiil pedig 7 valasztasat:
1f = fillp, = I fll e\ [=r,R) + I1.f = gillLr(=r,R)
<e+|f - Sv-fHLP(—R,R) +|1S:f — giHLP(—R,R)
< 2+ (2R)Y?(|S, f — gillL(—r.R)
< 3e. O

21.3. * Konvollcio

Az eddigiek soran mar szamos alkalommal alkalmaztunk

[ #s1gtt = ds

alaki integralokat adott fliggvények regularizalasara, vagyis simabb fiigg-
vényekkel valo kozelitésére: gondoljuk Landau és de la Vallée-Poussin mod-
szereire, a Dirichlet- és Fejér-magokra az el6z8 fejezetb6l, vagy a Sztyeklov-
fliggvényekre az el6zd szakaszbol. llyen integralok gyakran el6fordulnak
a parcialis differencialegyenletek elméletében is. Haar Alfréd nevezetes
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eredménye lehetévé tette ennek a technikanak a kiterjesztését minden to-
pologikus csoportra is. 2* A jelen szakaszban csak egy kis ,,izelitét” tudunk
adni ebb6l a kérdéskorbél.?
21.8. Allitas. Legyen 1 < p, ¢, < oo harom olyan szam, hogy
1 1 1
—+-==+41,
P q r
éslegyen f € LP(RY), g € LY(RY).

(a) Az
(F+9)@)i= [ 1o )gly

képlet egy f * g € L"(RY) fiiggvényt definial, és

1 * gllr < [1f1lp - lgllg-
(b) Ha f = 0 m.m. az A halmazon Kivill és ¢ = 0 m.m. a B halmazon
kivul, akkor f x g = 0 m.m. az
A+B:={a+beRY : ac Aésbe B}
halmazon kivil.

Definici6. Az f x g fuggvényt f és g konvolGcibjanak vagy konvolicio-
szorzatanak nevezziik.2®

Megjegyzések.
o A definiciobol kovetkezik, hogy a konvolucié kommutativ: fxg =
g* [
e Teljes indukcibval igazolhat6, hogy ha valamilyen k > 2 egészre
fr € MRY),... fy € I (RY),
aholal < pq,...,pr,r < oo szamok eleget tesznek az
1 1 1
— 4+t —==-+k-1
P P T
feltételnek, akkor g := fy % (- % fz)...) € L"(RY), és

g1l < 1 f1llp - - 1 fllpy -

24 Haar 1933.

25 5ok kiegészités és alkalmazas talalhatd a kovetkez6 munkékban: Brezis 1983,
Hormander 1963, 1983, Katznelson 1976, Rudin 1962, 1973, 1986, L. Schwartz 1966, Weil
1940.

26 Fourier 1822.
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Raadasul igazolhatd az (f = g) x h = f * (g = h) asszociativitas is,

,,,,,

A kitevBkre vonatkozo feltétel a konjugalt kitevéket hasznalva
az ekvivalens és egyszer(ibb

Lo 1
P p, v

alakban is irhato.

Az (a) rész bizonyitasa. Az (z,y) — f(z—y)g(y) fliggvény mérhets-
sége konnyen lathato.

(i) Az r = oo eset a Holder-egyenl&tlenségbdl adodik. Tegyik fel
ezentdl, hogy r < oo. Mivel p < r és ¢ < r, ekkor p és ¢ is végesek.

(i) Tanulméanyozzuk el8szor azt az esetet, amikor f és g nem-negativak
és integralhatoak. Tonelli tételét alkalmazva az

Jra@ o= [([ 16w dy) do
~ [([ 1= vtw) dz) ay
— [([ £~ v dz)at) dy

= [Ifll - llglh < o0
egyenlBséget nyerjiik. Tehat f x g € L'(RV), és
1f=gllv=1[1fll1-llglh- (21.8)

(iii) Az altalanos esetre térve fogadjuk el ideiglenesen a kdvetkezd e-
gyenlétlenséget:

(f11gD)™ < WAIRTP - lgllg™ - (117 +1gl?)  m.m. (21.9)
A jobboldal az el6z6 Iépés alapjan integralhatd. Ezért |f| = |g| € L"(RY),

vagyis
/(/‘f(x —y)gly)| dy)  dz < oo,

Innen specialisan adodik, hogy az

y— fle—y)g(y)
fliggvény m.m. z-re integralhat6. Tehat [ «+ ¢ m.m. értelmezve van.
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Ezutan (21.8) és (21.9) alkalmazasaval a kdvetkezd becslést kapjuk:
J1 @l de = [| [ 16— 0gt0) dy| as

< [(f1ra = vt dv) " do
= IIfT+ gl
<A1 Mgl - 12+ gl
= 11715, -l

EDDGI £+ g € L (®Y) és 1 « gll, < [1£], - gl

(iv) Hatra van a (21.9) egyenl&tlenség igazolasa. Bevezetve a p és ¢
kitevék p’ és ¢’ konjugaltjait,

1 1
—,"‘r—,—‘r—:l
p q r
Minthogy
P 1 1 1 P
2-aG-D) a1 -4
r p T q q
és

m.m. fennall a kbvetkezd egyenl6ség:

=gl = (F =) (l9w))"" (1@ = ) Flaw)) "
Alkalmazva a Holder-egyenl6tlenséget innen m.m. z-re adodik az
(11 1g) (@) < I - g2 - (11 + lgl) ()"
egyenl6tlenség, ebbdl pedig a keresett becslés:
(11 g @)™ < 1A gl - (1£] % 1g]) ()
= FIl77 - llgllg™ - (LFIP +1gl?) (). O

A (b) rész bizonyitasa. Ha (fx*g)(x) értelmezve van valamely = ¢ A+
B-re, akkor x—y ¢ Amindeny € B-re. Kovetkezésképpen f(z—vy)g(y) =
0m.m. y € R¥-re, tehat (f * g)(x) = 0. O
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Tty

21.2. dbra. Egyenletes konvexség

21.4. Egyenletesen konvex terek

Az euklideszi terek fontos tulajdonsaga a paralelogramma-azonossag.
Az 1 < p < oo esethen az LP terek rendelkeznek ennek az azonossagnak
egy gyengitett, de azért még nagyon hasznos valtozataval.

Definicio. AZ X normalt tér egyenletesen konvex?’, ha minden ¢ > 0-
hoz van olyan > 0 szam, hogy ha két x, y € X vektorra

zl| <1, [yl <1 és Jlz+yll>2-9,
akkor

[z —yll <e.
(Lasd a 21.2 abrat.)

Példak.

e Minden euklideszi tér egyenletesen konvex, mert a kovetkezék sze-
rinta § := 2 /4 valasztas megfelel:

lz =yl = 2fjz|® + 2]lyl* — l|lz + y|* <4 - (2-4)* < 40.

27 Clarkson 1936.
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e Az (' tér nem egyenletesen konvex, ugyanis
lerll = lleall =1 &s [lex + eaf| = [lex — e2f = 2,

Ugyhogy £ < 2-hdz nem létezik alkalmas § > 0.
e Az (> tér sem egyenletesen konvex, ugyanis az x := e; + eg €S
y := e1 — e Vektorokra

[zl =1yl =1 &és |lz+yl|l=[z-yl=2,
tehat ¢ < 2-h0z nem létezik alkalmas ¢ > 0.

Masrészt az (7 terek egyenletesen konvexek, ha 1 < p < oo. Altalano-
sabban fennall a

21.9. Allitas. Legyen (X, M, p) tetsz6leges mértéktér és 1 < p < oc.
Akkor LP(X, M, 1) egyenletesen konvex.?®
Bizonyitas.
Els6 Iépés. Ha x és y killonbdz6 valds szamok, akkor
p p
’x+y‘P < P+ 1yl
2 2
at — |t|P fuggvény szigorl konvexitasa miatt.
Masodik Iépés. Tetszbleges e > 0-ra jeloljiuk o = o(e)-nal az
zlP + |yl )x+y‘p
2 2

kifejezés minimumat az
— p
{(%y)GRZ P+ |ylP =2 és ’%’ 25}

kompakt halmazon. Az el6z8 Iépés miatt o > 0. Innen homogenitéasi meg-
gondolassal adodik, hogy ha az x, y valés szamokra
— p p
Eop
2 - 2

akkor

2P+ [y[P _ =P+ [y]? ‘$+y‘p
0 < - .
2 2 2
Harmadik lépés. Tetsz6legesen adott ¢ > 0-hoz elég olyan § > 0-t
talalnunk, hogy ha az f, g € L? fuggvényekre

/|f|pdm§1,/]gpdx§1 és /}f‘;g‘pdxn(s,

28 Clarkson 1936. Az alabbi bizonyitast McShane 1950 adta.
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akkor
J155) aw <e

dx

‘p

dx

IN

) e

) e

IN

IN

Bevezetve az
_ p p
M::{’f g’PZE\f\ +lg| }
2 2
halmazt és felhasznéalva a ¢t — |t|P fuggvény konvexitasat, az el6z6 lépés
alkalmazasaval a kovetkez6 becsléshez jutunk:
— p
/‘f g‘ dr
xl 2
J— p J—
/ ‘f g‘der/)f g
x\m! 2 Ml 2
p p p p
8/ LfIP+ gl der/ LfIP+ gl
X\M 2 M 2
j2 j2 1 P P
6/ LfIP+ gl der_/ (If\ +lgl”
X\M 2 oJm 2
j2 j2 1 j2 j2
6/ 1P+ gl der_/(lf! +lg/”
X 2 0Jx 2
1-96
0

€+

IN

1
%

0
g+ —.
1%
Innen a § < ep valasztassal a keresett konkl(zio adodik. O

A Hilbert térbeli meréleges vetités tételének (10. 0.) a kdvetkez6 variansa
minden egyenletesen konvex Banach-térben érvényes:

21.10. Allitas. (Szokefalvi-Nagy?®) Legyen K nem-iires konvex zart hal-
maz az egyenletesen konvex X Banach-térben. Minden = € X-hez létezik
pontosan egy, téle minimalis tavolsagra lévé y pont K -ban.

Bizonyitas.
Létezés. Az eredmény x € K-ra nyilvanval6. Legyen ezentll = ¢ K, és
valasszunk egy minimizald (y,,) sorozatot: y,, € K és

|z — yn|| — d := dist (z, K).

29 Sz6kefalvi-Nagy 1942.
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Vezessik be a

tn i =1/||lx —ynll &S zp:=tn(x—yn)

jeloléseket, akkor ||z,|| = 1 minden n-re. Felhasznélva tovabba K kon-
vexitasat és d értelmezését a

120 + 2mll = [[tn(z = yn) + tm (2 = ym) ||

t, t
= (tn +tm)[2 — ( )|
(bn ) || T Um
> (tp +tm)d

— 2

relacibhoz jutunk. Az egyenletes konvexitas miatt innen adodik, hogy (z;,)
Cauchy-sorozat; a tér teljessége miatt tehat konvergal valamely = € X pont-
hoz. Kovetkezésképpen

Zn z
=T — & > —==y.
Y t d Y

Akkor y € K, mert K zart, és ||z — y|| = lim||z — y, || = d.

Unicitas. Hay, v’ € K és ||z —y|| = ||z — /|| = d, akkor az ya,—1 1=y
és yo, = 3/, n = 1,2,... képletek minimalizald sorozatot definialnak.
Az ¢l6z6 Iépésben latottak alapjan ez a sorozat konvergens, ami csak (gy
lehetséges, hay = 3/. O

*Példak. Az L' és L™ terekben tobb minimalis tavolsagra Iévé pont is
lehet, lgyhogy ezek a terek nem egyenletesen konvexek 3C:

e Tekintsik X = L'(—1,1)-ben a nulla integrald fiiggvények M
zart linearis alterét, és a konstans g = 1 fliggvényt. Akkor

1 1
Hg—fH1=/1\1—f(t)|dtZ/ll—f(t)dt=2

minden f € M-re, és az egyenl8ség all fenn minden olyan f €
M fuggvényre, amelyikre f < 1 m.m. Ezért a dist (g, M) = 2
tavolsag végtelen sok pontban felvétetik.

e X = L*°(—1,1)-ben a [-1, 0] intervallumban m.m. elt(iné fugg-
vények M zart linearis alteret alkotnak. Ha g = 1, akkor

g = flloo > 1lg = fllpoe(—1,0) =1

30 Hasonlo példakat adtunk korabban R2-ben: Topologia, 76-77. 0.
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minden f € M-re, és az egyenldség teljesil minden olyan f € M
fuggvényre, amelyikre 0 < f < 2 m.m. Ezért a dist (g, M) = 2
tavolsag végtelen sok pontban felvétetik.

Egyenletesen konvex terekben kiegészithet6é az 14.15 allitas (60. 0.) az
erds és gyenge konvergencia kapcsolatérol:

21.11. *Allitas. (Radon-Riesz®) Egyenletesen konvex normalt terekben

Tp — T <= Tp—x €S |z, — x|

Bizonyitas. A = implikaciot mar megmutattuk (minden normalt térre)

a 14.15 éallitasban. A forditott irany igazolasahoz tegyik fel, hogy ||z| > 0
(az x = 0 eset nyilvanval0); akkor ||z,| > 0 minden elég nagy n-re. Az
Ty — x €S ||z, || — ||z|| feltevésekbdl kovetkezik, hogy

Tn, x T

Feall el ~ Tl
Minthogy a hatarérték normaja 2-vel egyenld, a 14.15 allitas (f) része miatt
tetsz6legesen rogzitett & > 0 esetén

Iear * el > 22
fzall * Tl

ha n elég nagy. Az egyenletes konvexitas definicioja miatt innen

H lzall — lil H

Kovetkezésképpen

= lf}- H = O

aall nH
*Megjegyzések.

e Emlékeztetiink arra (63. 0.), hogy az ekvivalencia nem teljesiil pél-
daul a ¢y és ¢°° terekben.

e Emlékeztetiink arra is, hogy az ¢!, bar nem egyenletesen konvex,
rendelkezik a Radon—Riesz tulajdonsaggal. (Lasd a 14.19 allitast,
64.0.).

e E példakivételes: hamarosan latni fogjuk (285. 0.), hogy L (—, 7)
nem rendelkezik a Radon—Riesz tulajdonsaggal.

31 Hildebrandt 1912-13 (¢7), Radon 1913 (1358. o.: L*), Riesz 1913 (58-59. o.: ¢P),
1928-29 (egyszer( bizonyitas LP-re).
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o Kadec tétele szerint® minden szeparabilis Banach-térnek van Ra-
don—Riesz tulajdonsagl ekvivalens normaja.

21.5. Reflexivitas

A C(K) terekkel szemben az L” terek tobbségukben reflexivek:

21.12. Allitas. (Clarkson®®) Tetsz6leges (X, M, 1) mértéktér és 1 <
p < oo esetén az LP (X, M, ) terek reflexivek.

A 21.9 allitas fényében elegendd ehhez igazolni a kdvetkezét:

21.13. Allitas. (Milman—Pettis®*) Minden egyenletesen konvex Banach-
tér reflexiv.

*Megjegyzés. Ez az eredmény megvilagitja a 14.25 allitas (c) részének
ésa21.10 allitasnak a kapcsolatat is a konvex, zart halmazoktol val6 tavolsag
felvételével kapcsolatban (75 és 273. 0.).

Bizonyitas. Tekintsiik a 14.21 allitasbeli J : X — X" kanonikus izo-
metriat (67. 0.). Minthogy .J homogén, elég megmutatni, hogy ha ® € X”
és ||®|| = 1, akkor alkalmas z € X-re Jx = ®.

Jeloljuk X és X" zart egységgombjét B-vel és B”-vel. Goldstein tétele
alapjan (113. 0.) van olyan B-beli (x,,) hélo, hogy J(z,) — ®ac(X", X')
topologiaban. Ebb6l kdvetkezik, hogy a ,,megduplazott” halé 2®-hez tart:

J( X + xp) = J(xm) + J(x) — 2.

Kovetkezésképpen
[Zm + 2ol — (122 = 2.

Az ellenkezd esetben volna ugyanis olyan részhal6, amely valamely 0 <
a < 2-re az aB” gdmbhoz tartozna. A Banach-Alaoglu tétel miatt (113. 0.)
ez a gdmb kompakt, és igy zart halmaz volna a szeparalt o( X", X') topo-
I6gidban. Akkor azonban a ® valasztasanak ellentmond6 |29 < o < 2
egyenl6tlenséget kapnank.

32 Kadec 1958, 1959. Lasd még [38].
33 Clarkson 1936.

34 Milman 1938, Pettis 1939. A jelen bizonyitast nézve lasd Lindenstrauss—Tzafriri
1979, 61. o.
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Minthogy X egyenletesen konvex, a fentiek alapjan (x,,) Cauchy-halo

X-ben. Mivel X teljes, e hal6 konvergal valamely x € X ponthoz. Ak-
kor J(z,) — J(z)ao(X", X') topolbgiaban e topologia definicija miatt.
Azonban J(x,) — ® is teljesul, Ggyhogy e topologia szeparaltsaga folytan
¢ = J(x). O

www.interkonyv.hu

Az L' és L™ terek altalaban nem reflexivek:
*Példak.
o Az el6z8 fejezetben tobbféleképpen is igazoltuk, hogy C([0, 1])

nem reflexiv. Minthogy C(]0,1]) az L>°(0, 1) tér altere, a 15.22

allitas (116. 0.) szerint L°°(0, 1) sem lehet reflexiv.

Az L1(0,1) tér nem reflexiv, mert Iéteznek olyan ¢ € (L'(0,1))’

lineéris funkcionalok, amelyek norméaja nem vétetik fel (lasd a 14.25
allitast, 75. 0.). Legyen példaul

1
ﬂﬁ:AtMWafeﬂmn
A

1 1
el < [ rwnae< [Cirera= s, (21.10)
becslés mutatja, hogy ||¢|| < 1. Méasrészt az

Jn = NX[1—n—11]

fuggvények (lasd a 21.3 abrat) egy normajuak, és |¢(fn)| — 1,
tehét ||¢|| = 1. Azonban ez a norma nem vétetik fel, ugyanis a
(21.10)-beli masodik egyenl6tlenség minden nem-nulla fliggvényre
szigord.

LY (X, M, ) azért sem reflexiv a legtobb mértéktér esetén, mert
tartalmaz gyengén konvergens részsorozat nélkiili korlatos soroza-
tokat. (La&sd a 14.23 tételt, 70. 0.). Ha ugyanis léteznek 0 <
1(Ay,) < oo tulajdonsagi diszjunkt halmazok, akkor az f, :=
u(Ay) "ty a, fiiggvények korlatos sorozatanak nincs gyengén kon-
vergens részsorozata. Tetszbleges (f,,) részsorozatra tekintsiik
ugyanis a

<h:w«®k fd
@ ; /Ak i

képlettel definialt ¢ € (L'(X))’ linearis funkcionalt: ¢(f,,) =
(—1)* minden k-ra, tehat a (»(f,, )) szamsorozat nem konvergens.

© Typotex Kiado
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n—1
1

21.3. abra. nx[_,-1 ) grafja

A reflexivitas kérdésére még visszatériink a kovetkez6 szakaszban.

21.6. Az LP terek dualisai

Ebben a szakaszban altalanositjuk az (¢7)" = ¢4 relaciokat (14.13 allitas,
57.0.). Ha1 < p, ¢ < oo konjugalt kitevok, akkor a

(Gg)(f) :Z/ng dp

képlet folytonos linearis funkcionalt definial LP-n minden g € LY%-ra. Az
integrél ugyanis értelmezve van a Holder-egyenl&tlenség miatt, és

GO < Nlgllq - I1f llp-
Kovetkezésképpen
jg € (L") &s |ljgll < llglle-

Innen az is adodik, hogy j : LY — (L)’ legfeljebb egy norméja, folytonos
linearis leképezés.

© Typotex Kiado
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21.14. Tétel. Legyen (X, M, i) tetsz6leges mértéktér, és 1 < p,q < oo
konjugalt kitevék.

(@) Aj: L7 — (LP) leképezés linearis izometria.®®

(b) (Riesz*®) Ha 1 < p < oo, akkor j : L? — (LP)" izometrikus izomorfiz-
mus.

(c) (Steinhaus®’) Ha X mérhets, akkor j : L>® — (L' izometrikus
izomorfizmus.

Bizonyitas.

(a) Csak a ||jg|| > |lg|l, egyenl6tlenség igazolasa van hatra®®; ehhez
feltehetjik, hogy /g, > 0.

Az 1 < p < oo esethen az

fi= 191" "sgng
fliggvényre
fer? e |flp=Ilgli™" >0

teljesul, mert

1915 = [ 11 d = [ 1P au= [ lgft du= gl = allys.

Kovetkezésképpen

(Gg)(f) = / 1917 d = 11919 = Nlglla - 11

ahonnan ||jg[| > [|gllg, hiszen [| ||, > 0.
Ha p = oo, akkor bevezetve az f := sgn g € L fliggvényt

gl = / 9l dyx = (G9)(f) < lgall - 1 Flloe = lg]l

Ha végiil p = 1, akkor tetsz6legesen rogzitett ¢ < ||g||~ Szamra az
A={zeX : |g(x)| > ¢}

35 A p = 1 esethen lényeges, hogy a definicionk értelmében L> elemei mérhetd, és
nem csupan lokalisan mérhet6 fiiggvények.

% Riesz 1910b X = [0, 1]-re, Nikodym 1931, McShane 1950.

% Steinhaus 1919 X = [0, 1]-re, Dunford 1938. Emlékeztetiink arra, hogy a mi termi-
nologiankban X mérhet8sége ekvivalens X o-végességével.

38 Az X = IR esetben szép direkt bizonyitast ismertet Riesz és Sz6kefalvi-Nagy 1988.
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halmaz pozitiv mérték(. Alkalmazva a 19.5 lemmat (186. 0.) létezik olyan
B C Ahalmaz, amelyre 0 < u(B) < co. AKkor f := ypsgng € L', és

cu(B) < /fg dp = (Gg)(f) < llagl - Il = ligll - p(B).

Innen ¢ < ||jg|| minden ¢ < ||g|co-Te, tehét ||g]/cc < ||7g]/(< 00).

(b) lgazolnunk kell, hogy j szuperjektiv. Minthogy j izometria és L
teljes, az R(j) értékkészlet (LP)’ zért altere. A slirliségének az igazolasahoz
elég megmutatnunk a 14.9 kdvetkezmény szerint (53. 0.), hogy ha ® € (L?)"”
ortogonalis R(j) C (LP)'-re, akkor ® = 0. Minthogy LP reflexiv, (LP)"-t
LP-vel azonositva igazolnunk kell, hogy ha f € L és [ fg dp = 0 minden
g € Li-re, akkor f = 0.

Bevezetve a

g:=|fI"""sgnf
fliggvényt, és megismételve az el8z8 pontbeli szamolast p és ¢ szerepének a
felcserélésével, azt kapjuk, hogy

geL? & 0—/fgdu—/|f!pdu-
Ebb6l kovetkezik, hogy f = 0 m.m.

* (c) lgazolnunk kell ismét, hogy j szuperjektiv.>® Tetsz6legesen adott

@ € (L') esetén legyen
v(A) = p(xa)

minden véges mértékl{ A halmazra. Ha A = U*A,,, ahol az A,, halmazok is
véges mértékiek, akkor >~ x4, = x4 L!'-ben a 17.9 kévetkezmény szerint
(150.0.), ésigy o € (L) folytan v elGjeles mérték. Alkalmazva a pozitiv és
negativ részére a 17.18 allitast (162. 0.) v kiterjeszthet6 valamely o-gy(Grin
értelmezett el6jeles mértékké. Ez a o-gy(irl (val6jaban X mérhet&sége miatt
o-algebra) a konstrukcio alapjan tartalmazza M-et.

Vegyuk észre, hogy v < u. Ha ugyanis u(A) = 0, akkor y4 = 0 m.m.,
ésigy

v(A) = p(xa) = 0.

Minthogy a feltevésiink szerint X mérhetd, alkalmazhatjuk a Radon—Niko-
dym tételt (201. 0.): létezik olyan mérhetd ¢ fiiggvény, hogy

V(A):/Ag du (21.11)

39 Az itt kovetkez6 meggondolast 1 < p < oo esetén is alkalmazhatjuk: lasd Dunford—
Schwartz 1957.
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minden véges mértékl{ A halmazra.
Mutassuk meg, hogy g € L. Tetsz6legesen adott ¢ < ||g||~ Sz&mra az

{reX :glx)>c} b {zeX : —g(x)>c}

halmazok koziil legalabb az egyik pozitiv mérték, és ekkor tartalmaz, akar-
csak az (a) részben, pozitiv véges mértékii B halmazt. Ha példaul ¢ > ¢ B-n
(a masik eset analog), akkor

cu(B) < /Bgd/t =e(xs) < llell - lIxall = llell - u(B).

Innen ¢ < ||¢|| minden ¢ < ||g||so-Te, tehat ||g]|cc < [|¢|[(< o0).
A (21.11) dsszefiiggéshbél a linearitas miatt konnyen adodik, hogy

o(f) = /X fgdu

minden f Iépcs6s fiiggvényre. Minthogy a lépcsts fliggvények stiriiek L!-
ben a 17.14 allitas szerint (155. 0.), ez az egyenldség  folytonossaga miatt
minden f € L!-re is érvényben marad. O

*Megjegyzések.

e Ha X nem mérhet, akkor a j : L> — (L')" izometria nem szu-
perjektiv, mert a o(f) := [ fdu formula altal definialt v el&jeles
mérték nem mérhet6 tart6j0.%° J. Schwartz, majd Ellis és Snow !
jellemezték (L')’-t az &ltalanos esetben is.

o Hildebrandt és Fichtenholz—Kantorovics jellemezték (L>°)/-t.4?

e Aj: L' — (L*) leképezés csak degeneralt esetekben szuper-
jektiv. Ezt mar lattuk a j : /1 — (£>°) esetben (60. 0.). A
j : LY(0,1) — (L*(0,1))" esethen ez abbol is kovetkezik, hogy
L1(0,1) semmilyen normalt térnek nem lehet a duélis tere. Ez a
Banach-Alaoglu és a Krein—-Milman tétel kbvetkezménye, akarcsak
a cp-ra vonatkoz6 analog eredmény a 114. oldalon.

e Mutassuk meg kozvetlenill is, hogy j : L'(0,1) — (L>(0,1))
nem szuperjektiv. A

d(g) :==9(0), g€ C([0,1])

40 Ez Botts példajanak valtozata, lasd J. Schwartz 1951.
413, Schwartz 1951, Ellis-Snow 1963.

42 Hildebrandt 1934 (875. 0.), Fichtenholz—Kantorovitch 1934 (76. 0.). Lasd még
Dunford-Schwartz 1957, Kantorovitch-Akilov 1982.
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Dirac-féle funkcional egy normajl folytonos linearis funkcional
C(]0, 1])-en. A Helly-Hahn—Banach tétel (54. 0.) alkalmazasaval
terjessziik ki L>°(0, 1)-en értelmezett folytonos linearis funkcio-
nalla. * Megmutatjuk, hogy egyetlen f € L'(0,1) fiiggvény sem
teljesiti az

1
/ fg dt = g(0)
0

egyenl6séget minden g € C([0, 1])-re.*

Tegylk fel indirekt, hogy létezik ilyen f fliggvény. Vegyiunk
fel egy olyan C(]0, 1])-beli (g,,) fuggvénysorozatot, hogy g, (0) =
0 minden n-re, alkalmas h € L fuggvénnyel |g,,| < h m.m. min-
den n-re, és g, — sign f m.m. Ehhez el6szor valasszunk a 21.3
lemma alapjan (258. 0.) hasonl6 tulajdonsagu 1épcsés fliggvény-
sorozatot, majd helyettesitsiik az ezek definicidjaban fellépé inter-
vallumok karakterisztikus fliggvényeit a 21.1 abra (261. 0.) szerint
konstrualt folytonos fuggvényekkel. Mivel feltevésiink szerint

1
/0 fan dt = gn(0) =0,

a Lebesgue-féle konvergenciatétel alapjan f01|f| dt = 0 adodik,
vagyis f = 0 m.m. Ez azonban lehetetlen, mert a fenti formulaban
g = l-etvalasztva [ f dt = 1 adodik.

e Az el6z6 megjegyzéshen olyan (L°°(0,1))’-beli elemet talaltunk,
amelyet semmilyen L' (0, 1)-beli fiiggvény sem reprezental. Mint-
hogy (L>°(0,1)) = (L'(0,1))", ez kdzvetleniil bizonyitja L (0, 1)
nem-reflexivitasat is.

e Minthogy (L'(0,1))" = L>(0,1), a 15.22 allitas miatt (116. 0.)
L*°(0, 1) sem reflexiv.

21.7. Gyenge és gyenge csillag konvergencia

Ebben a szakaszban jellemezziik az L? terek gyenge, illetve gyenge
csillag konvergenciajat. Az ilyen konvergens sorozatok a 14.17 és 15.18

43 Helly 1912 éppen erre az esetre igazolta a kiterjesztési tételt.
44 A disztribacioelmélet fontos tételérdl van sz0, miszerint a Dirac-féle funkcional nem
regularis disztriblcio. Lasd L. Schwartz 1966.
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allitasok (62. és 112. 0.) alapjan mindig korlatosak, igy elegendd a tovabbi-
akban csak korlatos sorozatokkal foglalkoznunk.

Jeloljik g-val a p kitevd konjugaltjat, és jeloljuk o(L?, L?)-val azt a
lokalisan konvex topologiat LP-n, amelyet a

py(f) = ‘/ fgdu

félnormacsalad definial. Ha 1 < p < oo, akkor ez LP gyenge topologidja.
Ha X mérhetd, akkor p = oo esetén ez L°° gyenge csillag topolbgiaja, p = 1
esetén pedig L' gyenge topologiaja.

21.15. Allitas. Legyen (fn) korlatos sorozat LP-ben, és f € LP.

(a) (Riesz*®) Legyen 1 < p < oo; f, pontosan akkor konvergal f-hez a
o(LP, L7) topologiaban, ha

/Afn dp — /Afdu (21.12)

minden véges mérték{ A halmazra.
(b) Legyen p = 1; f,, pontosan akkor konvergal f-hez a o(L!, L>°) topolo-
giaban, ha (21.12) minden mérhetd A halmazra teljesdil.

, gelLf

*Megjegyzések.

e Hal < p < oo, akkor felhasznalva a 21.3 lemmat (258. 0.) az
alabbi bizonyitas mutatni fogja, hogy elég az integral definicidja
alapjaul szolgal6 félgy(ribeli A halmazokat tekinteni. Kovetke-
zésképpen valamely R-beli I intervallumra vonatkozé szokasos Le-
besgue-mérték esetén (21.12) ekvivalens a pontonkénti F,, — F
konvergenciaval, ahol F;, és F' olyan primitiv fliggvényei f,,-nek
és f-nek, amelyek mind megegyeznek valamely rogzitett a € I
pontban.

e Legyen (I,,) az I = [a, b] intervallum részintervallumainak olyan
diszjunkt sorozata, hogy |I,,| > 0 és I,, C (a,a + 27™) minden
n-re. Az

Jn = |1—27”L—1|_1X[2n71 - ’12"‘_1)([2"

képlet olyan korlatos sorozatot értelmez L' (I)-ben, amely f := 0-
ra eleget tesz az el6z6 megjegyzésbeli F,, — F relacionak. De f,
nem konvergal f-hez a o(L', L) topologiaban, mert (21.12) nem
teljesiil az A := UI5,, halmazra.

45 Riesz 1910b (véges p-re).
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o Az R-beli f,, := X[ n1) fliggvények mutatjak, hogy p = 1 esetén
nem elég véges mértékl halmazokat tekinteni (21.12)-ben.

A 21.15 allitas bizonyitasa. A direkt implikaciok abbol adodnak, hogy

©(9) ¢:/Ag dp

képlet folytonos linearis funkcionalt definial LP-n 1 < p < oo esetén minden
véges mértékii A halmazra, p = 1 esetén pedig minden mérhet6 A halmazra.
Mindez egyszerlien leolvashat6 a Holder-egyenl6tlenségh6l kdvetkezd

lo(9)l < lIxallg - llgllp, g€ LP
becslésbdl.

A forditott implikéacibhoz jegyezziik meg, hogy a vizsgalt A halmazok
karakterisztikus fliggvényei minden esetben generaljak L?-ta21.1 allitas (d)
része alapjan (255. 0.). Minthogy L? C (LP)’, a kivant konkl(zio a 14.18
lemma alkalmazéséaval adodik (63. 0.). O

Fejezzilk be ezt a szakaszt a gyenge konvergencia egyik alappéldajaval.
Tetsz6legesen adott, végtelenhez tartd (\,,) szamsorozat esetén tekintsik az

fa(t) :=sin A\t €S gn(t) := cos A\t
fuggvényeket.

21.16. *Allitas. (Riemann—Lebesgue*®) Tetsz6leges 1 < p, q < oo kon-
jugélt kitevbkre az ( f,,) és (gy) sorozatok barmely korlatos I intervallumon
nullahoz konvergélnak a o(LP, L) topologiaban.

Bizonyitas. Minthogy L¢ C L', elégap = oo és ¢ = 1 esetet vizsgal-
nunk. Az (f,,) és (f,) sorozatok korlatosak L°°-ben, egy adott a € I pont-
ban elt(ind primitiv fliggvényeik pedig pontonként nullahoz tartanak, hiszen

r COS A\p@ — COS A\p @ 2
/ sinAntdt’:) n o 2,
a An An
és hasonl6 becslés teljesiil cos A\, t-re is. Befejezésiil alkalmazzuk az el6z8
oldal elsd megjegyzését. O

46 Riemann 1854, Lebesgue 1903 (473. 0.) és 1906 (61. 0.). Lasd Poincaré 1902
érdekes alkalmazasét is a kisbolygok eloszlasara. (Erre az alkalmazasra Jod Istvan hivta
fel a figyelmemet.)
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*Megjegyzés. Az |I| = 2w, p = 2 és \,, = n esetben a fenti eredmény
kdvetkezik a trigonometrikus rendszerre vonatkoz6 Bessel-egyenl6tlenséghdl
is #7, hiszen eszerint minden f € L?(I) fiiggvény Fourier-egyiitthatoi nulla-
hoz tartanak.

*Példa. Mutassuk meg, hogy L'(—m,7) nem rendelkezik a Radon—
Riesz tulajdonsaggal. (Lasd a 21.11 allitast, 275. 0.) A lemma alapjan
ugyanis a h, (t) := 1+ sin nt filggvények gyengén konvergalnak h(t) := 1-
hez L' (—m, m)-ben. Tovabba

s
thnl:/ |+ sinnt dt = 27 = Al

-
minden n-re. Azonban h,, nem konvergal er6sen h-hoz, mert
s
|hn — Rl = |sinnt| dt = 4

—T

minden n-re.

a7 Halphén 1882.
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22. fejezet
Majdnem mindenutt valé konvergencia

Valaki, aki Euklidésznél kezdte a geometria tanulmanyozasat, az els6
allitas megismerése utan megkérdezte téle: ,,De mi hasznom lesz abbo6l, ha
mindezt megtanulom?” Euklidész odahivta a szolgajat, és azt mondta neki:
,»Adj neki néhany garast, mert hasznot akar hizni abbél, amit megtanul.”

Stobaeus
A geometriahoz nem vezet kiralyi (t.
Ménekhmosz Nagy Sandornak®
Az integralelméletben fontos szerep jutott a m.m. val6 konvergencianak.
Konyviink zar6 fejezetében ezt a fogalmat vessziik nagyit6 ala: megvilagitjuk
a strukturalis tulajdonsagait, és 0sszehasonlitjuk az integralelméletben el8-
fordul6 mas fontos konvergenciafogalmakkal.

Szokas szerint legyen (X, M, 1) adott mértéktér, és azonositsunk két
fliggvényt, ha m.m. egyenl6ek egymassal.

22.1. Az [P terek, 1 <p < oo

_Vilagitsuk meg el6szor az erds és a m.m. valo konvergencia kapcsolatat.
Altalanosithatjuk Fatou és Lebesgue tételeit:

22.1. Allitas. Legyen (fn) Kkorlatos sorozat LP-ben, 1 < p < oo, és
tegyuk fel, hogy f, — f m.m.

(8) f & L7, &s | f]l, < liminf]| fu],.
(b) Ha létezik olyan g € LP, hogy | f| < g m.m., akkor || f,, — f|l, — 0.

1 Mas forrasok szerint Euklidész Ptolemaiosz kiralynak.

www.interkonyv.hu © Komornik Vilmos



www.interkonyv.hu

22.1. Az LP terek, 1 < p < 287

(©) Ha || fullp — [1flp. akkor [ £ — fll, — 0.2

Bizonyitas.
(a) Alkalmazzuk a Fatou-lemmat (153. 0.) az |f,|P fuggvények soro-
zatara.

(b) Alkalmazzuk Lebesgue konvergenciatételét (151. 0.) az |f, — f|?
fliggvények sorozatéara. \Vegyuk ehhez észre, hogy

[fo = 1P < (Iful +[FDP < 2797,
és hogy 2PgP a feltevésiink szerint integralhato.

(c) Novinger nyoman® alkalmazzuk a Fatou-lemmét a m.m. | f|?-hez
konvergal6

LAY (=t
2 2

fuggvénysorozatra. (A fliggvények nem-negativak a ¢ — |¢|P fliggvény kon-
vexitasa miatt.) A kapott

/!f\p dugliminf/ f"|p;|f|p - Q_f)p dp
:/|f|pdu—limsup/ f";f

egyenl6tlenségbdl lim sup|| f,, — f||b < 0, ésigy || f — fll, — 0 kdvetkezik.
[l

fn

p
o

*Megjegyzések.
e Az (a) rész egyszer( bizonyitassal érvényben marad p = oo-re is.
e Az [n~1, 1] intervallumok karakterisztikus fliggvényei mutatjak,
hogy (b) és (c) nem érvényesek L>°(0, 1)-ben.

Most tanulmanyozzuk a gyenge és a m.m. val6é konvergencia kapcso-
latat. Szokas szerint g-val jeldljik valamely p kitevd konjugaltjat.

22.2. Allitas. Legyen (fn) korlatos sorozat LP-ben, 1 < p < co. Ha
fn — f m.m., akkor f,, konvergél f-hez a o(LP, L?) topolbgidban is.

Megjegyzés. A p = 1 eset kiilonleges: ha f,, — f m.m., akkor a gyenge
konvergencia ekvivalens az er@ssel: lasd a Vitali-Hahn—Saks tételt, 300. o.

2 Radon 1913 (1358. 0.), Riesz 1928-29.
3 Novinger 1972.
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Bizonyitas. Az el6zd allitas (a) része miatt f € LP. Kdvetkezésképpen
fn-t fn — f-re cserélve feltehetd, hogy f = 0.

Vezessiik be* minden N természetes szamra az

Ey:={xe€ X : |fo(z)] <1 minden n > N-re}
és
Gy:={g€L?: g=0 mm. En-enkivil}

halmazokat. Mivel f,, — f m.m., majdnem minden z € X hozzatartozik
UEN-hez. Mivel az (Ey) halmazsorozat monoton novekvd, UG y strl L2-
ban: minden g € L? hatarértéke a xg, g € G fuggvények sorozatanak az
el6z6 allitas (b) része miatt.

Tegyik fel el6szor, hogy 1(X) < oo. Minthogy LY C (LP) és (fy)
korlatos, a 14.18 lemma (63. 0.) miatt elég megmutatnunk, hogy

/fng dp — 0 minden g € UGy-re.

Az utdbbi relacié konnyen igazolhatd a Lebesgue-féle konvergenciatétel al-
kalmazasaval. Ha ugyanis g € G, akkor
|fng| < |g| m.m.

minden n > N-re,és g € L? C L', mert u(X) < oo.

Az altalanos esetben cseréljiik ki a bizonyitasban G-t G N L'-gyel.
Annak a megmutatéasara, hogy Gy N L' siiri G y-ben az Li-beli topologiara
nézve, kdzelitstink minden g € Gy fliggvényt alkalmas (¢,,) 1épcs6s fugg-
vénysorozattal (21.3 lemma, 258. 0.), majd cseréljik ki ¢,,-t ¢, x gy -re. O

*Példak. Tekintsik X = [0, 1]-en a szokéasos Lebesgue-mértéket.
o Az
fn(t) :=ne ™
fliggvények olyan korlatos sorozatot alkotnak L'-ben, amely m.m.

f = 0-hoz tart. (L&sd a 22.1 &brat.) De (f,) nem konvergal
gyengén f-hez L'-ben, mert

/fn(t) dt —1#0= /f(t) dt.
1gy az allitas nem teljesiil p = 1-re.

4 Lasd Lions 1969.
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254

154

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

22.1. abra. ne ™ grafjan = 1,2, 3-ra

e TetszBlegesen rogzitett 1 < p < oco-re az
fu(t) = nl/Pe—mt
fuggvények m.m. f = 0-hoz tartanak. Tovabba
e P 1

1—
Ifally = —— =2

ugyhogy az ( f,,) sorozat korlatos LP-ben, és f,, / 0 LP-ben. Tehat
fn nem tart er6sen f-hez altalaban.

e A p = oo esetben az f,(t) := e ™ fiiggvények hasonlo tulaj-
donsaguak: f,, — 0 m.m., és || f,|/cc = 1 minden n-re.

22.2. Az [P terek,0 < p <1

Az LP halmazok definicidja minden 0 < p < oo-re értelmes: a mérhet6
f fuggvény akkor tartozik LP-be, ha

J11 d < .
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Azonban a szokasos

11 = ([177 aw) "

képlet 0 < p < 1 esetén (degeneralt esetektdl eltekintve) nem definial
normat: a haromszog-egyenlbtlenség és a tobbi szokasos egyenl6tlenség
megfordul °:

22.3. Allitas. Legyenek 0 < p < 18és ¢ = p/(p — 1) < 0 konjugalt
kitevok.®

(a) (Forditott Young-egyenl6tlenség ) Ha x, y nem-negativ szamok, akkor

(b) (Forditott Holder-egyenl6tlenség) Ha f és ¢ mérhet6 fuggvények, akkor

1£glls = [ f1lp - lgllq-

(c) (Forditott Minkowski-egyenl6tlenség) Ha f és g mérhet, m.m. nem-
negativ fuggvények, akkor

1+ gllp = 171l + llgllp-

Bizonyitas.

(a) Feltehetd, hogy =,y > 0. Tekintsik az y = zP~! vagy = = y~!
egyenletl fliggvény grafjat. A 22.2 abran a satirozott tartomany egy z, y
oldal téglalaphoz tartozik, tehat a teriilete legfeljebb xy. Tovabba e tar-
tomany két olyan nem-korlatos tartomany kiilonbsége, amelyeket a koordi-
natatengelyek, a téglalap oldalai és a fliggvényiink grafja hatarolnak. Kovet-

kezésképpen
xr [ee) D q
azyZ/sp_lds—/ tq_ldt::E——f-y—.
0 Y p q

5 \Vesd 6ssze a 3.2, 3.3 és 21.1 allitasokkal, elsd kotet, 65. és 67. 0., valamint a jelen
kotet, 255. o.

6 Tovabbra is fennall a megszokott p~ ! +¢
Polya 1952, Szoboljev [Sobolev] 1991.

"Ha y = 0, akkor az utolso tortet a hatarértékével: —oo-nel helyettesitjiik.

—1

= 1 egyenl6ség. Lasd Hardy-L.ittlewood—
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22.2. abra. Forditott Young-egyenl&tlenség

(b) Az ||fll, = 06&s |gl|; = 0 esetek nyilvanvaloak lévén alkalmas
konstansokkal megszorozva feltehetjiik ezentdl, hogy || f|l, = |lgllq = 1
Alkalmazzuk a forditott Young-egyenltlenséget:

fIP gl? 1 1
o= fint-tolanz (L2822 a gy,

(c) Homogenitasi meggondolasbol feltehetjiik, hogy || f + g||, = 1. Al-
kalmazzuk a forditott Holder-egyenl8tlenséget:

If+agll, = [If +gllb
= /(f + 9)F du

=/fu+gV1+mf+mpHm
> 1l I1CF + 97 g + gl - 1 + )P~ lq

=l IF + gl + lgl - 15 + g7t

= lfllp + llgllp,
mert (p — 1)g =
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A fentiek ellenére bevezethetd egy természetes metrika az L terekben
0 < p < 1 esetén. Ehhez altalanositsuk el6szor a norma fogalmat:

Definici6. Az X vektortéren adott N : X — R fliggvény pszeudonorma,
ha minden z, y € X-re teljesiilnek a kdvetkezd feltételek:

e N(x)>0;

e N(x)= = z=0;

e N(z+y) < N(z)+ N(y);

e N(cx) < N(x) minden —1<e¢<1-re;
o N(

Vilagos, hogy minden norma pszeudonorma is.

22.4. Allitas. Ha N pszeudonorma X -en, akkor a

d(z,y) := N(x —y)

képlet metrikat definial X -en, és a megfelel6 topologiara nézve X szeparalt
topologikus vektortér.

Bizonyitas. Csak a szorzas folytonossaga nem nyilvanval6. Tetsz6lege-
sen adott zp € X, \gp € R ése > 0 esetén rogzitsiink olyan n > 1 + | A\g|
egészt, amelyre N (n~'zg) < £. Ha

IA—Xo| <1/n & N(z—ux) <e/n,
akkor |[A| < n, ésigy
N(Ax — Aozo) < N(A(z —x0)) + N((A = Ao)zo)
< N(n(z — 20)) + N(n tz)
<nN(x—x9)+e < 2e. O
Léassuk el az LP tereket természetes pszeudonormaval:
22.5. Allitas. Legyen 0 < p < 1.
(a) LP vektortér.
(b) Az
NP =51 = [ 1117 du

képlet pszeudonormat definial LP-n. Lassuk el LP-t a hozzatartoz6 met-
rikaval.
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(c) Minden L?-beli ( f,,) Cauchy-sorozat tartalmaz olyan ( f;,, ) részsorozatot,
hogy alkalmas f € LP-re f,, — fmm.

(d) LP teljes metrikus tér.

Megjegyzés. A p = 1 esetben az N; pszeudonorma egybeesik a szokasos
|||l norméval.

Bizonyitas.

(@ Ha f € LP és ¢ € R, akkor N,(cf) = [c[PN,(f) < oo, tehat
cf € LP. Meg kell még mutatnunk, hogy ha f,g € L?, akkor f + g € LP.
Ez a 15.23 lemma (117. 0.) elemi egyenl6tlenségének a felhasznalasaval
adodik:

No(f +9) = / gl dp< / P17 + gl? di = Ny (F) + Np(g) < .

(b) A pszeudonormak elsd két tulajdonsaga trivialisan teljesiil, az utolsd
kett6 pedig az Np(cf) = |c[PN,(f) egyenl6tlenséghdl kdvetkezik. Vegiil a
haromszdg-egyenl6tlenséget épp az imént igazoltuk.

(c) Valasszunk olyan (fy, ) részsorozatot, hogy
/fn — fap[Pdp <27% minden n>mngra, k=1,2,...
Akkor . N
Z/|fnk+1 - fnk;‘p dp < 227]{ < 00,
k=1 k=1
(gyhogy N
Z’f"”@-&-l - fnk|p < 00
k=1

m.m. a Beppo Levi tétel 17.9 kdvetkezménye miatt (150. 0.). Ekkor viszont

o0
Z’fnk+1 - f”k‘ <00

k=1
is teljestil m.m., mert 0 < p < 1 folytan

|fnk+1 - fnk‘ é |fnk+1 - fﬂk|p

minden olyan nagy k-ra, amelyre mar | f,, ., — fu, [P < 1.
Kovetkezésképpen az

fm + Z(fnkJrl - fnk)

k=1
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fliggvénysor alkalmas f fliggvényhez konvergal m.m., vagyis f,, — f m.m.
Minthogy |f,,,|P — | f|P m.m., a Fatou-lemma alkalmazasaval (153. 0.)

az f € LP reléci6 is adodik.
(d) Megismeételhetjiik a 21.1 allitas (c) részének (256. 0.) a bizonyitasat,
csak a 21.2 lemma (256. 0.) helyett az el6z6 (c) tulajdonsagot hasznaljuk.
[l

A 22.1 allitas (286. 0.) érvényben marad:

22.6. Allitas. Legyen (fn) olyan LP-beli korlatos sorozat valamely 0 <
p < 1-re, amely m.m. konvergal valamely f fliggvényhez. Akkor

(@) f e LPés Ny(f) <liminf Ny(fn);
(b) ha létezik olyan g € LP, hogy | f,| < g m.m., akkor N,(f, — f) — 0;
(c) ha Ny(fn) — Np(f), akkor Ny(fr, — f) — 0.
Bizonyitas.
(a) és (b) Megismételhet6 a 22.1 allitas bizonyitasa.
(c) Az
’fn’p + |f’p - ’fn - f’p

fliggvények m.m. nem-negativak a 15.23 lemma miatt (117. 0.), é&s m.m.
2| f|P-hez tartanak. Alkalmazva a Fatou-lemmat a kdvetkezd becslést kap-

juk:
[ 2P du <t [15, 4157 152 - 71 du
= /2\f\p dp — limsup/!fn — [P dp.
Innen lim sup N, (fn, — f) <0, tehat N, (f, — f) — 0. O

A0 < p < 1esethen az L? terek altalaban nem normalhatok, s6t nem is
lokalisan konvexek; ez lényegesen csokkenti a hasznossagukat. & Mutassunk
egy példat:

Példa. Ha0 < p < 1, akkor az LP([0, 1]) terek nem lokalisan konvexek
(és igy nem is normalhatok), mert LP-n és az Ures halmazon nem tartalmaz-
nak mas konvex nyilt halmazt. A topol6gia eltolasinvarianciaja miatt elég

8 Kiveéve, ha ellenpéldak konstrualasarol van sz6. Roberts 1976, 1977 az L* ([0, 1])
terekben 0 < p < 1 esetén olyan nem-iires, kompakt, konvex halmazokat konstrualt, ame-
lyeknek nincs extremalis pontjuk. 1gy a Krein—-Milman tétel (103. 0.) sem érvényes e terek-
ben. Lasd még: Kalton 1980, Kalton és Peck 1980, Narici—-Beckenstein 1985.
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ehhez megmutatnunk, hogy ha K a 0-t tartalmaz6 konvex nyilt halmaz, ak-
kor K = LP.

Rogzitstink olyan » > 0-t, hogy B, (0) C K. Legyen = € LP. Minden
n természetes szamhoz léteznek olyan 0 = ¢y < --- < t,, = 1 pontok, hogy

t; 1
/ |z(t)P dt = nl/ lz(t)[P dt, i=1,...,n.
ti—1 0

Legyen
Ti = 0X[_, )% t=1,..0,m,
akkor

1
Ny(z;) = npl/ lx(t)[Pdt, i=1,...,n.
0

Kovetkezésképpen elég nagy n esetén z1,..., =, a K-beli B,.(0) gdmbhoz
tartoznak, és igy K konvexitasa miatt
r=(r1+- - +x,)/n € K.

A fenti eredménybdl kdvetkezik a meglepd tény, hogy e terekben két
pontot sosem valaszthatunk szét zart affin hipersikkal, hiszen (L)’ = {0}. °

22.3. Az LY terek

A most bevezetésre kerild terek igen relevansnak bizonyulnak majd a
m.m. valo konvergencia vizsgalata soran. Jeloljuk L°-val azon mérhetd,
m.m. véges értéki fliggvények halmazat, amelyekre

_ £
No(f) '_/1+|f| dp < o0.

22.7. Allités.
(a) LY vektorteér.
(b) Ny pszeudonorma L°%-on. Lassuk el L°-t a hozzatartozo metrikaval.

(c) (Riesz'®) Minden L°-beli Cauchy-sorozat tartalmaz olyan részsorozatot,
amely m.m. tart valamely L°-beli filggvényhez.

(d) LY teljes metrikus tér.

9 Day 1940.
10 Riesz 1909.
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Bizonyitas.
(@) Ha f € LY és c € R, akkor c¢f € L. Ugyanis |c| < 1 esetén

Notes) = | /] ey I g = No(f) < o0

L+ [ef] L+ [f]
mertat — ¢/(1+t) figgvény monoton ndvekvd [0, co)-ben, |¢| > 1 esetén
pedig
lcf] / lef]
N = [ ———du< dp = |c| NV < 0.
o(ef) = [T dn < [ T du= () < o

Ha f,g € LY, akkor f + g € L°, mert

_ |f+ 9]
NO(erg)—/m

f]+ ]
< — 2 d
_/1+|f!+|g| a

|f] / lg]
< [ gy d
/1+|f! R g ™

= No(f) + No(g)

< 0.
(b) Vilagos, hogy Ny (0) = 0, és hogy No(f) > 0, ha f nem-nulla m.m.
Az
No(f +g) < No(f) + No(g)
és

N()(Cf) < No(f) és —1 <c<1
tulajdonsagokat (a)-ban igazoltuk. Végiil ! f € L0 ésn — oo esetén
[n~'f]
———d 0
/ T+t 4
a Lebesgue-féle konvergenciatétel (151. 0.) miatt, tehat No(n =1 f) — 0.

(c) Ha (f,,) Cauchy-sorozat L°-ban, akkor rekurzioval olyan (f,, ) rész-
sorozatot konstrualhatunk, hogy

No(fu, — fm) <27% minden m > ny-ra,
i/ o = Fruesl g, <o,
k=1 1+ |f7lk - f”k+1|

oy lényeges, hogy feltevésiink szerint f m.m. véges értékd.

Akkor
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ahonnan Beppo Levi tétele miatt (148. 0.)

< 00

i ‘fnk _fnk+1|
1 + |fnk - fnk+1|

k=1
m.m.
Minthogy
|z 1 |z
< = <1 <2

innen kovetkezik, hogy

Z’fnk - fnk+1| < o0

k=1
m.m. Igy a

f'fll + Z(lek+1 - fnk)

k=1

sor m.m. tart valamely f fliggvényhez, vagyis f,, — f m.m. Akkor

1]
T 1wl TS

is teljestil m.m., és innen a Fatou-lemma alapjan f ¢ L°.

(d) Rogzitsiink (c) alapjan olyan ( f,,, ) eészsorozatot, hogy alkalmas f &
LY%ra f,, — f m.m. Ezutan tetsz6legesen adott ¢ > 0-hoz régzitstink olyan
nagy M egészt, hogy

|fm*fn| _ -

minden m,n > M-re. Az n = ny valasztassal élve, & — oo mellett a
Fatou-lemmat alkalmazva az

‘fm - f‘
No(fm — f) = / ————du<e
o(fm = f) T [ — 7] A
egyenl6tlenséget kapjuk minden m > M-re. O

A 22.1 és 22.6 allitasok (286. és 294. 0.) érvényességét is kiterjeszthet-
juk:

22.8. Allitas. Legyen (f) korlatos sorozat L°-ban, f m.m. véges értékd,
mérhet6 fliggvény, és tegyuk fel, hogy f,, — f m.m. Akkor

(@) f € L° és No(f) < liminf No(f,);
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(b) ha létezik olyan g € LY, hogy |f.| < g m.m., akkor No(f,, — f) — O;
(c) ha No(fn) — No(f), akkor No(f,, — f) — 0.

Bizonyitas.
(@) és (b) Megismételhet6 a 22.1 allitas bizonyitasa.
(c) Az

EEA I i I e

L [fal " 11/ T 1fa— f]
fliggvények m.m. nem-negativak, és 2|f|/(1 + |f|)-hez tartanak. Alkal-
mazva a Fatou-lemmat

7] T
2/1+ﬂd“§m““/f+um+1+u\ A

:2/ /] d,u—limsupMdu

1+|f] L+ [fn = f]
adodik. Innen limsup No(f,, — f) < 0, tehat No(f, — f) — 0. O
Akarcsak az LP terek 0 < p < 1-re, az L terek sem lokalisan konvexek
altalaban:

Példa. Az L°(]0,1]) tér nem tartalmaz mas konvex nyilt halmazt, mint
(-t és LO-t. Kovetkezésképpen (L)' = {0}, és két kilonboz6 pontot sosem
valaszthatunk szét zart affin hipersikkal 12

Ismét eléeg megmutatni, hogy ha a K konvex nyilt halmaz tartalmazza a
0 pontot, akkor K = L°. Rogzitstink olyan » > 0 szamot, hogy B,.(0) C K.
TetszGlegesen adott € L° esetén tekintsiik minden n természetes szamra a
kovetkez6 fuggvényeket:

zilt) = {m(t) ha (i —1)/n <t <i/n,

L, 1=1,...,n.
0 egyébkeént,

N()(l"z) — / M dt < l
(i—1)/n 1+ [nz(t)] n

minden i-re, Ggyhogy n > 1/r esetén xy,..., z,, hozzatartoznak a B, (0)
gdémbhoz. Minthogy B, (0) C K és K konvex, innen

r=(x1+ - +a,)/neK
adodik.

12 Nikodym 1931.
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22.4. Mértékben val6 konvergencia

Olyan sokat hasznaltuk a m.m. val6 konvergenciat, hogy felvetédik a
kérdés: miért nem vezettiink be olyan normat, metrikat, vagy topologiat,
amely ezt a konvergenciét szolgaltatja. Konyviink e zar6 szakaszaban valaszt
adunk erre a kérdésre.

Akarcsak az el6z6 szakaszban, itt is csak mérhetd, m.m. véges értéki
fuggvényeket tekintiink. Ha az X alaptér véges mértékd, akkor egyszer(ien
jellemezhetd az L-beli konvergencia. A kivetkez6 fogalom gyakran elGfor-
dul a val6szinliségszamitasban:

Definicio. Az (f,,) fliggvénysorozat mértékben'® vagy sztochasztikusan
tart f-hez, ha barmely rogzitett ¢ > 0-ra

p{t € X o [fult) = f(t)] = €}) = 0.

22.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy u(X) < co.
(@ Ha0 <p < q < oo, akkor LY C LP,ésaz i : L7 — LP beagyazas
folytonos.
(b) LY egybeesik a mérhetd és m.m. véges értéki fiiggvények halmazaval.
(c) (Fréchet*¥) Az LO-beli konvergencia a mértékben valo konvergencia.
(d) (Riesz™) Ha f,, — f mértékben, akkor Iétezik olyan (f,, ) részsorozat,
hogy f,, — f m.m.
Bizonyitas.
(@) A p = g eset nyilvanvald. Ha 0 < p < ¢ < oo, akkor alkalmazva a
Holder-egyenl6tlenséget az 1 - | f|P szorzatra az

_p
/ 1P d < latams - 117 Pl = 1O 5 - 1712

becslést kapjuk, amibdl
1

1fllp < (X)p 7 - | £lg-

Ez a becslés kdzvetlendl ellenérizheté ¢ = oo-re is. Ezzel belattuk az 7 :
L7 — LP beagyazas folytonossagat tetszdleges 0 < p < g < oo esetén.

13| ebesgue 1906.
14 Frachet 1916, 1919-20. Munkajaban az ittenivel ekvivalens metrikat alkalmazott.
15 Riesz 1909.
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A bizonyitas befejezéséhez elég megmutatnunk, hogy az i : LY — L°
beagyazas minden 0 < ¢ < 1-re folytonos. Létezik olyan ¢, > 0 konstans,

hogy
/]
< q
1‘|‘|f| —Cq,f‘

minden f-re, mert a t — [t|'=%/(1 + |t|) fiiggvény folytonos és korlatos
R-en. Ebb6I kdvetkezik az No(f) < ¢qN4(f) becslés minden f-re, ami a
Kivant allitast igazolja.

(b) nyilvanvalo.

(c) Kdnnyen visszavezethetd a kérdés az f = 0 esetre. Ha No(f,) — 0
és ¢ > 0, akkor felhasznalva a t — ¢/(1 + t) monoton ndvekvd voltat
[0, 00)-en azt kapjuk, hogy

0 < u({|ful > }) =/ 1dy

{I/n|2e}

l+e | fnl l+e
< du < No(fn) — 0.
T o€ /{fn25}1+|f"| #s o Noldn) =

Forditva, ha f,, — 0 mértékben, akkor minden rogzitett ¢ > 0-ra fennall
a kovetkezd becslés:

| fnl | fnl
No(fn :/ d,u—i—/ dp
o) (Ifal<er L+ |fnl (fuizer 1+ |/l

< 1%5““@ +u({|fal = €}).

Innen No(fn) < en(X), han elég nagy.

(d) Kombinaljuk az el6z6 tulajdonsagot a 22.7 allitas (c) részével (295. 0.).
[l

A mértékben vald konvergencia segitségével jellemezhetjik az LP-beli
erds konvergenciat, és megvilagithatjuk a gyenge és er6s konvergencia kapc-
solatat:

22.10. Allitas. Tegyiik fel, hogy /(X)) < co.

() (Vitali'®) Legyen 0 < p < oo. Pontosan akkor teljesiil az || f,, — f||, — 0
er@s konvergencia, ha f,, — f mértékben, és ha n-re nézve egyenletesen

1l du—0 ba (a0,

16 vsitali 1907, 147. .
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(b) Legyen 0 < r < p < oo. Ha (f,) korlatos LP-ben és f, — f
mértékben, akkor || f, — f]|» — 0.

(c) Legyen 1 < p < oo, és ¢ a konjugalt kitevd. Ha ( f,,) korlatos LP-ben és
fn — f mértékben, akkor f,, — f o(LP, L?)-ban is.

(d) (Vitali-Hahn-Saks'") A kévetkez6 ekvivalencia teljesiil az L terekben:

lfn—flh —0< fu—f & f,— f mértékben.

Példa. A [0,1]-en értelmezett £, () := n'/Pe—"* fiiggvények
e korlatosak LP-ben minden 0 < p < co-re;
o meértékben nulldhoz tartanak;
e nem konvergalnak er6sen nullahoz LP-ben;
o nem konvergalnak gyengén nullahoz L'-ben.
Ez mutatja a (b) és (c) tulajdonsagok optimalitasat.

Megjegyzés. A mértékben vald konvergencia nem szilkséges a gyenge
konvergenciahoz. Példaul a sin nt fliggvények mértékben nem tartanak nul-
lahoz, de a Riemann-Lebesgue lemma alapjan (284. 0.) nullahoz tartanak
barmely korlatos intervallumon a o (LP, L?) gyenge topologiak mindegyiké-
ben.

Bizonyitas.

(a) Tegyuk fel el6szor, hogy || f, — fll, — 0; akkor f,, — f mértékben
az el6z6 allitas (a) és (c) részei miatt. Masrészt tetsz6legesen adott £ > 0-
hoz rogzitsink olyan N egészt, hogy || fn, — f|l, < e minden n > N-re. A
19.10 lemma (193. 0.) alapjan létezik olyan 6 > 0 szam, hogy u(A) < ¢
esetén

/|fpdu<sp, és /|fn|pdu<ep, n=1,.. . N-1.
A A
Akkor minden n > N-re teljestilnek a kdvetkez6 feltételek:
Jispdus (1P ans [ 15 1P au < 2en
A A A

haO <p<1,6és

(/A!fnlp du)l/pé (/Alflp du)l/p+<A|fn —fP du>1/p< 2e,

17 viitali 1907 (147. 0.), Hahn 1922, Saks 1933. A tételbdl kdnnyen levezethetd Schur
tétele (64. 0.), miszerint £*-ben a gyenge és er6s konvergencia egybeesik.
18| asd a 289. oldalon adott példat.
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hal <p < 0.

A forditott iranyban elég megmutatnunk, hogy ( f,,) Cauchy-sorozat LP-
ben. Akkor ugyanis L? teljessége folytan f,, konvergal egy alkalmas g € L?
fliggvényhez, és akkor az el6z6 allitas (a) és (c) részei miatt mértékben is
konvergal g-hez. De a feltevésiink szerint f,, f-hez is konvergal mértékben,
Ggyhogy f = g m.m. a hatarérték egyértelm(isége miatt.

A Cauchy-tulajdonsag igazolasahoz tetsz6legesen adott ¢ > 0-hoz rég-
Zitstink olyan 6 > 0-t, hogy

nAd) < = / | fnlP dp < P minden n-re.
A
Minthogy f,, — f mértékben, valasszunk olyan nagy N-et, hogy
€ ) .
—fl> = — > N-re.
u({\fn fl> 2}) <3 minden n > N-re
A haromszdg-egyenl&tlenséget alkalmazva ebb6l adodik, hogy
w({|fm — ful > €}) <6 minden m,n > N-re.
Kovetkezésképpen, felhasznalva a minden z, y € R-re érvényes elemi
|z — y[P < max{1,2°7 }(|z" + |y[?)

egyenl6tlenséget’®, a kdvetkezd becslést kapjuk minden m, n > N-re:

/ o — ful? du
X
:/ o — fulP du+/ o — ful? d
{|fm—fnl>e} {lfm—fnl<e}
< max{1,2°" '} |fml? + [fol? dp + p(X)eP

{lfm—fnl>e}
< (max{2,2P} + pu(X))eP.

Befejezésil vegylk észre, hogy e — 0 esetén a jobboldal nullahoz tart.
(b) Az L" c L beagyazas folytonossaga miatt elég az » > 0 esettel

foglalkoznunk. Alkalmazva a Holder-egyenl6tlenséget a kovetkezd becslést

19 Az egyenlbtlenség p > 1 esetén a t +— [¢|P filggvény konvexitasabol adodik, a
0 < p < 1 esetet pedig a 15.23 lemmaban igazoltuk, 117. o.
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kapjuk minden mérhetd A halmazra:

/A Ul dp = /X salfal” dis < Ixallysiper - Nl e
— W(AE |l

Minthogy az (f,,) sorozat korlatos LP-ben, az utolso kifejezés p(A) — 0
esetén n-ben egyenletesen nullahoz tart. Végiil alkalmazzuk Vitali most iga-
zolt tételét.

(c) Cantor lemmaéja (30. 0.) alapjan elegendé megmutatnunk, hogy ( f,,)
barmely (f,,) részsorozatanak létezik f -hez tartd (f,,,) részsorozata a
o(LP, L?) topologiaban. Minthogy f,, — f meértékben, a Riesz-lemma
alapjan (299. o.) létezik olyan ( f,,,,) részsorozat, amely m.m. f-hez tart. De
akkor f,,, — fao(LP,L?) topologiaban is a 22.2 allitas szerint (287. 0.).

(d)Ha || fn, — fll1 — 0, akkor f,, — f a gyenge konvergencia altalanos
tulajdonsaga miatt, és f,, — f mértékben az (a) rész miatt.

A forditott irdnyban (a) miatt elég megmutatnunk, hogy n-ben egyenle-
tesen

/Afn|du—>0 ha u(A) — 0.

Az
/|fn|d:u:/ fndﬂ_/ fnd,u
A An{frn>0} An{fn<0}

felbontast hasznélva elég azt megmutatnunk, hogy n-ben egyenletesen

/ fodu—0 ha p(A) —o0. (22.1)
A

A 19.10 lemma (193. 0.) miatt ez a relacié minden egyes n-re érvényes.
Az egyenletesség igazolasa céljabol jeldljiik L'-mal a mérhetd halmazok ka-
rakterisztikus fiiggvényeinek a renszerét. Vegyiik észre, hogy L! zart hal-
maz L'-ben, tehat teljes metrikus tér. Ha ugyanis x4, — g L'-ben, ak-
kor a Riesz-lemma (154. 0.) szerint létezik m.m. konvergens XAp, — 9
részsorozat. Kovetkezésképpen ¢(t) € {0,1} m.m. t-re, tehat ¢ alkalmas
mérhetd halmaz karakterisztikus fliggvénye.

Tetsz6legesen rogzitett ¢ > 0-ra az

Fy = {XAeil : ‘Afmdu—Afndu‘ <e mindenm,nZN-re}
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(N =1,2,...) halmazok az (fn) sorozat gyenge konvergenciaja miatt befedik
L1-ot. E halmazok zartak, hiszen ha x4, — x L*-ben, akkor

pANAR) + p(AR\A) = [Ixa, = xalli — 0;

tetsz6legesen rogzitett m, n-re (22.1) alkalmazésaval innen az

[ wdi [ gd| = i | [ g [ gda| <
A A —ool 4, Ay,

becslés adodik.

Alkalmazva a Baire-lemmat (26. 0.) e zart halmazok legalabb egyike
tartalmaz nem-ures gémbot, mondjuk B,.(x4) C Fy. Innen kovetkezik az
alabbi implikécio:

w(B) <r
== ’/ fm du —/ fn du’ <2e¢ mindenm,n > N-re. (22.2)
B B

Alkalmazva ugyanis a xp = XauB — XA\B S XauB;Xa\B € Br(xa)
osszefliggéseket fennall a kovetkezd egyenl6tlenség:

‘/Bfm_fndﬂ)S‘/AUBfm_fndﬂ’Jr)/A\Bfm—fndu < 2.

Alkalmazzuk most (22.1)-etn = 1, ... N-re: leteznekolyanry,...ry >
0 szamok, hogy

W(B) < r; = ‘/ f; du‘ <e i=1,...N-re. (22.3)
B
Legyen 6 := min{r,r ..., 7y}, akkor (22.2) és (22.3) alapjan
u(B) <= ‘/ fn du‘ < 3¢ minden n-re. O
B

A klasszikus analizisb6l jolismert a pontonkénti és egyenletes konver-
gencia kozti kiilonbség. Megmutatjuk, hogy mértékelméleti szempontbol
nem is térnek el egymastol annyira. Mellékeredményként fény deriil a mér-
tékbeli és a m.m. val6 konvergencia szoros kapcsolatara is.

Definicio. Az ( f,,) sorozat kvaziegyenletesen tart f-hez, ha barmely § >
0-hoz létezik olyan ¢-nal kisebb mértékli B halmaz, hogy f, egyenletesen
tart f-hez B komplementuman.
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A kvaziegyenletes konvergencia maga utan vonja a m.m. valé kon-
vergenciat. Ha ugyanis f,, — [ kvaziegyenletesen, akkor minden egyes
k = 1,2,...-hoz talalhatd olyan < 1/k-nél kisebb mértékl Bj halmaz,
hogy f, egyenletesen tart f-hez B, komplementuman. Akkor B := NBy
nullahalmaz, és f,, — f B komplementuman.

Jegorov meglepd tétele szerint a forditott irany( implikacio is teljesiil,
tehat a m.m. konvergencia ekvivalens a kvaziegyenletes konvergenciaval:

22.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy 1:(X) < oo, &s legyenek f,,, f mérhetd,
m.m. véges értékd fliggvények.

(a) (Jegorov®®) Ha f, — f m.m., akkor f,, — f kvaziegyenletesen is.
(b) (Lebesgue®!) Ha f,, — f m.m., akkor f,, — f mértékben is.

Megjegyzés. Az X = R-en értelmezett f,, = x|, ,,+1) fliggvények mu-
tatjiak a (X)) < oo feltétel szilkségességeét.

Bizonyitas.
(a) Rogzitsiink egy tetszdleges & > 0 szamot. Tetszdlegesen rogzitett &
pozitiv egészre m.m. x € X pont hozzatartozik a

B :={zeX : |fp— f|<1/k mindenn > m-re}, m=1,2,...

halmazok egyesitéséhez, hiszen f,, — f m.m. Alkalmazva a 19.3 allitas (c)
részét (183. 0.) a monoton ndvekvd (B,,) halmazsorozatra és felhasznéalva a
(X)) < oo feltevést, alkalmas elég nagy my, indexre p(X\ B, ) < 27%0.
Akkor f,, — f egyenletesen B := NB,,, -n, és u(X\B) < 6.

(b) Tetsz6legesen adott § > 0 és e > 0 szamokhoz olyan N-et keresiink,
hogy u({|fn — f| > 0}) < € minden n > N-re. Jegorov tétele alapjan van
olyan e-nal kisebb mértéki A halmaz, hogy f,, X\ A-n egyenletesen f-hez
tart. Befejezésul valasszunk olyan nagy N-et, hogy |f, — f] < § X\A-n
minden n > N-re. O

Fejezziik be a szakaszt (és a konyvet) annak a kimutatasaval, hogy a
m.m. vald konvergencia nem topologikus konvergencia altalaban; ez a
tény megmagyarazza e fogalom alkalmazéasaval kapcsolatos nehéségek egy
részét.

22.12. Kovetkezmény. (Fréchet??) Az L°([0,1]) térben a m.m. valo
konvergencia nem topologizalhat6.

20 Jegorov [Egorov] 1911.
21 Lebesgue 1906.
22 Frachet 1919-20. Az alabbi fliggvénysorozat mar bevezettiik a 257. oldalon.
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Bizonyitas. Az

(1) = ok =US0R 01 i=0,1,...,2F 1
forqi(t) {O eqyébkent, i

képlettel értelmezett fliggvénysorozat mértékben nullahoz tart, és igy Riesz
lemmaja (297. 0.) alapjan minden részsorozatanak van m.m. nullahoz tartd
részsorozata. Ha a m.m. val6 konvergencia topologikus konvergencia volna,
akkor ebbdl Cantor lemmaja miatt (30. 0.) kdvetkezne, hogy f,, m.m. nullahoz
tartana. Azonban az ( f,,(t)) szamsorozat egyetlen ¢-re sem konvergens. [

Megjegyzés. A fenti eredményeket dsszefoglalva megallapithatjuk, hogy
a mértékben val6 konvergencia a m.m. val6 konvergenciahoz legkdzelebbi
topologikus konvergencia.
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Oktatasi megjegyzések

Funkcionalanalizis
e A funkcionalanalizis legtobb eredményét a kis ¢P terekben szem-

Ieltetjiik, amelyek jol mutatjak ezek érvényességének hatarait.

e A magyar kiadasha felvettiik a linearis programozashan alapvetd

jelent6ségli Farkas—Minkowski lemma szemléletes és elemi bizo-
nyitasat is (107. 0.).

e Meglep6 mbdon a 15.23 lemma (117. 0.) itt ismertetett egyszer(i

bizonyitasa nem kozismert.

e Tapasztalatunk szerint féléves el6adas keretében ismertethet6 a 13.

fejezet ésa 14. fejezet elsd hét szakasza, a x-gal jelolt anyag Kivéte-
lével. A 15. fejezetet célszer( egy késdbbi, a disztriblcidéelméletnek
szentelt el6adas soran targyalni.

e Az elBadason célszer(i az (P tereket csak 1 < p < oo esetén

vizsgalni. Az (1, £, ¢ terek, valamint a megjegyzések és példak
tobbsége gyakorlatokon dolgozhat6 fel.

Integralszamitas
e Pedagbgiai megfontolasokbdl a 17. fejezetet az R-en értelmezett

fliggvényeknek szenteljiik, azonban a 19. fejezetben megmutatjuk,
hogy valamennyi eredmény érvényben marad tetsz&leges mérték-
terekben. Ez a megkozelités el6segiti az alapvet gondolatok id6-
veszteség nélkiili jobb elsajatitasat.

A Radon-Nikodym tételt igen altalanos formaban targyaljuk; bizo-
nyitasunk az eddigieknél egyszer(ibbnek és rovidebbnek tlnik.
Féléves el6adas esetében javasoljuk a nullahalmazok definicidjaval
és a egyszer(l 16.3 allitassal kezdeni. Ezt kovetéen ismertethet
a 1l7. és19. fejezet, kivéve a 19.7. szakaszt. Javasoljuk minda-
zonéltal (ha bizonyités nélkil is) Lebesgue két tovabbi klasszikus
eredményének: a monoton fliggvények derivalhatosagarél sz616
tételnek és az altalanositott Newton-Leibniz formulanak az ismer-
tetését (129. és 171. 0.), valamint az LP tereknek a Fuggvényterek
részbeli 21.1 szakasz szerinti rovid targyalasat (254. o.).

Flggvényterek
e Atémaval el6szor ismerked6k munkajanak megkonnyitésére a funk-

cionalanalizis targyalasa soran elkeriltiik a folytonos fliggvények,
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és a Lebesgue-integralhat6 fiiggvények tereinek a hasznalatat. Ez
anakronisztikus eljaras volt, hiszen éppen ezen terek tanulmanyo-
zasa vezetett a funkcionalanalizis els6é nagy felfedezéseihez. Ezek
a fliggvényterek ma is elsérendd szerepet toltenek be a a matema-
tikaban és alkalmazasaiban. Konyviink utolso részét nekik szen-
teljuk.

e Szamos alapvet6 tételt tobb kiillénbdzd modon is igazolunk, ezaltal
jobban kiemeljik az analizis agai kozti dsszefliggéseket.

e Nagy szam( olyan fontos példat ismertetiink ebben a részben, ame-
lyek nehezen lelhetdk fel a szakirodalomban.
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U*, 179
—, 24,60
X110

abszol(t folytonos
el6jeles mérték, 200
fliggvény, 166
meérték, 193
adjungalt operator, 29, 80
affin hipersik, 13, 14, 47
altér, 2
Arzela-Ascoli tétel, 227
Ascoli tétele, 49

altalanositott Newton-Leibniz formula, 171
altalanositott integral, 159, 208

B(K) tér, 43

B(K, X) tér, 43

Baire-féle el6jeles mérték, 244
Baire-halmaz, 244
Baire-lemma, 26
Baire-mérték, 244
Baire-mértékek regularitasa, 244
balra tolas, 89

balrol lathatatlan pont, 136
Banach-Steinhaus tétel, 60, 61
Banach-algebra, 37, 45
Banach-tér, 42

Beppo Levi tétele, 148
Bernstein-polinomok, 237
Bessel-egyenléség, 19
Bessel-egyenl6tlenség, 20
bidualis tér, 67
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Bohman-Korovkin tétel, 236
Bolzano-Weierstrass tétel, 24, 27
Brunn tétele, 49

Co tér, 43
C) fuggvényosztaly, 141
C, fiiggvényosztaly, 145
C-, fliggvényosztaly, 146
C(K) tér, 43
C(K,X)tér, 43
Cy(K) tér, 43
Cy(K, X) tér, 43
C.(I) tér, 260
Car tér, 221
CE(U,Y) tér, 43
Cantor-fiiggvény, 167
Cantor-féle
atlos modszer, 28, 71
triadikus halmaz, 127
Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség, 4, 40

cslics, 101
csiisz6 plpok, 61

Dini tétele, 246
Dini-derivaltak, 133
Dirac-féle funkcional, 282
Dirac-mérték, 180, 252, 253
direkt 6sszeg, 84
Dirichlet-fuiggvény, 139
Dirichlet-mag, 229
diszjunkt

halmazrendszer, 124

halmazsorozat, 124
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disztriblcioelmélet, 282

Eberlein-Smulian tétel, 70
egyenletes

korlatossag tétele, 61
egyenletesen

konvex, 55

konvex tér, 271

egyforman folytonos figgvényrendszer, 227

Eidelheit tétele, 49
ekvivalens normak, 77
el6jeles mérték, 196
teljes valtozésa, 245
erés konvergencia, 26, 60
euklideszi tér, 4
extremalis pont, 101

Faber tétele, 243
faktortér, 84
Farkas—Minkowski lemma, 107
Fatou-lemma, 153
Fejér tétele, 232
Fejér-mag, 232
,,felkel6 Nap” lemma, 135
felgydird, 179
félnorma, 95
forditott
Holder-egyenl6tlenség, 290
Minkowski-egyenl&tlenség, 290
Young-egyenl6tlenség, 290
Fourier-egyutthatok, 20
Fourier-sor, 22
Fourier-sorok divergenciaja, 228
Fredholm-alternativa, 38, 90
Freud tétele, 235
Fubini tétele, 168, 189
fuggvény
negativ része, 151
pozitiv része, 146, 151
teljes valtozasa, 137

generalt zart altér, 12
gomb, 95
Gram-Schmidt ortogonalizacio, 23

gyenge
konvergencia, 24, 60
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konvergencia C'(K)-ban, 252
konvergencia L”-ben, 282
topologia, 104

gyenge csillag
konvergencia, 110
konvergencia L°°-ben, 282
topologia, 110

gy(rd, 162, 180

Hahn-felbontés, 197

halmazrendszer altal generalt gy(r(, 181
Harsiladze-Lozinszkij tétele, 239, 242
hatarozatlan integral, 166
haromszog-egyenlétlenség, 4, 39
Helly—Banach-Steinhaus tétel, 61
Helly-Hahn-Banach tétel, 54
helyettesitéses integralas, 205
Hermite-polinomok, 263

Hilbert spektraltétele, 33
Hilbert-Schmidt operator, 32, 34, 259
Hilbert-tér, 5

hipersik, 47

Holder-egyenlétlenség, 44, 255

integral, 142, 145, 146, 159, 208
integralhato

fuggvény, 146

majorans, 151
intervallumon integralhato6 fiiggvény, 165
inverz leképezeés tétel, 77
izometria, 37

James tétele, 72

Jegorov tétele, 305

jobbra tolas, 89

jobbrol lathatatlan pont, 134
Jordan-felbontas, 138, 197

Kakutani—Krein tétel, 225
karakterisztikus fliggvény, 143
kivalasztasi tétel, 27, 70, 113
Klee tétele, 72
kompakt

linearis leképezés, 82

operator, 31

tartoja, folytonos fuiggvény, 260
komplex
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antilinearis leképezés, 39

euklideszi tér, 39

Hilbert-tér, 40

linearis leképezés, 39

normalt tér, 39

norma, 39

skalaris szorzat, 39
konvex zart burok, 102
konvollicio, 267, 268
konvollcib6-szorzat, 268
korlatos

halmaz, 97

valtozasu fliggvény, 137
Korovkin tétele, 234
korszer{i halmaz, 48
Krein—-Milman tétel, 101, 103
kvazi-egyenletes konvergencia, 305

2 ter, 5
Pter, 1 <p<oo, 43
P ter,0 < p<1,117
£°° tér, 43
L(X,Y) tér, 45
LP(I)tér,1 <p < o0, 47
LE, tér, 260
LO tér, 295
L' tér, 154
L2 tér, 7
LPtér,1 < p < o0, 255
LPtér,0 < p <1,289
L tér, 255
Laguerre-polinomok, 263
Lebesgue
differencialhatosagi tétele, 129
felbontasi tétele, 175, 193
konvergencia tétele, 151
s(irliségi tétele, 171
Lebesgue-Vitali tétel, 171
Lebesgue-felbontas, 175, 193
Lebesgue-mérték, 161
lépcsds fiiggvény, 140, 184
lineéris
funkcional, 47
leképezés értékkészlete, 84
leképezés magja, 84
lokalisan
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konvex tér, 96
mérhetd fliggvény, 207
meérhet6 halmaz, 209

m.m., 129
majdnem mindendtt, 129
majoralt konvergencia tétel, 151
Mazur tétele, 49
megszamlalhato, 123

halmaz, 123
mer6leges

felbontas, 12

vetités, 10
mérhetd

fuggveny, 157

halmaz, 161

tartoju eljeles mérték, 200
meérték, 179

o-szubadditivitas, 183

folytonossaga, 183

lesz(ikitése, 180

monotonitasa, 183

teljes valtozasa, 197

véges része, 180
mértékben val6 konvergencia, 299
mértékcsere az integralban, 205
mértékek direkt szorzata, 180
mértéktér, 180
Milman—Pettis tétel, 276
Minkowski tétele, 49
Minkowski-egyenl6tlenség, 44, 255

N(A), 84

negativ halmaz, 198
nem-degeneralt intervallum, 125
nivbhalmaz, 164

norma, 3

normalis operator, 41

normalt tér, 4

nullahalmaz, 126, 185

nyilt leképezés tétel, 77
Nyikolajev tétele, 243

oldal, 103
operator, 29
értékkészlete, 84

© Typotex Kiado

© Komornik Vilmos



© Typotex Kiado

330 Targymutato
képtere, 84 spektrum, 37, 88
magja, 17, 34, 84 Steinhaus-féle reprezentacios tétel, 279
ortogonalis Stone—Weierstrass tétel, 224

komplementum, 12, 52, 100
polinomok, 262
ortogonalitas, 9

o-additiv, 179
o-algebra, 209

ortonormalt o-gy(rdi, 161
bazis, 23 o-véges mérték, 187
csalad, 24 o(LP, L) topologia, 283
sorozat, 19 o(L*>, L") topolégia, 258
(X, X') topologia, 104
onadjungalt operator, 33 o(X', X) topologia, 110
az 6rdog lépcsbje, 172 szigorGan konvex, 55
3 szimmetrikus operator, 33
paraleI,ogram_ma-az,onossag, 4,40 szinguléris
paraméteres |nte”gr'alok, 156 fiiggvény, 175
Parseva_l-eg)ffar’lloseg, 22 mérték, 193
pontbeli stirliseg, 170 szingularitasok kondenzécioja, 61
ponFanent korlatos fuiggvényrendszer, 227 sztochasztikus konvergencia, 299
pozitiv
lineéaris funkcional, 142, 247 teljes
linearis leképezés, 234 mérték, 162
prehilbert tér, 4 ortonormalt sorozat, 23
primitiv fiiggvény, 171 teljesen folytonos operator, 31, 82
pszeudonorma, 292 Tonelli tétele, 191
topologikus vektortér, 117
R(A), 84_ ) o trigonometrikus
Radon—N!kodym d’erlvalt, 201 polinom, 222
Radon—N'lkodym .tetel, ?Ol rendszer, 19, 263
Rador)—Rllesz tulajdonsag, 60, 275 Tukey tétele, 49
reflexiv tér, 67 Tukey—Klee tétel, 99
részalgebra, 223
rezolvens halmaz, 88 ugroéfliggvény, 132
Riemann-Lebesgue lemma, 284 unitér operator, 41
Riesz tétele, 57 .
Riesz—Fischer tétel, 154, 255 vektorhalo, 142
Riesz—Fréchet tétel, 17 veges mertek, 184
Riesz-féle reprezentacios tétel, 246, 279 Vitali tétele, 301
Riesz-lemma, 75, 154, 256, 295, 299, 301 Vitali-Hahn-Saks tetel, 301

sajataltér, 34 Weier”strass S
sajatvektor, 34 els6 approximécios tétele, 218
Schauder tétele, 83 masodik approximacios tétele, 221

Schur tétele, 64

- zart graf tétel, 77
skalaris szorzat, 4
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Alaoglu, 113
Arkhimédész, 122
Arzela, 151, 227
Ascoli, 49, 126, 227
Austin, 133

Baire, 26, 122, 148, 244

Banach, 2, 26, 42, 54, 55, 60, 61, 77, 80,
113-115, 163, 246

Bernoulli, Daniel, 228

Bernstein, 237

Bessel, 19

Bochner, 178

Bohman, 236

Bohnenblust, 93

du Bois-Reymond, 126, 192, 228

Bolzano, 24

Borel, 122, 128, 179, 237

Bourbaki, 115

Brunn, 49

Cantor, 28, 30, 71, 122-125, 167, 179
Carleson, 263, 264

Cauchy, 4, 40, 122, 192, 232
Clairaut, 20

Clarkson, 223, 271, 276

Csaszar, 132

Darboux, 171

Day, 295

Denjoy, 165, 171
Dieudonné, 2, 17

Dini, 133, 167, 171, 246
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Dirac, 180
Dirichlet, 122, 139, 188, 229
Dunford, 279

Eberlein, 70
Eidelheit, 49
Ellis, 281

Erdds, 223
Euklidész, 286
Euler, 20, 23, 188

Faber, 243

Farkas, 107

Fatou, 153

Fejér, 232

Fichtenholz, 55

Fischer, 122, 154, 255
Fourier, 20, 122, 228, 268
Fredholm, 2, 38, 84, 90
Freud, 235

Fréchet, 2, 17, 42, 122, 178, 299, 306
Frobenius, 41

Fubini, 122, 168, 188

Goldstine, 113
Goodner, 55
Gram, 19

Haar, 263

Hahn, 2, 42, 54, 67, 197, 301
Hankel, 61, 126

Hardy, 42, 254

Harnack, 122, 126, 127, 167, 179
Harsiladze, 239, 242
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Névmutatod

Hausdorff, 163
Heine, 128
Hellinger, 65, 79
Helly, 2, 54
Henstock, 165
Hermite, 139, 263
Hilbert, 2, 3, 5, 24, 27, 31-34, 37, 40, 41,
82,123, 259
Hildebrandt, 90, 275
Hobson, 189
Holder, 44, 255, 290

Jackson, 223

James, 72

Jegorov, 305

Joo, 284

Jordan, 122, 137, 138, 179, 197

Kadec, 276

Kakutani, 115, 225, 246
Kalton, 294

Kantorovics, 55

Kelley, 55

Kindler, 247

Klee, 72, 99

Kolmogorov, 98, 117, 122, 178
Korovkin, 234, 236
Kottman, 76

Krein, M. G., 101, 103, 225
Krein, S. G., 225

Kurzweil, 165

Laczkovich, 163

Lagrange, 29

Laguerre, 263

Landau, 65, 218

Lebesgue, 61, 122, 129, 151, 166, 167,
171, 172, 175, 178, 189, 193, 223,
284, 299, 305

Leibniz, 122

Levi, 10, 148

Lindenstrauss, 276

Lions, 288

Liouville, 264

Lipinski, 130

Lozinszkij, 239, 242

Ldwig, 5, 40
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Luzin, 264

Marcinkiewicz, 239

Markov, 246

Mazur, 49, 54, 55

McShane, 279

Ménekhmosz, 286

Milman, 101, 103, 276

Minkowski, 14, 44, 49, 103, 107, 118,
232, 255, 290

Murray, 55, 93

Miintz, 223

Nachbin, 55

Neumann, 2, 3, 5, 27, 40, 41, 94, 96, 104,
163, 201, 263

Newton, 122

Nikodym, 10, 122, 201, 279, 298

Novinger, 287

Nyikolajev, 243

Orlicz, 255
Osgood, 151

Parseval, 22

Peano, 122, 179

Peck, 294

Perron, 165

Pettis, 70, 116, 276
Picard, 165

Poincaré, 139, 232, 284

Radon, 122, 178, 201, 246, 275

Rellich, 5, 34, 40

Riemann, 61, 122, 284

Riesz, 2, 3,10, 12, 17, 29, 31, 42, 44, 57,
70, 75, 80, 82, 84, 89, 90, 122, 133,
135, 154, 246, 255, 256, 275, 279,
283, 295, 299, 301

Riesz, M., 264

Roberts, 119, 294

Rogers, 44

Rubel, 130

Saks, 26, 62, 246, 301
Schauder, 77, 80, 83, 90
Schmidt, 3, 10, 19, 27, 32-34, 259
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Schur, 64 Tarski, 163

Schwartz, Jacob T., 281 Thomae, 192

Schwartz, Laurent, 282 Toepler, 22

Schwarz, 4, 40

Smith, 126

Smulian, 70, 115

Show, 281

Sobczyk, 93

Solovay, 163

Steinhaus, 26, 60, 61, 279
Stieltjes, 263

Stobaeus, 286

Stolz, 122, 179, 188
Stone, 79, 223, 224, 226

Szasz, 223

Sz6kefalvi-Nagy, 2, 122, 273
Szmoljanov, 196

Szoboljev, 122

Sztyeklov, 266
Szuhomlinov, 93
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Toeplitz, 41, 65, 79
Tonelli, 122, 191

Tukey, 14, 18, 49, 72, 99
Tzafriri, 276

Uriszon, 226

de la Vallée-Poussin, 143, 176, 189, 222
Vitali, 163, 166, 167, 171, 301

\Voltaire, 94

\olterra, 215

Wehausen, 105

Weierstrass, 24, 129, 218, 221, 224
Wiener, 39, 42

Wilde, 214

Young, 290
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Idézett matematikusok

Abel, Niels Henrik, 1802-1829
d’Alembert, Jean le Rond, 1717-1783
Alexander, James Waddell, 1888-1971
Arkhimédész, i.e. 287-212

Arzela, Cesare, 1847-1912

Ascoli, Giulio, 1843-1896

Baire, René, 1874-1932

Banach, Stefan, 1892-1945
Bendixson, lvar Otto, 1861-1935
Bernoulli, Daniel, 1700-1782
Bernoulli, Jacques (Jacob), 1654-1705
Bernoulli, Jean (Johann), 1667-1748
Bernstein, Szergej Natanovics, 1880-1968
Bessel, Friedrich Wilhelm, 1784-1846
Bochner, Salomon, 1899-1982

du Bois—-Reymond, Paul, 1831-1889
Bolyai, Janos, 1802-1860

Bolyai, Farkas, 1775-1856

Bolzano, Bernard, 1781-1848

Bonnet, Pierre Ossian, 1819-1892
Borel, Emile, 1871-1956

Briggs, Henry, 1561-1630

Brouwer, Luitzen Egbertus Jan, 1881-1966

Brunn, Hermann, 1862-1939

Bunyakovszkij, Viktor Jakovlevics, 1804—
1889

Buirgi, Joost, 1552-1632

Cacciopoli, Renato, 1904-1959
Cantor, Georg, 1845-1918
Carathéodory, Constantin, 1873-1950
Cauchy, Augustin-Louis, 1789-1857
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Cavalieri, Bonaventura, 1598-1647
Cech, Eduard, 1893-1960
Christoffel, Elwin Bruno, 1829-1900
Clairaut, Alexis Claude, 1713-1765
Cotes, Roger, 1682-1716

Cousin, Pierre, 1867-1933

Csebisev, Pafnutyij Lvovics, 1821-1894

Darboux, Gaston, 1842-1917

Denjoy, Arnaud, 1884-1974

Descartes, René, 1596-1650
Dieudonné, Jean, 1906-1992

Dini, Ulisse, 1845-1918

Dirac, Paul Adrien Maurice, 1902-1984
Dirichlet, Peter G. Lejeune, 1805-1859
Dunford, Nelson, 1907-1986

Eberlein, William F., 1918-1986
Eidelheit, Max, 1911-1943
Erd6s, Pal, 1913-1996
Euklidész, i.e. 325-265 koriil
Euler, Leonard, 1707-1783

Faber, Georg, 1877-1966

Farkas, Gyula, 1847-1930

Fatou, Pierre, 1878-1929

Fejér, Lip6t, 1880-1959

Fichtenholz, Grigorij Mihajlovics, 1888—
1959

Fischer, Ernst, 1875-1954

Fourier, Jean Baptiste Joseph, 1768-1830

Feldheim, Ervin, 1912-1944

de Fermat, Pierre, 1601-1665
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Fredholm, Erik Ivar, 1866-1927
Freud, Géza, 1922-1979
Fréchet, Maurice, 1878-1973
Frobenius, Georg, 1849-1917
Fubini, Guido, 1879-1943

Gateaux, René, 1880-1914

Gauss, Carl Friedrich, 1777-1855
Gerschgorin, S. A., 1901-1933
Givens, James Wallace, 1910-1993
Goursat, Edouard, 1858-1936
Gram, Jorgen Pedersen, 1850-1916
Grassmann, Hermann, 1809-1877
Graves, Lawrence M., 1896-1973
Gregory, James, 1638-1675

Haar, Alfréd, 1885-1933
Hadamard, Jacques, 1865-1963
Hahn, Hans, 1879-1934

Hankel, Hermann, 1839-1873
Hardy, Godfrey Harold, 1877-1947
Harnack, Axel, 1851-1888

Harriot, Thomas, 1560-1621
Hausdorff, Felix, 1868-1942
Heine, Eduard, 1821-1881
Hellinger, Ernst, 1883-1950

Helly, Eduard, 1884-1943
Hermite, Charles, 1822-1901
Hesse, Otto, 1811-1874

Hilbert, David, 1862-1943
Hildebrandt, Theophil Henry, 1888-1980
Hobson, E. W., 1856-1933
Householder, Alston S., 1904-1993
Holder, Otto Ludwig, 1859-1937

Jackson, Dunham, 1888-1946

Jacobi, Carl Gustav Jacob, 1804-1851
Jensen, Johann, 1859-1925

Jegorov, Dimitrij Fjodorovics, 1869-1931
Jordan, Camille, 1838-1922

Jordan, Karoly, 1871-1959

Kantorovics, Leonyid Vitaljevics, 1912—
1986

Kelley, John L., 1916-1999

Kepler, Johann, 1571-1630

www.interkonyv.hu

Kolmogorov, Andrej Nyikolajevics, 1903—
1987

Korkin, Alekszandr Nyikolajevics, 1837—
1908

Konig, Gyula, 1849-1913

Krein, Mark Grigorjevics, 1907-1989

Krein, Szelim Grigorjevics, 1917-1999

Kuratowski, Kazimierz, 1896-1980

Lagrange, Joseph Louis, 1736-1813

Laguerre, Edmond Nicolas, 1834-1886

Landau, Edmund, 1877-1938

Laplace, Pierre Simon, 1749-1827

Lebesgue, Henri, 1875-1941

Legendre, Adrien Marie, 1752-1833

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 1646-1716

Levi, Beppo, 1875-1961

Lindelof, Ernst Leonard, 1870-1946

Liouville, Joseph, 1809-1882

Lipschitz, Rudolf, 1832-1903

Lobacsevszkij, Nyikolaj Ivanovics, 1793
1856

Lozinszkij, Szergej Mihajlovics, 1914-1985

Ljusternyik, Lazar Aronovics, 1899-1981

Luzin, Nyikolaj Nyikolajevics, 1883-1950

Maclaurin, Colin, 1698-1746
Marcinkiewicz, Jozef, 1910-1940
Markov, Andrej Andrejevics, 1856-1922
Mazur, Stanislav, 1905-1981

McShane, Edward James, 1904-1989
Mersenne, Marin, 1588-1648
Ménekhmosz, i.e. 350 koriil

Meéray, Hugue Charles Robert, 1835-1911
Minkowski, Hermann, 1864-1909
Minty, George J., 1930-1986

Moore, Eliakim H., 1862-1932

Nachbin, Leopoldo, 1922-1993
Napier (Neper), John, 1550-1617
Neumann, Janos, 1903-1957
Newton, Isaac, 1643-1727
Nikodym, Otto, 1887-1974

Oresme, Nicole, vers 1323-1382
Orlicz, Wiadistaw, 1903-1990
Osgood, William Fogg, 1864-1943
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Parseval des Chénes, Marc-Antoine, 1755—
1836

Peano, Giuseppe, 1858-1932

Perron, Oskar, 1880-1975

Pettis, Billy James, 1913-1979

Picard, Charles Emile, 1856-1941

Picone, Mauro, 1885-1977

Pitagorasz, i.e. 572-501 koril

Poincaré, Henri, 1854-1912

Poisson, Siméon Denis, 1781-1840

Posse, Konsztantyin Alekszandrovics, 1847—
1928

Radon, Johann, 1887-1956

Raphson, Joseph, 1648-1715

Rellich, Franz, 1906-1955

Riemann, Bernhard, 1826-1866

Riesz, Frigyes, 1880-1956

Riesz, Marcell, 1886-1969

Rogers, Leonard James, 1862-1933
Rolle, Michel, 1652-1719

Rubel, Lee A., 1928-1995

Runge, Carle David Tolmé, 1856-1927

Saks, Stanislaw, 1897-1942
Schauder, Julius Pawel, 1899-1943
Schmidt, Erhard, 1876-1959
Schwartz, Laurent, 1915-2002
Schoenberg, Isaac Jacob, 1903-1990
Schwarz, Hermann Amandus, 1843-1921
Segner, Janos Andras, 1704-1777
Simpson, Thomas, 1710-1761

Smith, Henry J. S. 1826-1883
Smuljan, Vitold Lvovics, 1915-1945
Sobczyk, Andrew, 1915-1981
Steinhaus, Hugo Dionisy, 1887-1972
Stieltjes, Thomas Joannes 1856-1894
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Stolz, Otto, 1842-1905

Stone, Marshall Harvey, 1903-1989

Sturm, Jacques Charles Francois, 1803—
1855

Szasz, Ottd, 1884-1952

Szoboljev, Szergej Lvovics, 1908-1988

Szonyin, Nyikolaj Jakovlevics, 1849-1915

Sz6kefalvi-Nagy, Béla, 1913-1998

Sztyeklov, Vlagyimir Andrejevics, 1864—
1926

Taylor, Brook, 1685-1731

Tarski, Alfred, 1902-1983
Thomae, Karl J., 1840-1921
Tietze, Heinrich, 1880-1964
Toeplitz, Otto, 1881-1940

Tonelli, Leonida, 1885-1946
Tucker, Albert William, 1905-1995
Tukey, John Wilder, 1915-2000
Turan, Pal, 1910-1976

Tyihonov, Andrej Nyikolajevics, 1906-1993
Uriszon, Pavel Samujlovics, 1898-1924

de la Vallée Poussin, Charles Jean, 1866—
1962

Vitali, Giuseppe, 1875-1932

\olterra, Vito, 1860-1940

Weierstrass, Karl, 1815-1897
Wiener, Norbert, 1894-1964
Wirtinger, Wilhelm, 1865-1945

Young William Henry, 1862-1942

Zolotarjov, Jegor lvanovics, 1847-1878
Zorn, Max A., 1906-1993
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